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In tro duction

Les �equations de Maxwell sont r�esoluesais�ement lorsque le domaine de calcul est convexe, ou
�a bord r�egulier, mais s'il pr�esente des singularit�es g�eom�etriques (coins et/ou arêtes rentrants), le
champ �electromagn�etique est localement intenseet tr �esdi�cile �a calculer. On dit qu'il est singulier.
Or, dans de nombreusesapplications de l' �electromagn�etisme, comme les guides d'ondes, ou les
�ltres �a stubs utilis �esen t�el�ecommunication, il existe dessingularit�esg�eom�etriques pouvant induire
un champ �electromagn�etique intense.La mod�elisation et le calcul num�erique du champ permettent
alors de calculer l'in tensit�e du champ au voisinagedessingularit�eset de d�etecter lese�ets d�el�et�eres.
L'enjeu est donc de construire desm�ethodesnum�eriquesqui r�eussissent �a capturer les singularit�es
du champ, et qui soient e�caces en terme de pr�ecisionet de côut calcul.

Les �el�ements �nis d'arêtes permettent d'approcher les singularit�es, mais doivent être mani�es
avec pr�ecaution lorsqu'on a besoin d'une approximation continue, quand on r�esout le syst�eme
coupl�e Maxwell-Vlasov par exemple. Par contre, �a l'aide d'�el�ements �nis nodaux, il est possible
de calculer des approximations continues du champ �electromagn�etique. Pour les �equations quasi-
statiques bidimensionnelles,nous pr�esentons principalement l' �etude de trois di� �erentes m�ethodes
d'�el�ements �nis nodaux, cod�eesen Matlab. Nous �etudions la g�en�eralisation de cesm�ethodesen 3D,
et nous pr�esentons deux m�ethodesde r�esolution pour les �equations de Maxwell tridimensionnelles
instationnaires, cod�eesen Fortran 77.

La premi�erem�ethode 2D est une nouvelle versionde la m�etho de du compl �ement singulier ,
d�evelopp�ee par F. Assouset al. dans [9] et dans la th�esed'E. Garcia [63]. Les conditions limites
sont trait �eesde fa�con essentielle : la condition aux limites de conducteur parfait est prise en compte
explicitement. En dimensiondeux, lessingularit�esdu champ �electromagn�etique sont connuesexacte-
ment (�a un facteur pr�es).On peut s�eparer le champ en une partie r�eguli�ereet une partie analytique.
Cette m�ethode, qui montre d'excellents r�esultats en 2D peut s'�etendre aux casde dimension 2D 1

2
[38, 76], ou alors lorsquelesseulessingularit�esg�eom�etriques tridimensionnellessont despointes co-
niques [63]. Dans les domainestridimensionnels g�en�eraux, les singularit�es �electromagn�etiques sont
di�cilemen t discr�etisables,les singularit�esde coins et d'arêtes�etant li�eesentre elles.

Pour les deux autres m�ethodes 2D, le d�ecouplagen'est pas n�ecessairecar l'espacefonctionnel
usueldessolutions est modi� �e, de fa�con �a retrouver la densit�e des�el�ements �nis de Lagrange.Ainsi,
ellesfonctionnent dans les domainestridimensionnels g�en�eraux.

La secondem�ethode est la m�etho de �a poids , d�evelopp�ee par M. Costabel et M. Dauge dans
[53] pour le champ �electrique.Lesconditions limites sont essentielles. L' �equation de Maxwell-Gauss
est multipli �eepar un poids qui d�epend de la distance aux singularit�esg�eom�etriques.

En�n, la derni�erem�ethodeest la m�etho de avec conditions aux limites naturelles , d�evelopp�ee
par P. Ciarlet, Jr. dans [36, 40]. On relaxe la condition aux limites de conducteur parfait.
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Comp osition du documen t

Apr �esune introduction sur lesm�ethodesde mod�elisation des�equationsde Maxwell, d�evelopp�ee
dans la partie I, le document est constitu�e de deux parties et d'une annexe, constitu�ee par la
partie IV. La partie I I traite le probl�eme bidimensionnel, et la partie I I I traite le probl�eme tridi-
mensionnel.Chacunede cesparties contient tout d'abord une �etude du probl�eme statique direct,
puis du probl�eme statique mixte (ajout d'un multiplicateur de Lagrange). Pour le probl�eme tri-
dimensionnel,on fait de plus une �etude du probl�eme instationnaire. Nous proposonset analysons
di� �erentes m�ethodes, en partant du probl�eme continu pour aboutir �a la discr�etisation et la mise
oeuvre num�erique. En�n, nous pr�esentons des r�esultats num�eriquesque nous confrontons aux at-
tentes th�eoriques.

Mo d�elisation

Danscette partie, on pr�esente dansun premier chapitre di� �erents probl�emesli�es�a l' �electromagn�etisme
et quelquesm�ethodes de r�esolution. Dans un secondchapitre, on d�etaille les int�er̂ets physique et
math�ematique de l' �etude du probl�emebidimensionnel.

La partie 2D

La partie 2D s'�etend deschapitres un �a six. Le probl�emequasi-statiqueconsiste�a manipuler les
�equations de Maxwell sansse soucier de la d�ependanceen temps. Dans le cas bidimensionnel, les
probl�emesquasi-�electrostatique et quasi-magn�etostatique sont similaires, aussi nous ne d�etaillons
que le probl�emequasi-�electrostatique.

Dans le premier chapitre, nous d�e�nissons les notations et les espacesfonctionnels dont nous
avons besoin.

Dans le secondchapitre, nous d�ecrivons en d�etail le probl�eme quasi-�electrostatique et nous
pr�esentons quatre m�ethodesde r�esolution par �el�ements �nis nodaux :
- La m�ethode aux potentiels : le calcul du champ �electrique est indirect, d�eriv�e des potentiels
�electrostatiques.Cette m�ethode sert de r�ef�erencedans certains castests.
- La m�ethode aux conditions aux limites naturelles, pour laquelle la condition aux limites est incluse
dans la formulation variationnelle.
- La m�ethode du compl�ement singulier : nous pr�esentons un nouvelle d�ecomposition non conforme
pour le casstatique, la � -approche, ainsi que la d�ecomposition orthogonaleusuelle.Nous montrons
comment utiliser la � -approche pour le calcul desfonctions de basesinguli�eresde la d�ecomposition
orthogonale.
- La m�ethode de r�egularisation �a poids, d�evelopp�ee par M. Costabel et M. Dauge dans [53].
Nous montrons que les formulations variationnelles sont bien pos�eespour les espacesfonctionnels
choisis.

Dans le troisi�eme chapitre, nous introduisons un multiplicateur de Lagrange sur la divergence
(�etude pour les m�ethodesdirectes), a�n de pr�eparer la r�esolution de probl�emestransitoires.

Le quatri �emechapitre est consacr�e �a la r�esolution num�erique du probl�emequasi-�electrostatique
par les �el�ements �nis de Lagrange Pk . Dans le cinqui�eme chapitre, nous d�etaillons la r�esolution
num�erique du probl�ememixte par les �el�ements �nis de Taylor-Hood Pk+1 -Pk .

En�n, dans le sixi�emechapitre, nous pr�esentons et analysonsles r�esultats num�eriquesobtenus
avec le code Matlab.
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La partie 3D

La partie 3D est d�ecompos�eeen huit chapitres, num�erot�esde sept �a quatorze.
Dans le chapitre sept, nous d�e�nissons les notations, les espacesfonctionnels utilis �es.
Pour le probl�eme statique, d�etaill�e dans le chapitre huit, nous �etudions cinq m�ethodes de

r�esolution par �el�ements �nis nodaux :
- La m�ethode aux potentiels, valable lorsque le champ �electrique est �a rotationnel nul. Comme en
2D, cette m�ethode consiste�a d�eriver le champ �electrique du potentiel �electrostatique.
- La m�ethode avec conditions aux limites naturelles.
- La m�ethode avec conditions aux limites essentielles, valable lorsque le domaine de calcul est
convexe [69]. Ceci pr�epare la m�ethode suivante.
- La m�ethode de r�egularisation �a poids [53].
- La m�ethode du compl�ement singulier en domaine prismatique, pr�esent�eedans [38].

Dans le chapitre neuf, on donne les formulations mixtes des quatre derni�eres m�ethodes. Les
chapitres dix et onzesont consacr�es �a la r�esolution num�erique desprobl�emesdirects et mixtes, ce
qui pr�epare la discr�etisation en espacedu probl�emeinstationnaire.

Le probl�emed�ependant du temps est trait �e dans le douzi�emechapitre : �a l'aide de bonneshy-
poth�esessur lesdonn�ees,on montre que la formulation mixte augment�ee,pour le champ �electrique,
est �equivalente au syst�eme des �equations de Maxwell et admet une unique solution. Ensuite, on
discr�etise le probl�emeavec un sch�ema aux di� �erences�nies pour la discr�etisation en temps, et les
�el�ements �nis de Taylor-Hood Pk+1 -Pk pour la discr�etisation spatiale. Une �etude de stabilit �e met
en exergueune condition de type CFL �a respecter entre le pas de temps et les caract�eristiques du
maillage. Dans le treizi�emechapitre, nous pr�esentons les r�esultats obtenus en 3D.
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Premi �ere partie

Mo d�elisation
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Chapitre 1

Mo d�elisation et m�etho des de
r�esolution

1.1 In tro duction

L'ob jectif de ce chapitre est d'une part de faire quelquesrappels de Physique sur les �equations
de Maxwell (sections 1.2 et 1.3), et de justi�er ainsi l' �etude math�ematique (qui semble parfois
lointaine de la Physique) qui va suivre.

D'autre part, on donneleshypoth�esesmath�ematiquesrequises(section1.4), on pr�esente quelques
mod�elesde simpli�cation de ces�equations (section 1.5) chers aux math�ematicienset num�ericiens,
puis on indique di� �erentes m�ethodes(non exhaustives) de r�esolution (section 1.6).

Pour la partie physique,on ser�ef�ere essentiellement aux ouvragesclassiquessuivants : lescours
de R. P. Feynman [62], p�edagogiqueset ludiques, le livre de J. D. Jackson [71], pr�eciset complet.
Le livre d'A. Bossavit [25] permet (avec quelquesconnaissancesmath�ematiques) de passerde la
Physique �a la mod�elisation.

1.2 L' �electro dynamique classique

Bien que les ph�enom�enes�electromagn�etiques soient connus depuis l'An tiquit �e, les premi�eres
exp�eriencessur l' �electricit�e et le magn�etisme remontent seulement au XVI I �eme si�ecle. L'analyse
scienti�que de cesph�enom�enescommenc�erent avec les travaux de Coulomb sur l' �electrisation, qui
furent publi �es en 1785, et qui conduisirent �a la th�eorie dynamique du champ �electromagn�etique
de Maxwell, publi �eeen 1864.Cette th�eorie fut valid�ee en 1888par Hertz, qui avait d�ecouvert des
ondes�electromagn�etiques sepropageant �a la vitessede la lumi�ere.

Depuislesann�eessoixante, notre compr�ehensionsur lesconstituants fondamentaux de la mati�ere
et les forcesqui interagissent entre eux a r�evolutionn�e la Physique. Cela a donn�e lieu �a la formu-
lation du mod�ele standard des particules physiques,qui d�ecrit les particules et leurs interactions.
L' �electrodynamique classiqueh�erit�eede Maxwell est une forme limite de l' �electrodynamique quan-
tique contenue dans le mod�elestandard, c'est-�a-dire valide lorsquele nombre de photons impliqu�es
est su�samen t grand.

L' �electrodynamique classiquepermet de d�ecrire les ph�enom�enes�electromagn�etiques qui sema-
nifestent dans de nombreusestechnologiesmodernes: t�el�ecommunication, micro-onde, radar, an-
tenne. A�n de simuler lese�ets produits, qui peuvent être destructeurs, il est n�ecessairede faire une
analysemath�ematique des�equations de Maxwell, pour les r�esoudrenum�eriquement, la r�esolution
analytique �etant dans la majorit �e descasactuellement hors de notre port�ee.
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1.3 Les �equations de Maxw ell

1.3.1 Champs et sources

Dans lesmilieux continus, lesph�enom�enes�electromagn�etiques sont d�ecrits par quatre fonctions
qui d�ependent du temps t et descoordonn�eesd'espacex, �a valeurs dans R3 :
- le champ �electrique E, qui est de la dimension d'une force par unit �e de charge ou V : m � 1 (Volts
par m�etre),
- l'induction magn�etique B, qui est de la dimension d'une force par unit �e de courant ou T (Tesla),
- le champ magn�etique H, en A : m� 1 (Amp�erespar m�etre),
- le d�eplacement �electrique D, en C : m� 2 (Coulombs par m�etre carr�e).

La force agissant sur une charge ponctuelle q en pr�esenced'un champ �electromagn�etique est
d�ecrite par l' �equation de la force de Lorentz :

F = q( E + v � B ) : (1.1)

Le champ �electrique E et l'induction magn�etique B furent initialement intro duits �a partir de
l' �equation de force de Lorentz. Cette �equation permet de d�ecrire le mouvement d'une particule
charg�ee.

Les fonctions �electromagn�etiques sont r�egiespar les �equationsde Maxwell (syt�emed'unit �e SI) :

div D = � , �equation de Maxwell-Gauss, (1.2)

rot H � @t D = J , �equation de Maxwell-Amp�ere, (1.3)

rot E + @t B = 0, �equation de Maxwell-Faraday, (1.4)

div B = 0, absencede monopôle magn�etique: (1.5)

Les �equations (1.3) et (1.4) sont des �equations d'�evolution, alors que les �equations (1.2) et (1.5)
sont des�equations de contrain te. Bien que nous pr�esentons ces�equations d'un seul bloc, ellesont
�et�e �elabor�eespas �a pas, par plusieurs physiciens.
� (en C : m� 3, �a valeurs dans R) est la densit�e volumique de charges�electriquesdans le milieu,
J (en A : m� 2 �a valeursdansR3) est la densit�e de courant, qui est non nulle d�esqu'il y a un courant
�electrique.
Le champ �electromagn�etique peut exister dansdesr�egionsd�epourvuesde sources,lorsqueJ = 0 et
� = 0. Son existenceest ind�ependante deschargeset du courant, puisqu'il transporte de l' �energie,
de la quantit �e de mouvement et du moment cin�etique.

Les�equations(1.2)-(1.5) contiennent implicitement l' �equation de continuit �e de la charge,reliant
les densit�es de charges� et de courant J ; obtenue en combinant la d�eriv�ee temporelle de (1.2) et
la divergencede (1.3) :

@t � + div J = 0: (1.6)

On peut remarquerunecertaineredondancedanscesyst�emed'�equations.En e�et, si on applique
l'op�erateur divergence�a (1.4), on obtient que @t (div B) = 0. Ainsi, il su�t que (1.5) soit v�eri� �ee �a
un seul instant (par exemple�a t = 0) pour qu'elle le soit �a tout temps t. De même,si on applique
l'op�erateur divergence�a (1.3), on obtient que @t (div E) = @t � , �a condition toutefois que (1.6) soit
v�eri� �ee.

Lorsque J et � sont connus, et satisfont (1.6), le syst�eme (1.2)-(1.5) comporte six �equations
scalairesind�ependantes, et les�equations(1.2) et (1.5) jouent le rôle de conditions initiales. Comme
on a douze inconnues scalaires,on sera amen�e �a ajouter �a ces �equations des relations, appel�ees
lois de comportement ou relations constitutiv es,qui permettent de d�ecrire la nature du milieu dans
lequel ont lieu les ph�enom�enes�electromagn�etiques.
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1.3.2 Lois de comp ortemen t

Lorsque le milieu est conducteur, la loi d'Ohm est v�eri� �ee :

J (x ; t) = � (x) E(x ; t), en milieu isotrope, (1.7)

J i (x ; t) =
3X

j =1

� ij (x) Ej (x ; t) ; i = 1; 3, en milieu anisotrope. (1.8)

� est la conductivit �e �electrique. En milieu anisotrope, c'est un tenseur.
Lorsque le milieu est isolant, � est nulle, donc J = 0 : il n'y a pas de courant circulant dans

le milieu. Dans le casd'un conducteur parfait, � est in�nie : les champs E et H sont nuls.
Dans les milieux parfaits, c'est-�a-dire les milieux pour lesquelsles lois de comportement sont

lin�eaires,les relations suivantes sont v�erif�ees:

D(x ; t) = "(x) E(x ; t), en milieu isotrope, (1.9)

Di (x ; t) =
3X

j =1

" ij (x) Ej (x ; t) ; i = 1; 3, en milieu anisotrope. (1.10)

B(x ; t) = � (x) H (x ; t), en milieu isotrope, (1.11)

Bi (x ; t) =
3X

j =1

� ij (x) H j (x ; t) ; i = 1; 3, en milieu anisotrope. (1.12)

" est la permittivit �e di�el�ectrique et � la perm�eabilit�e magn�etique. En milieu anisotrope, cesont des
tenseurs.

Les�equationsdeMaxwell enmilieu isotropeser�e�ecrivent alorsenfonctions deE et H seulement :

div ("E) = �; (1.13)

rot H � "@t E = J ; (1.14)

rot E + �@t H = 0; (1.15)

div (� H ) = 0: (1.16)

Lorsque le milieu est de plus homog�ene, " et � sont constants.
Le vide est un cas particulier de milieu parfait, isotrope, homog�ene et isolant, pour lequel la

permittivit �e di�el�ectrique, not�ee" 0 ' ( 36� : 109 )� 1C2:N� 1:m� 2 et la perm�eabilit�e magn�etique not�ee
� 0 = 4� : 10� 7F : m� 1 sont telles que: c2"0� 0 = 1, o�u c ' 3: 108 m:s� 1 est la vitessede propagation
desondes�electromagn�etiques dans le vide.

Dans le cas d'un milieu isotrope, homog�ene, isolant et non charg�e (J = 0, � = 0), E et H
satisfont l' �equation desondes:

� E � "�@2
t E = 0, et � H � "�@2

t H = 0: (1.17)

Cette �equation s'obtient en injectant (1.15) dans @t (1:14) pour le champ �electrique et (1:14) dans
@t (1:15) pour le champ magn�etique, et en utilisant la fait que rot rot � grad div = � �. L'onde
�electromagn�etique sepropage�a la vitesse("� ) � 1=2. Ainsi, les �equationsde Maxwell sont de nature
hyperbolique.
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1.3.3 �Energie �electromagn �etique

Le 
ux d'�energie du champ �electromagn�etique est repr�esent�e par le vecteur de Poynting, de
dimension J:m� 2:s� 1 :

S = E � H : (1.18)

La densit�e d'�energie�electromagn�etique totale, de dimension J:m � 3 est donn�eepar :

w =
1
2

( E: D + B : H ) : (1.19)

Dans le vide, l' �equation de conservation de l' �energie,appel�ee aussi th�eor�eme de Poynting, s'�ecrit
ainsi :

@t w + div S = �J : E : (1.20)

La variation instantann�ee de l' �energie �electromagn�etique �a l'in t�erieur d'un volume donn�e plus
l' �energies'�ecoulant, par unit �e de temps, �a travers la surface d�elimitant le volume correspond au
travail accompli par le champ �electromagn�etique sur les sourcesdans le volume. En milieu lin�eaire
dispersif, il faut tenir compte desperte ohmiques,et de l'absorption du milieu.

L' �energie�electromagn�etique totale dans un volume 
 � R3 quelconqueest donc :

W
 (t) =
Z



w d
 =

1
2

Z




�
" (x) j E ( x ; t ) j2 + � (x) j H ( x ; t ) j2

�
d
 (1.21)

En int�egrant (1.20) sur 
, l' �equation de conservation de l' �energietotale dans le vide s'�ecrit alors :

d W


dt
+

Z

@

S : � d� +

Z



E: J d
 = 0; (1.22)

o�u � est le vecteur normal sortant de @
.

1.3.4 Conditions de transmission entre deux milieux mat �eriels

Le th�eor�emede Stokeset le th�eor�emede la divergencepermettent d'�ecrire les�equationsde Max-
well sousforme int�egraleet de d�eduire les relations entre lescomposantes normaleset tangentielles
deschampsd'une part et d'autre d'une surface� s�eparant deux milieux di� �erents, et �eventuellement
porteused'une densit�e de charge surfacique� et d'une densit�e de courant surfaciqueK :

( D2 � D1 ) : � = � sur �, (1.23)

( B2 � B1 ) : � = 0 sur �, (1.24)

� � ( E2 � E1 ) = 0 sur �, (1.25)

� � ( H 2 � H 1 ) = K sur �, (1.26)

� �etant le vecteur normal �a �, dirig�e du milieu 1 vers le milieu 2. Ainsi, �a la travers�eede l'in terface :
- la composante normale de B est continue,
- la discontinuit �e de la composante normale de D en un point est �egale �a la densit�e de charge
surfaciqueen ce point,
- la composante tangentielle de E est continue,
- la composante tangentielle de H subit une discontinuit �e �egale�a la densit�e de courant surfacique,
et de direction K � � .
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Dans le casparticulier o�u le milieu 2 est un conducteur parfait (on note alors � = � C ), le champ
�electromagn�etique est nul dansce milieu : E2 = B2 = 0. On posealors E = E1, B = B1 et on a dans
le milieu 1 desconditions aux limites de conducteur parfait :

B : � = 0 sur � C , (1.27)

� � E = 0 sur � C . (1.28)

Notons que l'expression (1.27) apparâ�t comme redondante. En e�et, si � � E = 0 sur � C et �a
t = 0, B(0) : � = 0 sur � C , alors d'apr�es(1.4), B(t) : � = 0 sur � C pour tout t.

1.3.5 Condition aux limites en domaine born �e

Lorsqu'on borne le domaine d'�etude par une fronti �ere arti�cielle � A , il faut imposerdescondi-
tions aux limites au bord du domaineborn�e 
 obtenu. Au premier ordre, lesconditions aux limites
sur � A s'�ecrivent ainsi :

( E � cB � � ) � � = e� � � ; sur � A , e� donn�e, (1.29)

ou bien, de fa�con analogue: ( cB � E � � ) � � = b � � � ; sur � A , b � donn�e. (1.30)

Cette condition s'obtient en approchant localement la fronti �ere � A par son plan tangent, et en
�ecrivant qu'une ondeplane �a incidente normale sort du domainesansêtre r�e
 �echie, pour e� = 0 ou
b � = 0. Elle est donc exactedans ce casde �gure, sinon, c'est une approximation. Lorsque e� 6= 0
ou b � 6= 0, cette condition traduit la p�en�etration d'une onde plane �a incidence normale dans le
domaine. Cette condition aux limites est souvent appel�ee condition de Silver-M•uller. Elle est en
g�en�erale su�san te pour les probl�emesint�erieurs. Pour les probl�emesext�erieurs, il est pr�ef�erable
d'utiliser une approximation d'ordre deux, a�n de ne pas polluer la solution par des r�e
exions
parasites.

1.3.6 Condition de radiation en domaine non-b orn �e

Pour les probl�emesstationnaires en domaine non-born�e, les �equationsde Maxwell doivent être
compl�et�eespar desconditions de radiation qui �eliminent lesondesvenant de l'in�ni. Consid�eronsle
caso�u on envoie une onde �electromagn�etique incidente Ei (par exempleprovenant d'un radar) sur
un objet inhomog�ene born�e (tel qu'un avion). L'onde est r�e
 �echie et di�us �eeen une onde Es et le
champ �electromagn�etique total est : Ei + Es. L'onde incidente est une ondeplane : Ei = p ei � x : d ,
o�u p 2 R3 est le vecteur de polarisation et d 2 R3 est le vecteur unitaire de direction de propagation
de l'onde. p et d sont orthogonaux. Ei satisfait les �equationsde Maxwell en l'absencede di�usion :

rot rot Ei � � 2Ei = 0, dans R3 :

Le champ �electromagn�etique di�us �e doit alors satisfaire la condition de radiation de Silver-M•uller
suivante [85] :

lim
R! 0

R ( rot ES � bx � i � Es ) = 0; (1.31)

o�u R = jx j et bx = x =R.
La di�cult �e pour discr�etiser ce probl�eme est qu'il est pos�e en domaine in�ni. On peut borner

le domaine par une fronti �ere arti�cielle loin de l'ob jet r�e
 �echissant, et imposer la condition de
radiation de Silver-M•uller sur cette fronti �ere.



24 CHAPITRE 1. MOD �ELISA TION ET M �ETHODES DE R �ESOLUTION

1.3.7 E�et de poin te

Consid�erons deux sph�eresconductrices dans le vide, soumisesau même potentiel. On observe
que le champ est plus grand �a la surfacede la plus petite sph�ere.

En e�et, si la plus grande sph�ere, de rayon a porte une charge Q, son potentiel �electrique vaut

environ � 1 =
1

4� "0

Q
a

. Le potentiel �electrique de la petite sph�ere, de rayon b et portant une charge

q est de l'ordre de � 2 =
1

4� "0

q
b

. Ainsi, si les sph�eressont au mêmepotentiel, on a :
Q
a

=
q
b

.

Sur la surfaced'une des sph�eres,le champ �electrique est proportionnel �a la densit�e surfacique
de charges � , qui vaut �a peu pr�es la charge totale divis�ee par la surface de la sph�ere. D'o�u :
jjE1jj
jjE2jj

'
Q=a2

q=b2 =
b
a

. Ainsi, les champs sont inversement proportionnels aux rayons, et le champ

�electrique de la petite sph�ere est plus important que celui de la grossesph�ere.

Le même e�et se produit si on charge un conducteur qui a une pointe ou une extr�emit�e tr �es
aigu•e : le champ �electromagn�etique au voisinagede la pointe est beaucoupplus grand que le champ
dans les autres r�egions. Les charges s'�etendent le plus possible sur la surface d'un conducteur,
certaines chargessur le conducteur sont pouss�ee vers l'extr �emit�e, qui a une surfacepetite devant
la surfacede tout le conducteur.

On end�eduit quela densit�esurfaciquedechargesestplus importante localement, sur l'extr �emit�e,
que sur le reste du conducteur, ce qui implique un champ intenseau voisinagede la pointe.

On appelle singularit�es g�eom�etriques lesarêteset/ou coinsque forme un conducteur. Le champ
�electromagn�etique est alors localement intense, il seproduit un e�et de pointe.

La pr�esencede singularit�esg�eom�etriques dans le milieu mat�eriel peut être un choix d�elib�er�e du
constructeur pour g�en�erer deschamps intenses(singularit �e active), ou une contrain te de conception
(singularit �e passive). Dans les deux cas, la solution des �equations de Maxwell est singuli�ere, et la
valeur pr�ecisedu champ est cruciale pour une analysecorrectedesph�enom�enesphysiquesobserv�es.

1.4 Hyp oth �eses math �ematiques sur les donn �ees

Pour être en mesure de r�esoudrenum�eriquement les �equations de Maxwell, il faut faire des
hypoth�esesmath�ematiques sur le champ �electromagn�etique et les donn�ees. Dans cette section,
nous �etablissonsde fa�con formelle ceshypoth�eses,qui reposent sur des consid�erations physiques,
en particulier sur le fait l' �energie �electromagn�etique soit �nie. Nous noterons L 2(
) l'espacedes
fonctions scalaires de carr�e int�egrable sur 
 � R3, et L 2(
) = L 2(
) 3 l'espace des fonctions
vectoriellesdont les composantes sont de carr�e int�egrable.

Dans le cas statique, le champ �electromagn�etique et les donn�eesne d�ependent pas du temps.
Les �equationsstatiques en (E, H) s'�ecrivent :

rot E = 0; et div E = �=" ; (1.32)

rot H = J ; et div (� H ) = 0: (1.33)

Pour simpli�er, nous supposons" et � constants (cas d'un milieu homog�ene).
� Le champ �electrostatique E est �a rotationnel nul. Il existe donc un potentiel scalaire � tel que :
E = � grad � . Ce potentiel satisfait l' �equation de Poisson: � � � = �=" . Par int�egration par parties
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sur un volume 
, on peut r�e�ecrire l' �energie�electrostatique totale en fonction de � et � dans 
 :

WE S =
1
2

Z



" j E j2 d
 =

1
2

Z



" grad �: grad � d


=
1
2

Z



" (� � � ) � d
 +

1
2

Z

@

" � @� � d� ;

=
1
2

Z



� � d
 +

1
2

Z

@

" � @� � d� ;

o�u @� � est la d�eriv�ee partielle normale �a � sur @
. Supposonsque le champ soit g�en�er�e par une
source,et que 
 soit une sph�ere de centre la source.Comme le potentiel � est en 1=r, o�u r est la

distance �a la source,@� � est en 1=r2. On en d�eduit que lim
r !1

Z

@

"�@� � d� � lim

r !1
1=r3 = 0. Cela

seg�en�eralise �a d'autres formesde volume : l'in t�egraledu bord s'annule, et on a :

WE S =
1
2

Z

R3
� � dx :

Comme WE S < 1 , on a E 2 L 2(R3). Ainsi, les d�eriv�eespartielles de � sont de carr�e int�egrable,
d'o�u : � 2 H 1(R3). Comme � � est int�egrable,on en d�eduit que � est dans le dual de H 1(
), not�e
H � 1(R3). De plus, comme E est �a rotationnel nul, E est un vecteur de H(rot ; R3), l'espacedes
fonctions vectoriellesde rotationnel de carr�e int�egrable.
� L'induction magn�etostatique B = � H est �a divergencenulle. Il existe alors un potentiel vecteur

A tel que : B = rot A , c'est-�a-dire H =
1
�

rot A . Si on choisit A �a divergencenulle (ce choix est

appel�e jauge de Coulomb), alors A satisfait l' �equation : � � A = J . On peut r�e�ecrire l' �energie
magn�etostatique totale en fonction de A et J :

WM S =
1
2

Z



� j H j2 d
 =

1
2

Z



H : rot A d


=
1
2

Z



rot H A d
 +

1
2

Z

@

A : (rot H � � ) d� ;

=
1
2

Z



J : A d
 +

1
2

Z

@

� A : (rot B � � ) d� ;

De nouveau,on supposeque le champ soit g�en�er�e par une source,et que 
 soit une sph�erede centre
la source.Le potentiel vecteur A est en 1=r et rot B � � est en 1=r2. Ainsi, l'in t�egrale au bord
s'annule lorsque r ! 1 , et on a :

WM S =
1
2

Z

R3
J A dx :

Comme WM S < 1 , on a B 2 L 2(R3). Donc le rotationnel de A est de carr�e int�egrable, c'est-�a-
dire : A 2 H(rot ; R3). On en d�eduit alors que J : A est int�egrable, et que J est dans le dual de
H(rot ; R3), not�e H(rot ; R3)0. Notons que J �etant un rotationnel, J est �a divergencenulle. De
plus, comme � H est �a divergencenulle, H est un vecteur de H(div ; R3), l'espacedes fonctions
vectoriellesde divergencede carr�e int�egrable.

Les hypoth�esesde r�egularit�es minimales du probl�emestatique sont donc :

� 2 H � 1(R3) ; J 2 H(rot ; R3)0 avec div J = 0 et E 2 H(rot ; R3) ; H 2 H(div ; R3) :
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Notons que l'hypoth�esemath�ematique faite sur � ne peut être v�eri� �ee que si on exclut certaines
singularit�es de charge telles que les singularit�es de chargesponctuelles ou lin�e•�ques. Il faut alors
changerde mod�elisation et passerau mod�elemicroscopique.Par la suite, on fait souvent l'hypoth�ese
suppl�ementaire que � 2 L 2(R3), c'est-�a-dire que E 2 H(div ; R3). De même, par commodit �e, on
supposeeng�en�eral que: J 2 L 2(R3), d'o�u : H 2 H(rot ; R3). Leshypoth�esesde r�egularit�esusuelles
du probl�emestatique sont alors :

� 2 L 2(R3) ; J 2 L 2(R3) avec div J = 0 et E ; H 2 H(rot ; R3) \ H (div ; R3) :

Dans le cas g�en�eral, o�u " et � ne sont pas constants, avec les hypoth�esessuivantes : " et � sont
mesurablesuniform�ement born�eeset strictement positives,on obtient que :

E 2 H(rot ; R3) \ H (div "; R3) et H 2 H(rot ; R3) \ H (div �; R3) ;

soit : div (" E) 2 L 2(R3) et div (� H ) 2 L 2(R3).
Dans un ouvert born�e 
, on arrive �a desconclusionssemblables : E 2 H(rot ; 
) \ H (div "; 
)

et H 2 H(rot ; 
) \ H (div �; 
), la di� �erenceportant sur les conditions aux limites. Dans le caso�u

 est l'in t�erieur d'un conducteur parfait, on a alors : E � � j@
 = 0, et B : � j@
 = 0. On a alors :
E 2 H 0(rot ; 
) \ H (div "; 
) et H 2 H(rot ; 
) \ H 0(div �; 
).

Nousne d�etaillons pasici le casinstationnaire. On a deshypoth�esessimilaires sur la d�ependance
en espace,plus deshypoth�esesde continuit �e sur la d�ependanceen temps. Pour plus de d�etails, on
peut lire notamment le document de F. Assouset P. Ciarlet, Jr. [6] (chap. 2).

Notons que la r�egularit�e du champ d�epend entre autre de la pr�esencede singularit�es.

1.5 Di� �erents mo d�eles

Selon le type de probl�eme que l'on souhaite �etudier, il existe plusieurs fa�con de r�e�ecrire les
�equations de Maxwell. Dans cette section, nous indiquons di� �erents mod�eles permettant de les
simpli�er.

1.5.1 Le mod�ele de Darwin

Lorsqu'on simule desfaisceauxde particules charg�ees,pour lesquelsil n'y a pas de ph�enom�ene
haute fr�equenceou de changement rapide de courant, on peut n�egliger la composante transverse
(orthogonale �a la direction du faisceau)du courant de d�eplacement. C'est le mod�ele Darwin, qui
correspond �a une approximation d'ordre un en terme de d�eveloppement asymptotique des�equations
de Maxwell [97].

Le champ �electrique sed�ecomposede la fa�con suivante (d�ecomposition de Helmholtz) :

E = ET + EL :

EL , la partie longitudinale est telle que : rot EL = 0.
ET , la partie transversesecaract�erisepar div ET = 0.

Lorsquela vitessecaract�eristique du ph�enom�ene�etudi�e est petite devant la vitessede la lumi�ere,
on n�eglige@t ET , la composante transversedu courant de d�eplacement. On obtient alors un syst�eme
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de trois probl�emeselliptiques en EL , B et ET :

� � � = �=" ; EL = � grad � ;

rot rot B = rot J ;
div B = 0;

rot rot ET = � � rot B ;
div ET = 0:

rot B est consid�er�e commeune donn�ee pour calculer ET . La di�cult �e de ce probl�eme est la prise
en compte des conditions aux limites, qu'il faut partager entre les deux composantes du champ
�electrique [59]. Dans [96], P.-A. Raviart et E. Sonnendr•ucker pr�esentent une m�ethode asymptotique
pour d�eterminer les conditions aux limites sur B qui permettent d'obtenir que le probl�eme en
B soit bien pos�e. Dans [103], E. Sonnendr•ucker et al. utilisent le syst�eme coupl�e Vlasov-Darwin
comme approximation du syst�eme coupl�e Vlasov-Maxwell. En�n, une analyse de la convergence
des�el�ements �nis pour ce mod�ele a �et�e faite par P. Ciarlet, Jr. et J. Zou dans [43].

1.5.2 Les mod�eles quasi- �electrostatique et quasi-magn �etostatique

Lorsqu'on peut n�egliger le terme @t B dans l' �equation de Faraday (1.4), on obtient le mod�ele
quasi-�electrostatique.Cemod�eleestvalide lorsquela vitessecaract�eristique desph�enom�enesmagn�etiques
est petite devant la vitessede propagation de l'onde. On obtient le probl�emesuivant :

div ("E) = � ; rot E = 0; (1.34)

avec desconditions aux limites ad�equates,� d�ependant du temps.
Avec l'hypoth�ese suppl�ementaire @t E = 0, � est ind�ependant du temps, c'est le probl�eme

�electrostatique. L' �equation (1.34) devient elliptique. La solution E est telle que : E = � grad � ,
avec � � � = �=" . C'est le mod�ele de Poisson, bien moins côuteux �a r�esoudreque le syst�emecom-
plet des�equationsde Maxwell. L'une desapplications de ce mod�eleest l'analyse de distribution de
charges(en anglaisC.D.A. : chargedistribution analysis). Le but est d'analyser la charge�electrique
pr�esente dans un isolant, a�n d'en mesurer la qualit �e d'isolation. �A cette �n, on plonge l'isolant
dans un champ �electrique non uniforme, et on mesurela force �a laquelle il est soumis.

L' �etude de ce mod�ele est n�ecessairelorsqu'on s'int�eresseau probl�emequasi-�electrostatique. En
e�et, la d�ependanceen temps du secondmembre requiert la r�esolution d'une suite de probl�emes
�electrostatiques.Cependant, on n'a pas toujours la mêmecondition aux limites.

Si on peut n�egligerle courant de d�eplacement @t D par rapport au courant induit dansl' �equation
d'Amp �ere(1.3), on obtient le mod�elequasi-magn�etostatique, dont l'une desapplications est le calcul
des courants induits dans un mat�eriau (ou courants de Foucault). Dans ce cas, on disposede la
relation compl�ementaire J = � E, de sorte que B peut être �ecrit commela solution d'une �equation
parabolique :

@tB + rot
�

1
�

rot
1
�

B
�

= 0;

div B = 0:

Le mod�elemagn�etostatique, valablelorsqu'on peut n�egliger@t B, c'est-�a-dire lorsqueJ est ind�ependant
du temps s'�ecrit alors :

div B = 0; rot
1
�

B = J : (1.35)
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Dans le caso�u � est constant, B est alors solution de l' �equation elliptique suivante : � � B = � rot J .
D'un point de vue num�erique, le mod�eles statiques permettent de faire l' �etude spatiale des

m�ethodes de r�esolution envisag�ees,avant de les appliquer au cas instationnaire ou au cas harmo-
nique. Ces mod�elesfournissent de pr�ecieusesinformations pour comprendre l'in
uence des singu-
larit �es g�eom�etriques sur le comportement en espaceet sur le comportement en temps du champ
�electromagn�etique.

1.5.3 Les �equations harmoniques

On supposeque les fonctions �electromagn�etiques ont une d�ependanceharmonique en temps, de
pulsation ! , c'est-�a-dire qu'elles sont de la forme :

E(x ; t) = < (e(x)e{ ! t );
H (x ; t) = < (h(x)e{ ! t );
� (x ; t) = < (r (x)e{ ! t );

J (x ; t) = < (j (x)e{ ! t );

o�u e, h, j sont �a valeur dans C3 et r est �a valeur dans C. Les �equations de Maxwell se r�e�ecrivent
alors :

{ ! " e � rot h = � j ;
{ ! � h + rot e = 0;

div ( " e ) = r ;
div ( � h ) = 0:

On peut d�ecoupler ces�equations ainsi, en injectant h = ({ ! � ) � 1rot e dans la premi�ere �equation,
ou e = ({ ! " ) � 1(rot h � j ) dans la seconde�equation :

� ! 2 " e + rot ( � � 1 rot e ) = � { ! j ;
! 2 � h � rot ( � � 1 ( rot h � j ) ) = 0:

Lorsque j est nul, on doit r�esoudreun probl�eme aux valeurs propres. Les �equations harmoniques
permettent de mod�eliser le comportement d'une onde�electromagn�etique dansune cavit �e. Di� �erents
mod�elesont �et�e d�evelopp�es, selonque le milieu soit conducteur ou non. La premi�ere di�cult �e est
de trouver une formulation variationnelle du probl�eme qui satisfassel'alternativ e de Fredholm
([27], chap. 6), qui v�eri�e les propri �et�esde coercivit �e et de compacit�e, c'est-�a-dire pour la seconde,
l'injection compactede l'espacefonctionnel choisi dans L 2(
).

Commel'injection de H 0(rot ; 
) dansL 2(
) n'est pascompacte,une m�ethode consiste�a ajou-
ter un terme d'in t�egration en div -div dans la formulation variationnelle (qui contient un terme
d'in t�egration en rot -rot et un terme d'in t�egration L 2), a�n d'�eliminer les fonctions propres non
physiques.On parle alors de r�egularisation ou de p�enalisation. La coercivit �e de la forme bilin �eaire
p�enalis�ee �et�e montr �ee par M. Costabel dans [50]. On peut discr�etiser la formulation variationnelle
obtenue par des�el�ements �nis nodaux [68, 53]. Une autre m�ethode consiste�a ajouter un multipli-
cateur de Lagrangeportant sur la condition de divergence.Cesm�ethodesont �et�es introduites par
F. Kikuchi dans [74], qui prouve dans [75] des propri �et�es de compacit�e discr�ete pour les �el�ements
�nis de degr�e le plus bas de N�ed�elec. Une �etude comparative des �el�ements �nis d'arêtes avec des
�el�ements �nis nodaux est men�ee par D. Bo� et al. dans [22] (pour le 2D) et [23]. Les �el�ements
�nis nodaux propos�esdanscesarticles sont biquadratiques et permettent de capter les singularit�es
du champ par une m�ethode de projection. L' �etude de la compacit�e discr�ete pour une m�ethode hp
d'�el�ements �nis d'arêtes2D est faite par D. Bo� et al. dans [21] et [20]. Dans [32], A. Bu�a et al.
prouvent la compacit�e discr�ete pour les �el�ements �nis d'arêtessur un maillage anisotrope.
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A. Alonso s'est int�eress�eeau caso�u le milieu est h�et�erog�ene,et secomporte commeun conduc-
teur dansune partie du domaineet un isolant parfait dansune autre partie. Il existedeux mod�eles:
- Le mod�ele bassefr�equence,pour lequel on �elimine le terme en ! 2 et on prend en compte la loi
d'Ohm. Le champ �electrique harmonique e satisfait alors :

rot ( � � 1rot e ) + { ! � e = 0;

avec lesconditions aux limites ad�equates.Dans [1], A. Alonso �etablit une preuve math�ematique de
ce mod�ele, pour lequel l'alternativ e de Fredholm a �et�e prouv�eepour la forme bilin �eaire :

Z



� � 1rot u : rot v d
 + { !

Z



� u : v d
 :

- Le mod�ele haute fr�equence: on conserve le terme en ! 2 et on prend en compte la loi d'Ohm. Le
champ �electrique harmonique e satisfait :

rot ( � � 1rot e ) � � 2 ( " � { ! � 1 � ) e = 0;

avec les conditions aux limites ad�equates.Dans [3], A. Alonso et A. Valli prouvent l'alternativ e de
Fredholm, en �etendant le r�esultat de compacit�e de C. Weber [107] (injection compactede X 0

E dans
L 2(
)) pour l'espaceH(div � ; 
) \ H 0(rot ; 
), avec � = " � { ! � 1 � .

1.5.4 Con tr ôlabilit �e

Dans certainessituations physiques(en particulier : lesantennes)on ne disposepasde donn�ees
volumiques, mais surfaciques.Il faut alors r�e�ecrire les �equations de Maxwell, en consid�erant que
l' �evolution temporelle du champ �eletromagn�etique est gouvern�eepar un courant surfaciquetangen-
tiel de densit�e J . On veut r�esoudre:

"@t E � rot H = 0 et �@t H + rot E = 0; dans 
 ;
div ("E) = 0 et div (� H ) = 0; dans 
 ;
H � � = J ; sur � J ;
H � � = 0 et E: � = 0; sur @
 n� J ;

o�u � J � @
 est le support (ouvert) du courant. Le champ �electromagn�etique �etant dansH(rot ; 
),
il est int�eressant d'�etudier l'espacedestracesde H(rot ; 
). A. Alonso et A. Valli d�ecrivent dans[2]
desop�erateursd'extensionscontinus deH(rot ; 
) dansl'espacedesestracestangentielles, cequi en
pratique permet l'approximation num�erique du probl�emesurfacique.Le casd'un milieu h�et�erog�ene
avec une fronti �ere non r�eguli�ere est �etudi�e par S. Nicaise dans [89], qui �etablit des estimations
d'�energie.Cesr�esultats s'appliquent au probl�emeinversequ'est la reconstitution d'antenne.

1.5.5 �Equations instationnaires

Pour la mod�elisation num�erique desplasmas,l' �etude de dispositifs s�electifs en fr�equence,il est
n�ecessairede disposerde codesr�esolvant le syst�emecoupl�e Maxwell-Vlasov. Pour cela,on doit être
enmesureder�esoudreles�equationsdeMaxwell d�ependant du temps(1.2)-(1.5). La discr�etisation de
ces�equations,qui sont de premier ordre en temps m�ene�a desalgorithmes instables.Desoscillations
apparaissent et on ne peut pas les contr ôler.

Consid�erons le cas d'un milieu isotrope. En injectant (1.15) dans @t (1:14) pour le champ
�electrique et (1:14) dans@t (1:15) pour le champ magn�etique, on obtient les �equationssuivantes, de
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secondordre en temps et en espace,similaires �a l' �equation desondes:

" @2
t E + rot

�
1
�

rot E
�

= � @tJ ; (1.36)

� @2
t H + rot

�
1
"

(rot H � J )
�

= 0: (1.37)

La discr�etisation de ces�equationsde secondordre permet de contr ôler les d�eriv�eesdessolutions.
P. Monk [81, 80] a contribu �e �a l' �etude de la discr�etisation de (1.36)-(1.37) par des�el�ements �nis

discontinus :
- Dans [81], desestimations d'erreur sont prouv�eespour la discr�etisation en espacede (1.36) avec
des �el�ements �nis de N�ed�elec. Les estimations en norme H(rot ; 
) sont en hk pour un champ
su�sammen t r�egulier (h est le pas du maillage et k > 0 est li�e �a la r�egularit�e dessolutions). On a
desestimations en norme L 2 d'ordre hk+1 lorsque le domaine est convexe.
- Dans [80], trois m�ethodesd'�el�ements �nis mixtes sont d�etaill�eespour le calcul du champ �electrique
(et de la composante longitudinale du champ magn�etique) en 2D. La premi�ere m�ethode, consiste
�a prendre un champ �electrique constant par �el�ement, mais la condition inf-sup n'est pas v�eri� �ee.
Pour la secondem�ethode, les degr�esde lib ert�e du champ �electrique sont les composantes normales
aux arêtes. Pour permettre �a la permittivit �e di�electrique d'être discontinue, on a deux valeurs de
la composante normale du champ �electrique de part et d'autre de l'ar ête. En�n, pour la derni�ere
m�ethode, les degr�esde lib ert�e du champ �electrique sont les composantes tangentielles aux arêtes :
on est conformedans H(rot ; 
), et " peut être discontinue.

En�n, dans[44], P. Ciarlet, Jr. et J. Zou prouvent desestimationsd'erreurs pour la discr�etisation
en temps et en espacede (1.36) avec des �el�ements �nis de N�ed�elec. De plus, les r�esultats de [81]
sont �etendus �a dessolutions moins r�eguli�eres.Dans [109], J. Zhao obtient des r�esultats similaires,
avec " et � discontinus.

La discr�etisation de (1.36)-(1.37) par des�el�ements �nis continus a fait l'ob jet de la th�esed' �E.
Heintz�e, en 1992[69, 10] (voir aussi[26]) et a abouti �a un code de calcul Maxwell-Vlasov 3D, valable
lorsque le domaine de calcul est convexe (ou la solution su�sammen t r�eguli�ere). Dix ans plus tard
(grâce �a la m�ethode du compl�ement singulier, introduite par Assouset al. [9] en 1998), �a l'issue
de la th�esed'E. Garcia [63], on disposed'un code de r�esolution avec des�el�ements �nis continus du
probl�emeMaxwell-Vlasov coupl�e en domaine non-convexe 2D.

1.6 M �etho des de r�esolution

Di� �erentes m�ethodesde r�esolution de ces�equationsont �et�e �etudi�ees: di� �erences�nies, �el�ements
�nis, volumes�nis pour lesdomainesborn�es; m�ethodesint�egrales,�el�ements in�nis pour lesprobl�emes
de di�raction. Nous n'en pr�esentons que quelquesunes.

1.6.1 Di� �erences �nies

Consid�erons 
 = ]0; 1[3. Soit N 2 N. La m�ethode des di� �erences�nies en espaceconsiste �a
calculer le champ �electromagn�etique aux points : ( x i ; yj ; zk ) = ( i=(N + 1) ; j =(N + 1) ; k=(N + 1) ),
o�u ( i ; j ; k ) 2 f 0; :::; N + 1g. Posonsh = 1=(N + 1), le pasdu maillage,et : Ei;j;k (t) � E(x i ; yj ; zk ; t)
(de mêmepour H). Les d�eriv�eespartielles sont approch�eespar di� �erences�nies par exemplede la
fa�con suivante (de mêmepour H) :

@xE(x i ; yj ; zk ; t) �
Ei +1 ;j;k (t) � Ei;j;k (t)

h
, de mêmepour @yE et @yE.
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Les valeurs au bord (en i = 0, ou i = N + 1, etc) sont donn�eespar les conditions aux limites. Plus
N est grand, plus la m�ethode est pr�ecise.On peut choisir despasdi� �erents selonlesdirections x, y,
z. Il existe bien sûr d'autres sch�emasde discr�etisation. L'inconv�enient de la m�ethode desdi� �erences
�nies en espaceest qu'elle s'utilise di�cilemen t dans le casde g�eom�etries complexes.

En g�en�eral, on applique la m�ethode des di� �erences�nies �a la discr�etisation en temps. Soit Tf

le temps �nal, et NT le nombre de pas de temps. On pose � t = Tf =NT et En � E(x; tn ), o�u
tn = n � t, n 2 f 0; :::; N t g. On approche alors @tE et @2

t E (de même pour H) par les sch�emas
suivants :

@t E(x; tn ) �
E(x)n+1 � E(x)n

� t
; @2

t E(x; tn ) �
E(x)n+1 � 2E(x)n + E(x)n� 1

� t2 (1.38)

Le secondsch�emaest appel�e sch�emasaute-mouton.Pour la discr�etisation des�equationsde Maxwell
par les di� �erences�nies en temps et en espace,le sch�ema le plus utilis �e est le sch�ema de Yee[108].
Dans ce cas,on utilise un sch�ema d'approximation centr �e en espace(@xE ' Ei +1 =2;j;k � Ei � 1=2;j;k ),
et le sch�ema ci-dessusen temps. D'autres sch�emassont disponibles dans [104].

Lorsqu'on discr�etise par les di� �erences�nies en espacel' �equation des ondes(1.17), on obtient
un syst�emelin�eaire de la forme :

@2
t ME(t) + c2 KE(t) = 0;

o�u E(t) est le vecteur desvaleursEi;j;k , M est appel�eela matrice de masseet K la matrice de raideur
interne. M est plus creuseque K. Pour la discr�etisation en temps de cesyst�emelin�eaire,nousavons
deux sch�emaspossibles,selonqu'on prenne KE(t) au pas de temps n (sch�ema explicite) ou au pas
de temps n + 1 (sch�ema implicite) :

Sch�ema explicite : M(En+1 � 2En + En� 1) + c2 � t2KEn = 0  MEn+1 = Ln
e ;

Sch�ema implicite : M(En+1 � 2En + En� 1) + c2 � t2KEn+1 = 0  (M + c2 � t2K)En+1 = Ln
i :

Dans le premier cas, le pas d'espaceet le pas de temps sont li�es par la condition de Courant-
Friedrichs-Lewy (appel�eecondition CFL), qui assurela stabilit �e du sch�emaet qui s'�ecrit de la fa�con
suivante :

� t �
K
c

;

o�u K d�epend de la �nesse du maillage et de l'ordre d'approximation choisi. Ainsi, on doit diminuer
simultan�ement le pas spatial et le pas temporel. Dans certains cas, la matrice de masseM est
�equivalente �a une matrice diagonale,ce qui r�eduit bien �evidement le côut de calcul. Dans [45], G.
Cohen d�eveloppe di� �erents types d'�el�ements �nis permettant la r�eduction de la matrice de masse
interne, en 2D et 3D (voir aussi l'article de G. Cohen et al. [46] pour les triangles).

Dans le secondcas, on peut choisir ind�ependamment le pas spatial et le pas temporel, mais il
faut inverserune matrice moins creuse.

1.6.2 �El �ements �nis de N �ed�elec

Lesdegr�esde lib ert�edes�el�ements �nis deN�ed�elec,introduits en1980dans[87] (et am�elior�esdans
[88]), sont port�espar lesarêtes,cequi permet de conserver lespropri �et�esdesmat�eriaux discontinus
defa�con transparente (conservation de la composante tangentielle du champ �electrique). Cependant,
par leur nature même, les �el�ements �nis de N�ed�elecsont conformesdans H(rot ; 
) seulement. Ce
sont les espacesfonctionnels qui interviennent naturellement dans la formulation variationnelle,
mais les champs obtenus ne sont pas continus. Ainsi, il faut manipuler ces �el�ements �nis avec
prudence et adresselorsqu'il s'agit de r�esoudrele syst�eme d'�equations coupl�eesMaxwell-Vlasov.
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De plus, pour obtenir une bonne approximation de la solution, il faut soit ra�ner localement le
maillage pr�es des arêtes et des coins, soit adapter le maillage et le degr�e des �el�ements �nis par
destechniques hp (voir le paragraphe1.6.4). Dans [82], P. Monk d�etaille la r�esolution de di� �erents
probl�emes�electromagn�etiques harmoniquespar les �el�ements �nis d'arêtes.

Pour les probl�emesinstationnaires, la di�cult �e des�el�ements �nis de N�ed�elecconsiste�a r�eduire
la matrice de masse.Dans [47], G. Cohenet P. Monk proposent de coupler les�el�ements �nis d'arêtes
avec une m�ethode d'�el�ements �nis discontinus pour condenserla matrice de masse.Cette m�ethode
est modi� �eedans [48] pour lesmilieux anisotropes.Dans [77], P. Lacosteproposeun autre nouvelle
technique, pour laquelle on doit ajouter des�el�ements au secondmembre.

Notons que dans [87], J.-C. N�ed�elec d�ecrit aussides�el�ements �nis de faces,intro duits initiale-
ment en 2D par P.-A. Raviart et J.-M. Thomas [99, 98]. Les degr�esde lib ert�e sont des
ux moyens
�a travers les faces,cequi permet de conserver la composante normale du champ : ces�el�ements �nis
sont conformesdans H(div ; 
). Ils sont parfois utilis �espour discr�etiser le champ magn�etique.

1.6.3 �El �ements �nis discon tin us

La m�ethode de Galerkin discontinue, introduite dans les ann�eessoixante-dix pour simuler le
transport de neutrons, consiste �a approcher le champ �electromagn�etique avec des fonctions po-
lynômiales discontinues. Des termes de sauts surfaciquessur les facesdes �el�ements apparaissent
alors dans la formulation variationnelle du probl�eme.En pratique, cette m�ethode est bien adapt�ee
aux m�ethodes hp, et aux cas o�u le milieu mat�eriel est inhomog�ene. Dans [91] I. Perugia et al.
�etudient la discr�etisation des�equationsde Maxwell harmoniquespar les �el�ements �nis de Galerkin
discontinus. La contrain te de divergenceest dualis�ee. Une analyse d'erreur a priori du probl�eme
non-mixte en milieu homog�eneest faite dans [70]. D'autre part, I. Perugia et D. Sch•otzau �etudient
le probl�emer�egularis�e (ajout d'un terme en div -div ) dans [90].

1.6.4 �El �ements �nis hp

La m�ethodedes�el�ements �nis hp consiste�a faire varier localement �a la fois le pasdu maillageh et
l'ordre d'approximation p. Par exemple,loin dessingularit�esg�eom�etriques, la solution est r�eguli�ere,
on utilise un maillage grossier et un ordre d'approximation �el�ev�e pour assurer la pr�ecision. En
particulier, on approche tr �escorrectement les fonctions analytiques. En revanche, pr�esdescoinsou
desarêtesrentrants, on utilise un maillage �n et des�el�ements �nis d'ordre bas. La programmation
de cette m�ethode est assezcomplexe. Dans [92, 93], W. Rachowicz et L. Demkowicz d�ecrivent
comment programmer cette m�ethode pour les �el�ements �nis d'arêtes (voir aussi [60]). L' �etude de
la convergencedes �el�ements �nis pour la m�ethode de r�egularisation �a poids en est faite par M.
Costabel et al. dans [56].

1.6.5 M �etho des spectrales

La solution des �equations de Maxwell est approch�ee par des polynômesde haut degr�e N . Le
domaine est partag�e en K sous-domaines
 k . On obtient les points de discr�etisation, et les poids
associ�es,�a l'aide desz�erosde la premi�ered�eriv�eedu polynômede Legendrededegr�e N : l' �el�ement de
baseestun cube,�eventuellement d�eform�e, et chaquenoeudestprojet�epar translation et homoth�etie
dans 
 k dans chaque direction. Il y a donc N points de discr�etisations dans chaque direction par
sous-domaine.Dans [15], F. Ben Belgacemet C. Bernardi �etablissent desestimations d'erreur pour
le casinstationnaire (la discr�etisation en temps sefait �a l'aide d'un sch�emasaute-mouton), avecdes
conditions aux limites absorbantes sur une partie de la fronti �ere. L'avantage de cette m�ethode est
que l'ordre de convergencen'est limit �e que par la r�egularit�e de la solution exacte. Cette m�ethode
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est moins bien adapt�eeau calcul de champ �electromagn�etique intense,intrins�equement peu r�egulier
au voisinagedessingularit�es g�eom�etriques.

1.6.6 Obten tion d'un domaine born �e

Lorsque le domaine 
, dans lequel on �etudie l' �evolution du champ �electromagn�etique, change
de forme ou se d�eplaceau cours du temps, il est int�eressant d'utiliser la m�ethode des domaines
�ctifs, qui consiste�a consid�erer le probl�eme dans un domaine � �xe contenant 
. Les conditions
aux limites sur 
 sont alors prisesen compte avec un multiplicateur de Lagrange.Cette m�ethode
est aussi utilis �ee pour les probl�emes de contr ôles. Dans [57], W. Dahmen et al. montrent que
les formulations variationnelles mixtes issuesdesprobl�emesharmoniqueset temporellessont bien
pos�eesdans H(rot ; � ).

Pour les probl�emesde di�raction (voir le paragraphe 1.3.6), la di�cult �e est r�eduire l' �etude �a
un domaine born�e. Dans [105], T. Van et A. Wood �etudient le probl�eme de di�raction par une
cavit �e d'ouverture �, prise dans un plan parfaitement conducteur. L'espaceest born�e en couplant
la solution du demi-espacesup�erieur �a celle de la cavit �e au niveau de la fronti �ere �. Les auteurs
utilisent les �el�ements �nis d'arêtes pour la discr�etisation en espaceet les di� �erences�nies pour
la discr�etisation en temps. Ils montrent que leur probl�eme mixte est bien pos�e, et donnent des
estimations d'erreurs.
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Chapitre 2

In t �erêt de l' �etude du probl �eme
bidimensionnel

Pourquoi s'int�eresserau probl�emebidimensionnelavant d'�etudier le probl�emetridimensionnel ?
D'une part, celapermet debaliser lesdi�cult �esnum�eriquesli�eesaux conditions limites, �a la priseen
compte desdiscr�etisations temporelle et spatialessimultan�ees(cas instationnaire). D'autre part, on
d�etermine ainsi les m�ethodese�caces de r�esolution. En particulier, on peut �etudier l'in
uence des
singularit�es g�eom�etriques sur la qualit �e de l'approximation. En�n, les �equations bidimensionnelles
permettent de mod�eliser des objets invariants selon une direction tels que les guides d'onde, ou
sym�etrique selonun plan, commeles �ltres �a stubs. Ceci permet de pr�eparer la r�esolution descas
2D 1

2 , moins côuteuseque la r�esolution 3D.

2.1 Le guide d'onde

Un guided'onde est unecavit �e ouverte en sesextr�emit�es,dont le bord est un conducteurparfait.
Dans le cas o�u cette cavit �e est prismatique, le guide est mod�elis�e par le domaine 
 = ! � R, o�u
! est un polygone (voir la �gure 2.1) et repr�esente une section du guide d'onde. La fronti �ere @

est un conducteur parfait, sur la fronti �ere @
, E satisfait l' �equation (1.28). Consid�eronsune onde
harmonique plane, sed�epla�cant le long de l'axe z. D�ecomposonsle champ en une partie transverse
et une partie longitudinale :

8
<

:

E( x ; y ; z ; t ) = ( E ( x ; y ) + Ez ( x ; y ) e3 ) e{ ( w t � k z ) ;

H ( x ; y ; z ; t ) = ( H ( x ; y ) + Hz ( x ; y ) e3 ) e{ ( w t � k z ) ;

o�u E et H sont dans le plan (e1 ; e2).
Supposonsque l'in t�erieur du guide d'onde soit le vide : il n'y a pas de charges,donc � et J sont
nuls, et " = "0, � = � 0. Dans le domaine bidimensionnel ! , E satisfait les �equations suivantes :

rot E = � { w � 0 Hz; (2.1)

div E = { k Ez; (2.2)

E : � j @! = 0: (2.3)

Pour une onde transverse�electrique (mode T. E.), Ez = 0, et la divergencede E est nulle. Pour
une onde transversemagn�etique (mode T. M.), Hz = 0, et le rotationnel de E est nul.
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Onde entrante

Coin rentrant : champ �electriquelocalement intense

e3

e2

e1

!

�

Fig. 2.1 { Mod�elisation d'un guide d'onde.

2.2 La ligne microruban

La ligne microruban estun guided'ondeparticulier, utilis �eeenmicro�eletroniquepour confection-
ner descircuits planaires (miniaturisation) r�ealisant des fonctions donn�ees(�ltrage, ampli�cation,
etc). Il est constitu�e d'un plan de masseparfaitement conducteur sur lequel est d�epos�e un substrat
di�electrique, sur la surfaceduquel est pos�e une ligne conductrice. L'ensemble est enferm�e dans un
bô�tier (blindage). Le champ �electromagn�etique est guid�e dans le substrat, entre le plan de masse
et la ligne. La permittivit �e di�electrique et la perm�eabilit�e magn�etique ne d�ependent alors que des
directions transversesau guide : " = "(x; y) et � = � (x; y). Le champ �electromagn�etique sepropage
selon la direction z. On peut donc se ramener �a l' �etude d'une section transversede la ligne. Dans
sath�ese[94], K. Ramdani fait l' �etude de trois mod�elespour une ligne supraconductrice(�gure 2.2).
Il proposedesformulations variationnelles r�egularis�ees.

Une premi�ere approche consiste �a assimiler la ligne conductrice �a un conducteur parfait. La
di�cult �e consite �a borner le domaine de calcul.

Le mod�ele d'imp�edancepermet de prendre en compte plus pr�ecisement de la ligne conductrice.
La di�cult �e est de g�erer la condition de saut discontinue de la composante normale du d�eplacement
�electrique �a la travers�ee de la ligne.

Dans le casle plus r�ealiste, le mod�elede London, la permittivit �e di�electrique " n'est paspartout
de signepositif, et d�epend de la pulsation w, cequi causedesprobl�emesde coercivit �e et de lin�earit�e.

e2

Mod�ele d'imp�edance

Mod�ele de conducteurparfait

"A = 1

�

� P

�

"D 
 D


 A

�

� P

�

"D 
 D


 A

Mod�elede London, "(w) = � 1=(� L w)2

" (w)

"A = 1


 D"D

"A = 1 � 
 A

� P

"





 A : air,


 D : di�electrique,


 : ligne supra conductrice.

� P : surfacedu conducteurparfait,

� : interfaceentre le di�electriqueet l'air.

e2

e2

e1

e1 e1

Fig. 2.2 { Mod�elisation d'une ligne supraconductrice.
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2.3 Le �ltre �a stubs

Un �ltre �a stubs (�gure 2.3) est un guide �a l'apparenced'un peigne,o�u ne passent que certaines
fr�equences,qui d�ependent de la taille des dents. Pour ces fr�equencesparticuli �eres, tout se passe
comme si le �ltre �etait ferm�e transversalement et devenait un simple guide d'onde de section
rectangulaire : rien ne passedans les dents. Ce guide est �eclair�e par une onde dont le signal
temporel, dirig�e selonx, sesitue dans la plage desfr�equencespassantes.

Soit L la largeur du �ltre. Le �ltre est repr�esent�e par le domaine 
 = ! � ]0; L [, o�u ! est un
polygone.La fronti �ere @
 est compos�eede � C , le conducteur parfait, et � A , la fronti �ere arti�cielle
qui borne le domaine.� A = � 1 [ � 2, o�u � 1 := @
 \ f x = 0g (condition aux limites d'onde entrante),
� 2 := @
 \ f x = Ag (condition aux limites absorbante).

Soit u 2 L 2(
). De par la nature tensorielledu domaine,on peut d�ecomposeru en une s�erie de

Fourier telle que : u =
P

k� 0 uk ( x ; y ; t ) sin
�

k �
z
L

�
ou bien u =

X

k� 0

uk ( x ; y ; t ) cos
�

k �
z
L

�

avec jj u jj2
0 =

L
2

X

k� 0

jj uk jj2
0 ; ! . Dans notre cas, d'apr�es les conditions aux limites portant sur les

composantes tangentielles pour le champ �electrique et normale pour le champ magn�etique, on a en
particulier : Ex = Ey = 0 et Hz = 0 sur � z := ( � C \ f z = 0g) [ ( � C \ f z = Lg). On choisit
donc de d�ecomposer les champs �electrique et magn�etique en une partie transverse et une partie
longitudinale selon:

8
>>>><

>>>>:

E( x ; y ; z ; t ) =
X

k� 0

Ek ( x ; y ; t ) sin
�

k �
z
L

�
+ Ek

z ( x ; y ; t ) cos
�

2k �
z
L

�
z ;

H ( x ; y ; z ; t ) =
X

k� 0

H k ( x ; y ; t ) cos
�

k �
z
L

�
+ Hk

z ( x ; y ; t ) sin
�

k �
z
L

�
z :

E et H sont dans le plan (e1 ; e2). De même, la densit�e �electrique est d�ecompos�ee en une s�erie de
Fourier, par exemple:

� =
X

k� 0

� k ( x ; y ; t ) sin
�

k �
z
L

�
:

Remarque 2.1 � est seulementL 2. Le choix de la d�ecomposition de � en s�erie de sin plutôt qu'en
s�erie de cospermet l'identi�c ation mode �a mode.

Pour le probl�eme quasi-�electrostatique, on obtient alors un s�erie de probl�emesvariationnels pos�es
dans ! et d�etaill�es dans la section 8.6 de la partie I I I, de la forme :
Trouver Ek 2 X et Ek

z 2 X tels que,

( Ek ; F )X +
k2 � 2

L 2 ( Ek ; F )0 ; ! = L k( F ) ; 8 F 2 X ;

( Ek
z ; v )X +

k2 � 2

L 2 ( Ek
z ; v )0 ; ! = lk (v) ; 8 v 2 X ;

o�u X est l'espace fonctionnel vectoriel 2D choisi pour la discr�etisation des E k , X est l'espace
fonctionnel vectoriel 1D choisi pour la discr�etisation desEk ; L k est une forme lin�eaire de X dans
R, et lk est une forme lin�eaire de X dans R. Cesformes lin�eairesd�ependent des� k .

On ne peut r�esoudrequ'un nombre �ni K de probl�emes.On est alors en mesurede reconstituer
une partie du champ �electrique :

EK =
KX

k=0

Ek ( x ; y ; t ) sin
�

k �
z
L

�
+ Ek

z ( x ; y ; t ) cos
�

k �
z
L

�
z
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Notons que plus K est �el�ev�e, meilleure est l'approximation.

Signal incident
e1

Onde plane �a incidencenormale, condition d'ordre 1.

Fronti �ereabsorbante l�a o�u il n'y a pasde singularit�e.

Coin rentrant : champ �electriquelocalement intense

�


 c

Condition au bord de conducteurparfait : Ek : � j 
 c = 0

!

L

� 1

� 2

Sur 
 1 : Condition de Silver-M•uller : Ek : � j 
 1 � cBk
z = ek

i .

Sur 
 2 : Condition de Silver-M•uller homog�ene: Ek : � j 
 2 � cBk
z = 0.


 1


 2


 c

e3

e2

Fig. 2.3 { Mod�elisation d'un �ltre �a stubs.



Deuxi �eme partie

Le probl �eme bidimensionnel
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Chapitre 1

Notations et r �esultats pr �eliminaires
2D

1.1 Notations relativ es au domaine d' �etude

Le domaine d'�etude ! � R2 est un polygone de fronti �ere lipschitzienne @! . On supposeen
particulier que ! est simplement connexeet que @! est connexe.Dans le casg�en�eral, on renvoit le
lecteur �a [5]. On utilisera les notations suivantes :

( e1 ; e2 ) = ( x ; y ) : baseorthonormale canoniquede R2.

( x1 ; x2 ) = ( x ; y ) : coordonn�eesd'un point de R2.

u = ( u1 ; u2 ) = ( ux ; uy ) : composantes d'un champ de vecteurs2D .

u : v = u1 v1 + u2 v2 2 R : produit scalaire2D entre u et v .

� = ( � 1 ; � 2 ) : vecteur unitaire sortant normal �a @! .

� = ( � 2 ; � � 1 ) : vecteur tangentiel associ�e, tel que ( � ; � ) forme une baseorthonorm�eedirecte.

u� = u : � j @! : composante normale �a @! du vecteur u.

u� = u : � j @! : composante tangentielle �a @! du vecteur u.

La fronti �ere @! est s�epar�eeen K arêtesouvertes A k , k 2 f 1; :::; K g : @! = [ kAk .
! �etant un polygone, ! est dit singulier lorsqu'il n'est pas convexe, c'est-�a-dire lorsqu'il existe un
ou plusieurs coin(s) rentrant(s). Consid�erons le cas o�u le domaine ! pr�esente Ncr coins rentrants

( Oi ) i =1 ;:::;Ncr , d'angles � i =
�
� i

, � i 2 ] 1=2; 1[, i 2 f 1; :::; Ncr g. On pose:

� = min
i

� i : (1.1)

Soient A0
i et A �

i les arêtes du coin rentrant Oi , et (r i ,� i ), les coordonn�eespolaires associ�ees,avec
� i 2 [ 0; � i ] tel que : � i = 0 sur A0

i , et � = � i sur A �
i (voir la �gure 1.1). Soient er i et e� i les
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vecteursde baseassoci�esaux coordonn�eespolaires. On remarqueque :
(

� j A 0
i

= � er i ;
� j A 0

i
= � e� i =0 ;

et

(
� j A �

i
= er i ;

� j A �
i

= e� i =� i :
(1.2)

D �e�nitions 1.1 Pour tout i 2 f 1; ::: ; Ncr g, nousappelerons � i , une fonction de troncature C1 (! ),
ne d�ependant que de r i telle que � i (r i ) = 1 pour r i � � i =2, et � i (r i ) = 0 pour r i � � i , o�u � i est un
petit nombre strictement positif donn�e.
Nous appelerons 
 i = A0

i [ A �
i [ Oi : les arêtesdu coin rentrant Oi et le coin rentrant Oi lui-même.

@!

P !

� i
Oi

� i =
�
� i

e� i
er i

r i

� j A �
i� j A 0

i

Fig. 1.1 { Coordonn�eespolaires par rapport �a un coin rentrant, et donn�eesassoci�ees.

1.2 Op�erateurs bidimensionnels

1.2.1 Notations

On utilisera les notations suivantes :

t : la variable temporelle.

@t (:) =
@(:)
@t

: d�eriv�eepartielle par rapport au temps.

@m
t (:) =

@m (:)
@tm : d�eriv�eepartielle m i�eme par rapport au temps.

@i (:) =
@(:)
@x i

: d�eriv�eepartielle suivant x i .

@m
i (:) =

@m (:)
@xm

i
: d�eriv�eepartielle m i�eme suivant x i .

@m
x v =

X

m1 ;m 2 � 0 j m1+ m2= m

@m v
@xm1

1 @xm2
2

.

grad v = ( @1 v ; @2 v ) : gradient de v.

@� vj @! = grad v : � j @! : d�eriv�eede v sur @! dans la direction normale �a @! .

@� vj @! = grad v : � j @! : d�eriv�ee de v sur @! dans la direction tangentielle �a @! , aussi appel�e
gradient tangentiel.
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rot v = ( @2 v ; � @1 v ) : le rotationnel vectoriel de v.

� v = @2
1v + @2

2v : le laplacien de v.

div u = @1 u1 + @2 u2 : la divergencede u.

rot u = @1 u2 � @2 u1 : le rotationnel scalairede u.

�u = ( � u1 ; � u2 ) : le laplacien vectoriel de u.

grad : u =
�

@1u1 @2u1

@1u2 @2u2

�
: le gradient matriciel de u.

1.2.2 Relations entre op�erateurs bidimensionnels

div rot ( : ) = 0; (1.3)

rot grad ( : ) = 0; (1.4)

div grad ( : ) = �( : ) ; (1.5)

� rot rot ( : ) = �( : ) ; (1.6)

� rot rot ( : ) + grad div ( : ) = � ( : ) : (1.7)

Propri �et �e 1.2 Soit u une fonction r�eguli�ere. On a la relation suivante :

rot u : � j @! = @� uj @! :

D�emonstra tion. D'apr�es les d�e�nitions desop�erateurs rot , grad , et desvecteurs� et � , on a :
rot u : � j @! = @2 u � 1 j @! � @1 u � 2 j @! = @2 u � 2 j @! + @1 u � 1 j @! = grad u : � j @! .

�

1.3 Espaces de Hilb ert usuels et leurs normes associ�ees

De fa�con g�en�erale, les espacesd�esign�es par des lettres majuscules en caract�ere gras sont des
espacesde champsvectoriels,et lesespacesd�esign�espar deslettres majusculesitaliques encaract�ere
normal sont des espacesde champs scalaires.Soit H (:) un espacede champs scalaires.On notera
H (:) = H (:)2, l'espacede champs vectoriels correspondant.

d! d�esignela mesurede l'ouvert ! et d� d�esignela mesurede l'ouvert @! .

D(! ) est l'espacedesfonctions C1 (! ), �a support compact dans ! . On appelle D0(! ) son dual,
l'espacedesdistributions (la d�e�nition du dual d'un espaceest donn�eeen 1.6).
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1.3.1 Espaces des champs scalaires

L 2(! ) =
�

u mesurablesur ! :
Z

!
u2 d! < 1

�
; jjujj0 =

� Z

!
u2 d!

� 1=2

:

L 2
loc(! ) =

�
u mesurablesur ! : 8! c j ! c � ! ;

Z

! c

u2 d! < 1
�

:

L 2
0(! ) =

�
u 2 L 2(! ) :

Z

!
u d! = 0

�
:

L 2
� (! ) =

�
u 2 L 2(! ) : � u 2 L 2(! )

	
; jjujj0 ; � = (jjujj2

0 + jj � ujj2
0)1=2:

H 1(! ) =
�

u 2 L 2(! ) : grad u 2 L 2(! )
	

; jjujjH 1 = (jjujj2
0 + jjgrad ujj2

0 )1=2:

H 1
0 (! ) =

�
u 2 H 1(! ) : uj @! = 0

	
; jjujjH 1

0
= jjgrad ujj0:

H 1
� (! ) =

�
u 2 H 1(! ) : � u 2 L 2(! )

	
; jjujjH 1

�
=

�
jjujj2

H 1 + jj � ujj2
0

� 1=2 :

H 2(! ) =
�

u 2 H 1(! ) : grad u 2 H 1(! )
	

; jjujjH 2 =
�
jjujj2

0 + jjgrad ujj2
H 1

� 1=2 :

L' �equivalenceentre la norme du grapheet la semi-normedansH 1
0(! ) due �a l'in �egalit�e de Poincar�e.

H � 1(! ) est le dual de H 1
0(! ).

� N et � D sont les espacesdessolutions du Laplacien :

� N =
�

u 2 H 1(! ) \ L 2
0(! ) : � u 2 L 2(! ) , @� uj@! = 0

	
;

� D =
�

u 2 H 1
0(! ) : � u 2 L 2(! )

	
:

Dans � N et � D , la semi-normeest �equivalente �a la norme du graphe : jjujj � D ;N = jjujj � := jj � ujj0

(in�egalit�e de Poincar�e-Friedrichs pour � D ; in�egalit�e de Poincar�e-Wirtinger et th�eor�eme de Lax-
Milgram pour � N ).

1.3.2 Espaces de champs vectoriels

L 2(! ) =
�

u 2 L 2(! )2
	

; jjujj0 = (jju1jj2
0 + jju2jj2

0)1=2:

H 1(! ) = H 1(! )2; jjujjH 1 =
�
jjujj2

0 + jjgrad : ujj2
0

� 1=2 :

H (rot ; ! ) =
�

u 2 L 2(! ) : rot u 2 L 2(! )
	

; jjujjH (rot ) =
�
jjujj2

0 + jj rot ujj2
0

� 1=2 :

H 0(rot ; ! ) = f u 2 H (rot ; ! ) : u� = 0g:

H (rot 0; ! ) =
�

u 2 L 2(! ) : rot u = 0
	

:

H 0(rot 0; ! ) =
�

u 2 L 2(! ) : rot u = 0 et u� = 0
	

:
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Prop osition 1.3 On a : grad (H 1
0 (! )) = H 0(rot 0; ! ).

D�emonstra tion. Voir [63], (prop. 10.1.2,p. 174).
�

H (div ; ! ) =
�

u 2 L 2(! ) : div u 2 L 2(! )
	

; jjujjH (div ) =
�
jjujj2

0 + jjdiv ujj2
0

� 1=2 :

H 0(div ; ! ) = f u 2 H (div ; ! ) : u� = 0g:

H (div 0; ! ) =
�

u 2 L 2(! ) : div u = 0
	

:

H 0(div 0; ! ) =
�

u 2 L 2(! ) : div u = 0 et u� = 0
	

:

X E et X H sont les espacesdessolutions des�equations de Maxwell quasi-statiques:

X E =
�

u 2 H (rot ; ! ) \ H (div ; ! ) : u� 2 L 2(@! )
	

:

X H =
�

u 2 H (rot ; ! ) \ H (div ; ! ) : u� 2 L 2(@! )
	

:

Prop osition 1.4 Dans X E et X H , la semi-norme est �equivalente�a la norme du graphe, d'o�u :

jjujjX E =
�
jj rot ujj2

0 + jjdiv ujj2
0 + jju� jj2

0 ; @!

� 1=2
; jjujjX H =

�
jj rot ujj2

0 + jjdiv ujj2
0 + jju� jj2

0 ; @!

� 1=2
:

D�emonstra tion. On applique la preuve du th�eor�eme8.5 de la partie I I I au cas2D.
�

On consid�ere les sous-espacesde X E suivants :

X 0
E = f u 2 X E : u� = 0g; jjujjX 0

E
=

�
jj rot ujj2

0 + jjdiv ujj2
0

� 1=2 :

V E =
�

u 2 X 0
E : div u = 0

	
; jjujjV E = jj rot ujj0:

W E =
�

u 2 X 0
E : rot u = 0

	
; jjujjW E = jjdiv ujj0:

On consid�ere les sous-espacesde X H suivants :

X 0
H = f u 2 X H : u� = 0g; jjujjX 0

H
=

�
jj rot ujj2

0 + jjdiv ujj2
0

� 1=2 :

V H =
�

u 2 X 0
H : div u = 0

	
; jjujjV H = jj rot ujj0:

W H =
�

u 2 X 0
H : rot u = 0

	
; jjujjW H = jjdiv ujj0:

Notons quedans[63] (pp. 48-49),on a une preuve directe de l' �equivalenceentre la norme du graphe
et la semi-normedans X 0

E et dans X 0
H .

1.3.3 Espaces des traces

L 2(@! ) =
�

u mesurablesur @! :
Z

@!
u2 d� < 1

�
; jjujj0 ; @! =

� Z

@!
u2 d�

� 1=2

:

8 u 2 H 1(! ) ; uj@! 2 H 1=2(@! ), o�u :

H 1=2(@! ) =
�

u 2 L 2(@! ) :
Z

@!

Z

@!

( u(x) � u(y) )2

jj x � y jj2 d� (x) d� (y ) < 1
�

:
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8 u 2 H 2(! ) ; uj@! 2 H 3=2(@! ), o�u [29] :

H 3=2(@! ) =
�

u 2 H 1(@! ) :
Z

@!

Z

@!

j grad u (x) : � � grad u (y) : � j2

jj x � y jj2 d� (x) d� (y ) < 1
�

:

Pour s = 1 ou 3, on d�esignepar H � s=2(@! ) le dual de H s=2(@! ).
Pour s = 1 ou 3, pour chaque arête Ak du bord @! , on d�e�nit les espacesH s=2

00 (Ak ) tels que :

H s=2
00 (Ak ) : = f u 2 H s=2(Ak ) : eu 2 H s=2(@! ) g, eu �etant un prolongement de u par 0 sur @! :

H � s=2
00 (Ak ) est le dual de H s=2

00 (Ak ) :

1.4 Espaces de Sobolev �a poids

Supposonsque le domaine ! contienne un coin rentrant. Soit r la distance �a ce coin rentrant.
On d�e�nit alors les espaces�a poids suivants, pour 
 2 R et l 2 N :

V l

 (! ) =

8
<

:
u 2 L 2

loc(! ) :
X

j j j� l

Z

!
r 2(
 � l+ jj j) j@j

x uj2 d! < 1

9
=

;
: (1.8)

V l � 1=2

 (@! ) est l'espacedestraces sur @! desfonctions de V l


 .
Pour l = 0, on utilisera aussi la notation : L 2


 (! ) := V 0

 (! ). Le produit scalaire de L 2


 (! ) et la
norme associ�eeseront not�es :

(u; v)0 ; 
 :=
Z

!
r 2 
 u v d! ; jj u jj0 ; 
 :=

Z

!
r 2 
 u2 d! :

On consid�ere l'espacevectoriel suivant, avec 0 < 
 < 1 :

X 0
E ; 
 =

�
u 2 H 0(rot ; ! ) : div u 2 L 2


 (! )
	

; jjujjX 0
E ; 


=
�

jj rot ujj2
0 + jjdiv ujj2

0 ; 


� 1=2
:

1.5 Espaces de Sobolev classiques

On d�e�nit ici lesespacesW m ; p, (m entier ou non, p entier) dont on aura besoinpour certaines
estimations.
� Pour m 2 N et p 2 N, on d�e�nit :

W m ; p(! ) =

8
<

:
u 2 D0(! ) :

X

j j j� m

Z

!
j@j

x ujp d! < 1

9
=

;
; jjujjm;p =

0

@
X

j j j� m

Z

!
j@j

x ujp d!

1

A

1=p

:

� Pour s = m + � , m 2 N, 0 < 1 < � , et p 2 N on d�e�nit :

W s ; p(! ) =

8
><

>:
u 2 W m;p (! ) : jujs;p :=

0

@
X

j j j= m

Z

!

Z

!

j@j
x u(x) � @j

x u(y)jp

jjx � y jj2+ � p dx dy

1

A

1=p

< 1

9
>=

>;
:

La norme associ�eeest : jjujj s;p = (jjujjp
m;p + jujps;p)1=p.

On remarqueque H m (! ) = W m ; 2(! ), et on poserade même: H s(! ) = W s ; 2(! ).
On a le th�eor�emesuivant [67] (thm. 1.4.2, p. 12) :
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Th �eor �eme 1.5 Soit s 2 R. Soit k 2 N tel que : k < s � 1=2. Alors, pour tout j 2 f 1; :::; Kg,
l'application :

H s(! ) !
Q k

p=0 H s� p� 1=2(A j )
u 7! ( ujA j ; @� j ujA j ; :::; @k

� j
ujA j )

est continue.

Par abus de notation, on �ecrira lorsque 1 < s < 2 que pour u 2 H s(! ), uj@! 2 H s� 1=2(@! ).

1.6 Espaces duaux

D�e�nition 1.6 On d�esignera par H 0 le dual de H , c'est-�a-dire l'ensemble des formes lin�eaires
continues sur H . Le produit scalaire de dualit�e s'�ecrit ainsi : < u0; u > H 0;H . La norme duale sur
H 0 est d�e�nie par :

jj u jjH 0 = sup
u2 H ;jj ujj H � 1

< u0; u > H 0;H : (1.9)

On peut montrer le th�eor�emesuivant, appel�e th�eor�emede repr�esentation de Riesz-Fr�echet [27] :

Th �eor �eme 1.7 Soit H un Hilbert et H 0 son dual. Alors pour tout u0 2 H 0, il existe un unique
f 2 H tel que pour tout u 2 H : < u0; u > H 0;H = ( f ; u )H .

1.7 Form ules d'in t �egration par parties classiques dans un ouvert

1.7.1 Form ules de Green

8 u 2 D(! ) ; 8 v 2 D(! ) ;
Z

!
grad u : grad v d! +

Z

!
� u v d! =

Z

@!
@� u v d� : (1.10)

8 u 2 D(! )2 ; 8 v 2 D(! ) ;
Z

!
u : grad v d! +

Z

!
div u v d! =

Z

@!
u� v d� : (1.11)

8 u 2 D(! )2 ; 8 v 2 D(! ) ;
Z

!
u : rot v d! �

Z

!
rot u v d! =

Z

@!
u� v d� : (1.12)

1.7.2 G�en�eralisation des form ules de Green

Les preuves de ces formules se trouvent dans [65]. L'argument principal est la densit�e des
fonctions r�eguli�eresdans les espacesde Hilb ert consid�er�es. Ici, H = H 1=2(@! ).

8 u 2 H 1
� (! ) ; 8 v 2 H 1(! ) ;

Z

!
grad u:grad v d! +

Z

!
� u v d! = < @� u; v > H 0;H : (1.13)

8 u 2 H (div ; ! ) ; 8 v 2 H 1(! ) ;
Z

!
u : grad v d! +

Z

!
div u v d! = < u� ; v > H 0;H : (1.14)

8 u 2 H (rot ; ! ) ; 8 v 2 H 1(! ) ;
Z

!
u : rot v d! �

Z

!
rot u v d! = < u� ; v > H 0;H : (1.15)



48 CHAPITRE 1. NOT ATIONS ET R �ESUL TATS PR �ELIMINAIRES 2D



Chapitre 2

Le probl �eme statique 2D direct
contin u

2.1 In tro duction

Le domaine ! repr�esente l'in t�erieur vide d'un conducteur parfait, qu'on borne si besoinest par
un fronti �ere arti�cielle 
 A ne coupant pas de singularit�es g�eom�etriques. La fronti �ere @! est dans
ce cas compos�ee de deux parties : @! = 
 C [ 
 A , o�u 
 C est le conducteur parfait. Dans cette
con�guration, le champ �electrique bidimensionnel satisfait E � = 0 sur 
 C et E� = � cB� + e� sur

 A , avec :
- Pour une condition aux limites d'onde entrante : e� = ei , o�u ei est une donn�ee,
- Pour une condition aux limites absorbante : e� = 0.
PosonsE� = e. On supposeque e est connu (c'est-�a-dire que B � et e� sont connus). Consid�erons
V
 A , un voisinagede 
 A ne contenant pas de singularit�e.
Localement, E jV 
 A

2 H 1(V
 A ) [36], (rem. 1, p. 562), d'apr�es[5], (thm. 2.9 p. 829et 2.12p. 830). De

plus, ej 
 C
= 0, doncej 
 C

2 H 1=2(
 C ). D'o�u, enprolongeant ej 
 A
par 0 sur 
 C , on a : e 2 H 1=2(@! ).

Ainsi, dans la suite de cette partie, on consid�ere toujours que :

E� sur @! est donn�e par e 2 H 1=2(@! ), s'annulant au voisinagedescoins rentrants de ! .

Cette hypoth�esen'est en aucun casrestrictiv e, et correspond �a une r�ealit�e de la mod�elisation. En
e�et, commeon l'a mentionn�e plus haut, on peut toujours placer la fronti �ere arti�cielle de fa�con �a
ne pas couper les singularit�esg�eom�etriques.

Nous �etudions le probl�emequasi-�electrostatique bidimensionnel, qui s'�ecrit math�ematiquement
de la fa�con suivante :
Trouver E 2 L 2(! ) tel que :

rot E = f dans ! ; f 2 L 2(! ); (2.1)

div E = g dans ! ; g 2 L 2(! ); (2.2)

E� = e sur @! ; e 2 L 2(@! ); (2.3)

Dans le cas�electrostatique, f = 0. Pour une onde transverse�electrique, g = �=" 0.
Pour que le probl�emesoit bien pos�e, il faut que :

Z

!
f d! = �

Z

@!
ed� : (2.4)

49
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En e�et, par la formule d'in t�egration par parties (1.15), en prenant u = E et v = 1, on a la
relation (2.4).

Ce probl�emepeut être r�esolud'une part en utilisant la d�ecomposition de Helmholtz :
E = � grad � D + rot � N , o�u � D satisfait (2.9) et � N satisfait (2.10). Les potentiels � D et � N sont
calcul�es par les �el�ements �nis continus Pk de Lagrange, et E est approch�e par les �el�ements �nis
discontinus Pk� 1 composante par composante. Le d�eveloppement de cette m�ethode fera l'ob jet de
la section 2.2 pour le probl�emecontinu et de la section 4.3 pour le probl�emediscr�etis�e.

D'autre part, le probl�eme(2.1)-(2.3) peut être r�esolupar les�el�ements �nis continus de Lagrange
Pk composante par composante, en calculant E directement dansX E . Cette m�ethode serad�etaill�ee
dans la section 2.3 pour le probl�emecontinu et dans la section 4.6 pour le probl�emediscr�etis�e.

D �e�nition 2.1 Le vecteur e est un rel�evement de la donn�ee tangentielle e si e� = e. Comme
e 2 H 1=2(@! ), il existe un rel�evementr�egulier de e : e 2 H 1(! ) [29] (prop. 2.7, p. 15).

Prop osition 2.2 Pour e 2 L 2(@! ), on peut construire un rel�evemente 2 X E de e.

D�emonstra tion. Soit � e
N 2 H 1(! ) tel que :

8
>>>><

>>>>:

� � e
N =

Z

@!
ed�

j! j
dans ! ;

@� � e
N j@! = e sur @! :

(2.5)

Posonse = rot � e
N . Alors e 2 L 2(! ), div e = 0 2 L 2(! ), et rot e =

�
Z

@!
ed�

j ! j
2 L 2(! ), d'apr�es

(1.6). La propri �et�e 1.2 permet de d�eduire que e : � j@! = e.
�

PosonsE0 = E � e. E0 satisfait le probl�emesuivant : Trouver E 0 2 X 0
E tel que :

rot E0 = f 0 2 L 2(! ) ; (2.6)

div E0 = g0 2 L 2(! ) ; (2.7)

avec f 0 = f � rot e, et g0 = g � div e. Si on prend e commedans la proposition 2.2, alors g0 = g.
La condition de compatibilit �e (2.4) devient :

Z

!
f 0 d! = 0; (2.8)

c'est-�a-dire f 0 2 L 2
0(! ). E0 peut être calcul�e par la m�ethode des potentiels, ou par les �el�ements

�nis continus de LagrangePk et le compl�ement singulier, dans l'espaceX 0
E . Nous pr�esentons deux

approches possiblesde la m�ethode du compl�ement singulier, expos�eesdans la section 2.4 pour le
probl�emecontinu ; et dans les sections4.8 et 4.9 pour le probl�emediscret. On peut encorecalculer
E0 dans l'espace�a poids X 0

E ; 
 . Cela fait l'ob jet de la section 2.5 pour le probl�emecontinu et dans
la section 4.10 pour le probl�emediscret. On reconstruit ensuite E = E 0 + e.
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2.2 Champ �electrique 2D : d�ecomp osition de Helmholtz

2.2.1 CL non-homog �enes

Soient � D 2 H 1
0 (! ) et � N 2 H 1(! ) \ L 2

0(! ) les potentiels quasi-�electrostatiquestels que :
- � D est solution du probl�emede Dirichlet suivant :
Trouver � D 2 H 1

0 (! ) tel que :
� � � D = g dans ! : (2.9)

- � N est solution du probl�emede Neumann suivant :
Trouver � N 2 H 1(! ) \ L 2

0(! ) tel que :

� � � N = f dans ! ,
@� � N j @! = e sur @! ;

(2.10)

o�u f et e satisfont (2.4).

Prop osition 2.3 Le champ �electrique E satisfaisant (2.1)-(2.3) se d�ecompose de la fa�con sui-
vante :

E = � grad � D + rot � N : (2.11)

D�emonstra tion. PosonsED = � grad � D 2 L 2(! ). D'apr�es (1.4) rot ED = 0 2 L 2(! ) ; d'apr�es
(1.5) div ED = g 2 L 2(! ) ; de plus ED : � j@! = 0. On en d�eduit que : ED 2 X 0

E . PosonsEN =
rot � N 2 L 2(! ). D'apr�es(1.6) rot EN = f 2 L 2(! ) ; d'apr�es(1.3), div EN = 0 2 L 2(! ) ; et d'apr�es
la propri �et�e 1.2, EN : � j@! = @� � N j@! = e. On en d�eduit que : EN 2 X E , et que : ED + EN est
solution de (2.1)-(2.3).

�
On peut r�e�ecrire (2.11) ainsi :

E = ED + EN o�u :

ED 2 X 0
E est tel que rot ED = 0, div ED = g, et :

EN 2 X E est tel que rot EN = f , div EN = 0, EN ;� j@! = e:

(2.12)

Comme� D et � N sont dansH 1(! ), on lesapprocherapar les�el�ements �nis continus Pk deLagrange.
Le champ �electrique E seradonc approch�e par les �el�ements �nis discontinus Pk� 1, composante par
composante. De fa�con plus pr�ecise:

Prop osition 2.4 Le probl�eme (2.9) est �equivalent au probl�eme variationnel suivant (FVD) :
Trouver � D 2 H 1

0(! ) tel que :

8 u 2 H 1
0(! ) ; aD ( � D ; u ) = lD ( u ); (2.13)

o�u aD est la forme bilin�eaire sym�etrique suivante :

aD : H 1
0 (! ) � H 1

0 (! ) ! R

( u ; v ) 7!
Z

!
grad u : grad v d! ;
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et lD est la forme lin�eaire d�ependant de g suivante :

lD : H 1
0(! ) ! R

u 7!
Z

!
gu d! :

aD est la norme de H 1
0(! ). D'apr�esle th�eor�emede Lax-Milgram [65], (thm. 1.7, p. 10), le probl�eme

(FVD) admet une unique solution � D 2 H 1
0 (! ).

Prop osition 2.5 Le probl�eme (2.10) est �equivalent au probl�eme variationnel suivant (FVN) :
Trouver � N 2 H 1(! ) \ L 2

0(! ) tel que :

8 u 2 H 1(! ) \ L 2
0(! ) ; aN ( � N ; u ) = lN ( u ); (2.14)

o�u aN est la forme bilin�eaire sym�etrique suivante :

aN : H 1(! ) � H 1(! ) ! R

( u ; v ) 7!
Z

!
grad u : grad v d! ;

et lN est la forme lin�eaire d�ependant desdonn�eesf et e suivante :

lN : H 1(! ) ! R

u 7!
Z

!
f u d! +

Z

@!
eu d� :

D'apr�esle th�eor�emede Lax-Milgram, sousr�eserve que (2.4) soit v�eri� �ee, le probl�eme(FVN) admet
une unique solution � N 2 H 1(! ) \ L 2

0(! ).

2.2.2 CL homog �enes

Dans le cas o�u l'on calcule E0, il s'agit de d�eterminer � 0
D 2 H 1

0(! ) et � 0
N 2 H 1(! ) \ L 2

0(! )
tels que :

� � � 0
D = g0 dans ! , (2.15)

et 8
<

:

� � � 0
N = f 0 dans ! ,

@� � 0
N j @! = 0 sur @! ;

(2.16)

avec f 0 2 L 2
0(! ). On remarqueque � 0

D 2 � D , et � 0
N 2 � N .

Si on choisit e commedans la proposition 2.2, alors g0 = g, et � 0
D = � D ; et � 0

N = � N � � e
N . On

reconstruit alors : E0 = E0
D + E0

N , o�u : E0
D = � grad � 0

D et E0
N = rot � 0

N .

Prop osition 2.6 On a la d�ecomposition orthogonalesuivante :

X 0
E = V E

?
� W E : (2.17)
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D�emonstra tion. On remarquequeE0
D 2 V E , E0

N 2 W E , et quepar ailleurs, ( E0
D ; E0

N )X 0
E

= 0.

�
Le probl�emedu Laplacien avec conditions limites de Dirichlet ou Neumann dans un domaine non
convexe a fait l'ob jet de nombreusesrecherches. Nous nous contentons de reprendre les r�esultats
de P. Grisvard dans [67] (conditions aux limites homog�enes)et de S. Nazarov et B. Plamenevsky
[86] (conditions aux limites non-homog�enes).Nous allons voir que pour obtenir plus de pr�ecision,
on peut d�ecomposer les potentiels en une partie qui est dans H 2(! ), et une partie explicite qui est
seulement H 1(! ). Cette d�ecomposition reposesur la d�ecomposition de L 2(! ) en une partie r�eguli�ere
et une partie singuli�ere, orthogonalesentre elles[18, 66].

2.2.3 Le probl �eme aux poten tiels, �a la Grisvard

Lorsque ! est convexe, � D ; N est inclus dans H 2(! ). Mais cette inclusion n'est plus v�eri� �ee
lorsqu'il existe un coin rentrant. On introduit alors le sous-espacer�egularis�e de � D ; N , not�e � R

D ; N

tel que : � R
D ; N = � D ; N \ H 2(! ).

Th �eor �eme 2.7 Lorsque! n'est pas convexe,� R
D ; N est ferm�e et strictement inclus dans � D ; N .

D�emonstra tion. Soit � 2 � R
D ; N . Comme dans � D ; N , la norme du graphe est �equivalente �a la

semi-norme,on a :

jj � jjH 1 � C jj � � jj0 :

Or, on a :

j � jH 2 = j grad � jH 1 = jj grad : grad � jj0 � jj � � jj0 :

Ainsi, sur � R
D ; N , jj � : jj0 � j : j2. Comme H 2(! ) est complet pour sa norme canonique, � R

D ; N est
ferm�e dans � D ; N .

�

Prop osition 2.8 L'op�erateur � d�e�nit un isomorphismede � N dansL 2
0(! ) et de � D dansL 2(! ).

� D et � N �etant munis de la norme L 2 du Laplacien, et L 2
0(! ) �etant muni de la norme L 2, ces

isomorphismespr�eservent l'orthogonalit�e.

D�emonstra tion. Pour le probl�emede Neuman, voir [9] (lem. 2.1, p. 361).
�

Ainsi �� R
D (resp. �� R

N ) est un sous-espaceferm�e de L 2(! ) (resp. L 2
0(! )).

Soit SD ; N , l'espaceorthogonal �a �� R
D ; N dans L 2

(0) (! ). On en d�eduit la d�ecomposition directe

orthogonale suivante : L 2(! ) = �� R
D

?
� SD (resp. L 2

0(! ) = �� R
N

?
� SN ). Ce r�esultat nous permet

de caract�eriser les fonctions singuli�eresde � D ; N : on obtient la d�ecomposition directe orthogonale

suivante entre parties r�eguli�ere et singuli�ere : � D ; N = � R
D ; N

?
� � S

D ; N o�u � S
D ; N = � � 1SD ; N .

Lesespaces� S
D ; N sont appel�esespace dessingularit�esprimales du Laplacienet lesespaceSD ; N

sont appel�esespace dessingularit�es dualesdu Laplacien.
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Prop osition 2.9 Les espaces des singularit�es duales SD et SN sont engendr�es par les fonctions
qui satisfont les probl�emesde Dirichlet et de Neumann non standards suivants :

sD 2 L 2(! ) ; sD 2 SD ( )

(
� sD = 0 dans ! ;
sD j A k

= 08 k 2 f 1; :::; Kg dans H � 1=2
00 (Ak ) ;

(2.18)

sN 2 L 2(! ) ; sN 2 SN ( )

(
� sN = 0 dans ! ;
@� sN j A k

= 08 k 2 f 1; :::; Kg dans H � 3=2
00 (Ak ) :

(2.19)

D�emonstra tion. Soit sN 2 SN . Alors 8� 2 � R
N ,

Z

!
� � sN d! = 0. On en d�eduit que � sN = 0

au sensdesdistributions. On obtient la condition limite au bord en utilisant une formule de Green
[67] (thm. 1.5.3, p. 26) et le fait que 8 k, @� � j A k

= 0, et 8k, � j A k
2 H 3=2

00 (Ak ) . La preuve est
similaire pour sD .

�
Les fonctions de SD ; N sont H 1-r�eguli�eresen dehorsd'un voisinagede chaque coin rentrant. SD ; N

est de dimension �egale au nombre de singularit�es g�eom�etriques, c'est-�a-dire le nombre de coins
rentrants : dim(SD ; N ) = Ncr , et SD = vect(sD ; i ) (r esp: SN = vect(sN ; i )) o�u sD ; i (resp. sN ; i )
satisfait (2.18) (resp. (2.19)). Qui plus est, sD ; i et sN ; i se d�ecomposent en une partie r�eguli�ere
esD ; i , esN ; i 2 H 1(! ) et une partie principale sP

D ; i = r � � i
i sin( � i � i ), sP

N ; i = r � � i
i cos( � i � i ) qui

n'est pas dans H 1(! ) [66] (2.3.6, p. 51,) :

sD ; i = esD ; i + sP
D ; i et sN ; i = esN ; i + sP

N ; i :

sP
D ; i et sP

N ; i sont harmoniqueset r�eguli�eresen dehorsd'un voisinagedu coin rentrant Oi .

Prop osition 2.10 esD ; i satisfait le probl�eme de Dirichlet suivant :
Trouver esD ; i 2 H 1(! ) tel que :

(
� esD ; i = 0 dans ! ,

esD ; i j A k
= � sP

D ; i j A k
8 k 2 f 1; :::; K g, dans H 1=2(@! ): (2.20)

D�emonstra tion. Montrons qu'on a : esD ; i j 
 i = 0 dans H 1=2( 
 i ). On fait la preuve par contra-
diction. Supposonsque esD ; i j 
 i 6= 0 dans H 1=2( 
 i ). Comme H 1=2( 
 i ) � L 2(
 i ), cela implique que
esD ; i j 
 i 6= 0 dans L 2(
 i ), c'est-�a-dire que esD ; i j A 0

i
6= 0 dans L 2(A0

i ), ou esD ; i j A �
i

6= 0 dans L 2(A �
i ).

Retenons la premi�ere possibilit�e : esD ; i j A 0
i

6= 0 dans L 2(A0
i ). Comme L 2(A0

i ) � H � 1=2
00 (A0

i ), on a

donc: esD ; i j A 0
i

6= 0 dansH � 1=2
00 (A0

i ). Or, par d�e�nition, on a : esD ; i j A 0
i

= ( sD ; i � r � � i
i sin(� i � i ) ) j A 0

i
,

dans H � 1=2
00 ( A0

i ). Comme sD ; i 2 SD , et que ( r � � i
i sin(� i � i ) ) j A 0

i
s'annule (car � i = 0), on en

conclut que esD ; i j A 0
i

= 0 dans H � 1=2
00 (A0

i ), ce qui contredit le pr�ec�edent r�esultat. Par ailleurs, sur

les autres arêtes, on a : s(P )
D ; i j @! n
 i

2 C1 ( @! n
 i ). Les traces de s(P )
D ; i j @! n
 i

et (1 � � i (r i )) s(P )
D ; i se

raccordent aux extr�emit�es des arêtes. On en d�eduit que esD ; i et (1 � � i (r i )) esD ; i ont même trace
sur @! .

�

Prop osition 2.11 esN ; i satisfait le probl�eme de Neumann suivant :
Trouver esN ; i 2 H 1(! ) tel que :

�
� esN ; i = 0 dans ! ,

@� esN ; i j A k
= � @� sP

N ; i j A k
8 k 2 f 1; :::; K g, dans L 2(@! ): (2.21)
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D�emonstra tion. Montrons, par contradiction, qu'on a : @� esN ; i j 
 i = 0 dansL 2( 
 i ). Supposons
que @� esN ; i j 
 i 6= 0 dans L 2( 
 i ), c'est-�a-dire @� esN ; i j A 0

i
6= 0 dans L 2(A0

i ), ou @� esN ; i j A �
i

6= 0 dans

L 2(A �
i ). Retenonsla premi�erepossibilit�e. CommeL 2(A0

i ) � H � 3=2
00 (A0

i ), on a donc : @� esN ; i j A 0
i

6= 0

dans H � 3=2
00 (A0

i ).

Or, on remarque que : grad sP
N ; i ( r i ; � i ) = � � i r � � i � 1

i

�
cos(� i � i )
sin( � i � i )

�
, exprim�e en coordonn�ees

polaires par rapport au coin rentrant. Ainsi, sur les arêtesdu coin rentrant :

@� sP
N ; i j A 0

i
= ( @� sN ; i � grad sP

N ; i ) : � j A 0
i

= ( @� sN ; i � � i r � � i � 1
i sin( � i � i ) ), dans H � 3=2

00 ( A0
i ).

Comme @� sN ; i 2 SN , et que ( r � � i � 1
i sin(� i � i ) ) j A 0

i
s'annule (car � = 0), on en conclut que

@� esN ; i j A 0
i

= 0 dans H � 3=2
00 (A0

i ), ce qui contredit le pr�ec�edent r�esultat.

Sur lesautres arêtes,@� s(P )
N ; i j @! n
 i

2 C1 ( @! n
 i ). Les traces de @� s(P )
N ; i j @! n
 i

et (1 � � i (r i )) @� s(P )
N ; i

seraccordent aux extr�emit�esdesarêtes.On en d�eduit que @� esN ; i et ( 1 � � i (r i ) ) @� esN ; i ont même
trace sur @! .

�

Th �eor �eme 2.12 On peut �etablir les estimations suivantes[67] (thm. 1.2.18, p. 7) :
8 � > 0 s 2 SD ; N appartient �a H 1� � � � (! ) et n'appartient pas �a H 1� � (! ) .

D'apr�es la proposition 2.8, 8 i 2 f 1; :::; Ncr g il correspond �a sD ; i 2 SD (resp.sN ; i 2 SN ) un
unique ' D ; i (resp. ' N ; i ) de H 1(! ) tels que :

�
� � ' D ; i = sD ; i dans ! ;
' D ; i j @! = 0 sur @! ;

et
�

� � ' N ; i = sN ; i dans ! ;
@� ' N ; i j @! = 0 sur @! :

(2.22)

Ainsi, les espacesdessingularit�esprimales � S
D et � S

N sont de dimension �nie �egale�a Ncr , et on a :

� S
D = vect( ' D ; i ) et � S

N = vect( ' N ; i ) : (2.23)

8 j 2 f 1; :::; Ncr g, on pose: ' P
D ; j = r � j

j sin( � j � j ), et ' P
N ; j = r � j

j cos( � j � j ).
Les' P

D ; j et ' P
N ; j , j 2 f 1; :::; Ncr g formeront lesparties principalesdes' D ; i et ' N ; i , i 2 f 1; :::; Ncr g.

Prop osition 2.13 ' D ; i et ' N ; i sed�ecomposenten une partie H 2-r �eguli�ere et une partie singuli�ere
de la fa�con suivante :

' D ; i = e' D ; i +
NcrX

j =1

� i ; j
D ' P

D ; j avec e' D ; i 2 H 2(! ) et ' P
D ; j 62H 2(! ) (2.24)

' N ; i = e' N ; i +
NcrX

j =1

� i ; j
N ' P

N ; j avec e' N ; i 2 H 2(! ) et ' P
N ; j 62H 2(! ) ; (2.25)

o�u � i ; j
D = ( sD ; i ; sD ; j )0=� et � i ; j

N = ( sN ; i ; sN ; j )0=� .

Les ' P
D ; i et ' P

N ; i sont harmoniques et r�eguli�eres en dehors du voisinage des coins rentrants. Le

calcul des� i ; i
D ; N est d�etaill�e en dans la section 14.1 de la partie IV.

Th �eor �eme 2.14 On peut �etablir les estimations suivantes[67] :
8� > 0, u 2 � S

D ; N appartient �a H 1+ � � � (! ) et n'appartient pas �a H 1+ � (! ) ; � R
D ; N � H 2(! ).
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Prop osition 2.15 e' D ; i satisfait le probl�eme de Dirichlet suivant :
Trouver e' D ; i 2 H 1(! ) tel que :

8
>>><

>>>:

� � e' D ; i = sD ; i dans ! ,

e' D ; i j A k
= �

NcrX

j =1

� i ; j
D ' P

D ; j j A k
8k 2 f 1; :::; K g au sensH 1=2(@! ):

(2.26)

D�emonstra tion. En proc�edant comme pour la d�emonstration de 2.10, on montre que sur les
arêtesdu coin rentrant Oi :

- ' P
D ; i j A 0

i
= � i r � i

i sin( � i � i )� i =0 = 0, dans H 1=2(A0
i ),

- ' P
D ; i j A �

i
= � r � i

i sin( � i � i )� i = � =� i
= 0, dans H 1=2(A �

i ).

Sur les autres arêtes, on a : ' P
D ; i j @! n
 i

2 C1 ( @! n
 i ). Par ailleurs, les traces de ' (P )
D ; i se rac-

cordent aux extr�emit�es desarêtes.On en d�eduit que e' D ; i et (1 � � i (r i )) e' D ; i ont mêmetrace sur
@! .

�

Prop osition 2.16 e' N ; i satisfait le probl�eme de Neumann suivant :
Trouver e' N ; i 2 H 1(! ) tel que :

8
>>><

>>>:

� � e' N ; i = sN ; i dans ! ,

@� e' N ; i j A k
= �

NcrX

j =1

� i ; j
N @� ' P

N ; j j A k
8k 2 f 1; :::; K g, au sensL 2(@! ):

(2.27)

D�emonstra tion. Notons d'abord que : grad ' P
N ; i ( r i ; � i ) = � i r � i � 1

i

�
cos( � i � i )

� sin( � i � i )

�
, ex-

prim�e en coordonn�ees polaires par rapport au coin rentrant Oi . En proc�edant comme pour la
d�emonstration de 2.11, on montre que sur les arêtesdu coin rentrant Oi :

- @� ' P
N ; i j A 0

i
= � i r � i � 1

i sin( � i � i )� i =0 = 0, dans L 2(A0
i ),

- @� ' P
N ; i j A �

i
= � � r � i � 1

i sin( � i � i )� i = � =� i
= 0, dans L 2(A �

i ).

Sur les autres arêtes, on a : @� ' P
N j @! n
 i

2 C1 ( @! n
 i ). Par ailleurs, les traces de @� ' (P )
N ; i se

raccordent aux extr�emit�es des arêtes. On en d�eduit que @� e' N ; i et ( 1 � � i (r i ) ) @� e' N ; i ont même
trace sur @! .

�

Nous allons maintenant �etudier � 0
D 2 � D , et � 0

N 2 � N , les solutions des probl�emes (2.15)
et (2.16). Les coe�cien ts d�e�nis ci-dessous(d�e�nition 2.17) vont apparâ�tre naturellement dans
l'expression de � 0

D et � 0
N sousforme de sommeentre un partie r�eguli�ere et une partie singuli�ere,

d�ecompos�eesur les parties principales.
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D �e�nition 2.17 Pour tout j 2 f 1; :::; Ncr g, on pose :

� j
D := ( g0 ; sD ; j )0=� et � j

N := ( f 0 ; sN ; j )0=� :

Prop osition 2.18 � 0
D 2 � D , la solution du probl�eme (2.15) s'�ecrit ainsi :

� 0
D = e� D +

NcrX

j =1

� j
D ' P

D ; j , o�u e� D 2 H 2(! ) : (2.28)

Cette d�ecomposition a �et�e �a l'origine introduite pour le cas d'un unique coin rentrant par M.
Moussaouidans [83].
D�emonstra tion. � 0

D se d�ecompose dans � D en une partie r�eguli�ere b� D 2 � R
D et une partie

singuli�ere, d�ecompos�eesur les vecteursde basede � S
D ainsi :

� 0
D = b� D +

NcrX

i =1

ci
D ' D ; i , o�u : 8 i ; ci

D 2 R ;

ce qui ser�e�ecrit sousla forme :

� 0
D = e� D +

NcrX

j =1

 
NcrX

i =1

cj
D � i ; j

D

!

' P
D ; j , o�u : e� D = b� D +

NcrX

i =1

ci
D e' D ; i 2 H 2(! ) :

D'apr�es la section 14.2 de la partie IV, on a :

NcrX

i =1

ci
D � i ; j

D = ( g0 ; sD ; j )0=� := � j
D : (2.29)

�

Prop osition 2.19 � 0
N 2 � N , la solution du probl�eme (2.16) s'�ecrit ainsi :

� 0
N = e� N +

NcrX

j =1

� j
N ' P

N ; j , o�u e� N 2 H 2(! ) : (2.30)

D�emonstra tion. Changer les indices D par N dans la d�emonstration de la proposition 2.18.
�

Th �eor �eme 2.20 Supposons que pour � > 0 tel que 2� � 1 � � > 0, f , g 2 H 2� � 1� � (! ) et e 2
H 2� � 1=2� � (@! ). Alors e� D ; N 2 H 2� +1 � � (! ).
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D�emonstra tion. D'apr�esleshypoth�esessur lesdonn�ees,eest la trace d'un vecteure deH 2� � � (! ),
et donc div e 2 H 2� � 1� � (! ), d'o�u : g0 = g � div e 2 H 2� � 1� � (! ). D'apr�es [67] (p. 82), lorsque
g0 2 H s(! ), s � � 1, on peut d�ecomposer � 0

D sousla forme :

� 0
D = � R

D +
NcrX

j =1

0

@
X

0<m � j <s +1

cj;m r m � j
j sin( m � j � j )

1

A ; avec � R
D 2 H s+2 (! ) ; cj;m 2 R :

Le calcul des cj;m est donn�e dans [86]. On a cj; 1 = � j
D . A�n d'obtenir la d�ecomposition de la

proposition 2.18,c'est-�a-dire � R
D = e� D , il faut limiter la sommesur m �a m = 1 pour tout j , ce que

est possiblesi et seulement si :

8 j 2 f 1; :::; Ncr g; s + 1 < 2� j ( ) s < smax avec smax = 2� � 1: (2.31)

Ainsi, s = 2� � 1 � � convient, et dans ce cas, � R
D = e� D , comme annonc�e. Le même r�esultat

est obtenu pour le probl�eme de Neumann. Pour conclure, notons qu'on peut obtenir une partie
r�eguli�ere de plus en plus r�eguli�ere sousr�eserve de la r�egularit�e desdonn�ees.

�

2.2.4 Le probl �eme aux poten tiels, �a la Nazarov-Plamenevsky

La d�ecomposition partie r�eguli�ere-partie singuli�ereest possible�egalement pour lespotentiels � D

et � N , c'est-�a-dire avec une condition aux limites non-homog�enespour le probl�eme de Neumann.
Cette approche a �et�e d�evelopp�ee par S. Nazarov et B. Plamenevskydans [86]. On consid�ere le cas
o�u il n'existe qu'un seul coin rentrant. Comme � D satisfait un probl�eme de Dirichlet homog�ene,
l'approche de [86] est identique �a celle de [67] :

Th �eor �eme 2.21 Supposons que g 2 L 2(! ). Alors � D , la solution de (2.9) s'�ecrit de la fa�con
suivante [86] (thm. 3.4, p. 33) :

� D = wD +
1
�

( g ; sD )0 ' P
D ; (2.32)

o�u wD 2 H 2(! ) satisfait le probl�eme de Dirichlet non homog�ene suivant :

(
� � wD = g dans !

wD j @! = �
1
�

( g ; sD )0 ' P
D j @! sur @! :

On a un r�esultat int�eressant pour � N qui satisfait un probl�emede Neumann non-homog�ene:

Th �eor �eme 2.22 Supposons que f 2 L 2(! ) et e 2 V 1=2
0 (@! ). Alors � N , la solution de (2.10)

s'�ecrit de la fa�con suivante [86] (thm. 4.4, p. 41) :

� N = wN +
1
�

( ( f ; sN )0 + < e; sN > H ;H 0 ) ' P
N ; (2.33)
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o�u H d�esigneV 1=2
0 (@! ) et < : ; : > H ;H 0 est le crochet de dualit�e entre H et son dual H 0; et o�u

wN 2 H 2(! ) satisfait le probl�eme de Neumann suivant :
(

� � wN = f dans !

wN j @! = e �
1
�

�
( f ; sN )0 + < e; sN > H ;H 0

�
' P

N j @! sur @! ;

Rappelonsque V 1=2
0 (@! ) est l'espacedestraces desfonctions de V 1

0 (! ), avec :

V 1
0 (! ) =

�
u 2 H 1(! ) j

Z

!

�
�
�

u
r

�
�
�
2

d! < 1
�

: (2.34)

On en d�eduit que e est ici la trace d'une fonction de H 1(! ) qui s'annule par exempleen r 1=2 au
voisinagedu coin rentrant, c'est-�a-dire que e 2 H 1=2(! ), s'annulant au voisinagedu coin rentrant.

2.3 Champ �electrique 2D : CL naturelles

Le cas�electrostatique(g quelconque,f = 0, e = 0, paragraphe2.2.2) seg�en�eralisesansdi�cult �e
au probl�eme tridimensionnel. Cependant, la qualit �e de l'approximation du champ �electrostatique
est limit �eecar elle est calcul�eepar d�erivation d'�el�ements continus Pk (conformit�e uniquement dans
H(rot ; 
) pour le probl�eme tridimensionnel, H (rot ; ! ) pour le probl�eme bidimensionnel). On
s'int�eressedonc au calcul direct du champ �electrique dans l'espaceX E .

Prop osition 2.23 Le probl�eme (2.1)-(2.3) est �equivalent au probl�eme variationnel suivant :
Trouver E 2 X E tel que :

8 F 2 X E , A E ( E ; F ) = L E ( F ); (2.35)

o�u A E est la forme bilin�eaire sym�etrique coercitive suivante :

A E : X E � X E ! R

( E ; F ) 7! ( div E ; div F )0 + ( rot E ; rot F )0 +
Z

@!
E� F� d� ;

et L E est la forme lin�eaire suivante :

L E : X E ! R

F 7! ( f ; rot F )0 + ( g ; div F )0 +
Z

@!
eF� d� :

D�emonstra tion. Il est clair quesi E satisfait (2.1)-(2.3) alors E satisfait (2.35). R�eciproquement,
montrons que si E est solution de (2.35), alors E satisfait (2.1)-(2.3). Soit u 2 L 2(! ). D'apr�es la
d�ecomposition (2.12), il existe F D 2 X 0

E tel que : rot F D = 0 et div F D = u, o�u u est la donn�eede
(2.9). En injectant F D dans (2.35), on a : ( div E ; u )0 = ( g ; u )0, o�u div E et g sont dans L 2(! ).
On en d�eduit que div E = g. L' �equation (2.35) ser�eduit �a :
Trouver E 2 X E tel que :

8 F 2 X E , ( rot E ; rot F )0 +
Z

@!
E� F� d� = ( f ; rot F )0 +

Z

@!
eF� d� :

Consid�erons le vecteur EN de la d�ecomposition (2.12), on a rot E N = f , div EN = 0, EN ;� = e.
Ainsi :

8 F 2 X E ; ( rot EN ; rot F )0 +
Z

@!
EN ; � F� d� = ( f ; rot F )0 +

Z

@!
eF� d� :
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On en d�eduit que : 8 F 2 X E , ( rot ( E � EN ) ; rot F )0 +
Z

@!
( E� � EN ; � ) F� d� = 0.

Prenonscommefonction test F = E � EN . On a alors : F� = E� � EN ; � , d'o�u :

jj rot ( E � EN ) jj2
0 + jj E� � EN ; � jj2

0 ; @! = 0:

D'o�u rot ( E � EN ) = 0 dans ! et E� � EN ; � = 0 sur @! .
On obtient �nalement : rot E = rot EN = f , et E� = EN ; � = e.
Pour conclure,d'apr�esle th�eor�eme1.7, p. 47, (2.35) admet une unique solution E 2 X E , qui d�epend
contin ûment desdonn�eesf , g et e.

�
Notons pour �nir que, comme X E \ H 1(! ) est densedans X E [40, 51], on peut approcher la
solution de (2.35) par les �el�ements �nis de Lagrangecontinus Pk .

Remarques 2.24 Au contraire dela m�ethodedespotentiels, cette m�ethodeestapplicableau probl�eme
tridimensionnel g�en�eral (1.2)-(1.5), et l'on peut aussi la d�evelopper en 2D pour le cas d�ependant
du temps. Notons quedans [54], M. Costabel et al. �etudient le probl�emeharmoniquedansX H pour
le champ magn�etique.

2.4 Champ �electrique 2D : le compl �ement singulier

Dans la formulation (2.35), la condition aux limites est naturelle. Que se passe-t-il si on veut
r�esoudre(2.1)-(2.3) dans l'espacefonctionnel X 0

E pour lequel la condition aux limites est prise en
compte de fa�con essentielle ?

2.4.1 In tro duction

L'espaceX 0
E permet de prendre en compte de fa�con exacte la condition aux limites tangen-

tielle nulle. Lorsque le domaine ! n'est pas convexe, la solution du probl�eme(2.6)-(2.7) peut être
singuli�ere : la valeur descomposantes du champ �electrostatique est localement non born�eeau voisi-
nagedespoints de non-convexit�e. Math�ematiquement, lescomposantes du champ ne sont pasdans
H 1(! ).

Soit X 0 ; R
E : = X 0

E \ H 1(! ), l'espacer�egularis�e de X 0
E . On a le th�eor�eme suivant, montr �e par

M. Costabel dans [50] :

Th �eor �eme 2.25 Dans l'espace X 0 ; R
E , la norme de X 0

E est �equivalente�a la norme de H 1(! ) :

8 F 2 X 0 ; R
E ; jj F jjX 0

E
� jj F jjH 1 :

De plus, d'apr�esM. Costabel et al. [55], les fonctions r�eguli�eressont densesdans X 0 ; R
E .

Lorsque ! est convexe, X 0 ; R
E est �egal �a X 0

E et l'on peut r�esoudre(2.6)-(2.7) par les �el�ements
�nis de Lagrangede la mêmefa�con que dans X E . En revanche, lorsque ! n'est pas convexe, on a
le th�eor�emesuivant :

Th �eor �eme 2.26 Lorsque! n'est pas convexe,X 0 ; R
E est ferm�e et strictement inclus dans X 0

E .

D�emonstra tion. Soit u 2 X 0 ; R
E . Commeu 2 X 0

E , et quedansX 0
E , la semi-normeest �equivalente

�a la norme du graphe, il existe une constante C > 0 telle que :

jj u jj2
0 � C ( jj div u jj2

0 + jj rot u jj2
0 ) :
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D'apr�es[50, 84], on a pour u 2 X 0 ; R
E : jj grad : u jj2

0 = jj div u jj2
0 + jj rot u jj2

0. CommeH 1(! ) est
complet pour sa norme canonique,on en d�eduit que X 0 ; R

E est ferm�e dans X 0
E .

�

Tout sous-espacede X 0
E g�en�er�e par les �el�ements �nis Pk de Lagrangeest un sous-espacede X 0 ; R

E .
Ainsi, les �el�ements �nis Pk de Lagrangene convergent pas vers la solution de (2.6)-(2.7).

PosonsX 0
E = X 0 ; R

E

?
� X 0 ; S

E , o�u X 0 ; S
E est appel�e partie singuli�ere de X 0

E . Soit E0 2 X 0
E , que

l'on d�ecomposeen une partie r�eguli�ere E 0 ; R 2 X 0 ; R
E et une partie singuli�ere E0 ; S 2 X 0 ; S

E . Soit E0
h

l'approximation de E0 par les �elements �nis Pk de Lagrange.On a alors :

jj E0 � E0
h jj2

X 0
E

= jj E0 ; S � E0
h jj2

X 0
E

+ jj E0 ; S jj2
X 0

E
� jj E0 ; S jj2

X 0
E

:

L'erreur que l'on commet localement en n'approchant pas la singularit�e se r�epercute sur toute la
solution. Ceci soulignele caract�ere non local des�equations de Maxwell.

La r�esolution de (2.6)-(2.7) est alors bas�ee sur la d�ecomposition de la solution en une partie
r�eguli�ere H 1(! ), et une partie singuli�ere qui n'est pas H 1(! ) connue enti �erement ou en partie
explicitement, appel�eele compl�ement singulier. Cette technique a �et�e developp�eepour le casinsta-
tionnaire par F. Assous,P. Ciarlet et E. Sonnendr•ucker dans [9], et a fait l'ob jet de la th�esed'E.
Garcia [63]. Dans [68], C. Hazard et S. Lohrengel �etudient la m�ethode du compl�ement singulier
appliqu�eeau casmagn�etostatique.

Dansle paragraphe2.4.2,nouspr�esentons unenouvellem�ethodeded�ecomposition non-orthogonale
et non-conforme dans X 0

E du champ quasi-�electrostatique. Le champ �electrique est d�ecompos�e en
une partie H 1-r�eguli�ere, et une partie singuli�ere, connue explicitement �a un coe�cien t pr�es, � qui
ne d�epend que du domaine et des donn�ees.Nous montrons comment simpli�er le calcul de ce
param�etre dans le paragraphe2.4.3.

La � -approchenepeut être g�en�eralis�eedansle casinstationnaire, il faut choisir uned�ecomposition
conformede X 0

E . L'ob jet du paragraphe2.4.4 est la m�ethode du compl�ement singulier orthogonal,
qui s'applique au cas d�ependant du temps. Nous comparonsnotre approche �a d'autres m�ethodes
de d�ecompositions conformesdans le paragraphe2.4.5. Le paragraphe2.4.6 est consacr�e �a l' �etude
de la r�egularit�e dans les espacessinguliers conformes.

Finalement, nous apportons quelquesconclusionsdans le paragraphe2.4.7.

2.4.2 La � -appro che

Pour tout j 2 f 1; :::; Ncr g, on notera xP
j := � � j r � j � 1

j

�
sin ( � j � j )
cos( � j � j )

�
, exprim�e en coordonn�ees

polaires par rapport au coin rentrant Oj .

Lemme 2.27 Les parties principales ' P
D ; j et ' P

N ; j sont telles que � grad ' P
D ; j = rot ' P

N ; j = xP
j .

On remarque que par construction, on a : div x P
j = rot xP

j = 0.

Th �eor �eme 2.28 E0 se d�ecompose en une partie r�eguli�ere E R 2 H 1(! ) et une partie singuli�ere de
la fa�con suivante :

E0 = ER +
NcrX

j =1

� j xP
j avec 8 j ; � j = � j

D + � j
N : (2.36)

D�emonstra tion. D'apr�es l' �etude despotentiels � 0
D et � 0

N (section 2.2), on a :

E0 = � grad e� D + rot e� N +
NcrX

j =1

�
� j

D ( � grad ' P
D ; j ) + � j

N rot ' P
N ; j

�
:
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Posons: ER = � grad e� D + rot e� N 2 H 1(! ). On en d�eduit (2.36) du lemme pr�ec�edent.
�

Le champ �electrique E = E0 + e sed�ecomposeainsi :

E = eE +
NcrX

j =1

� j xP
j ; (2.37)

o�u eE = ER + e 2 H 1(! ) et les xP
j 62H 1(! ) sont connus explicitement.

On en d�eduit que X E sed�ecomposeen un espacer�egulier et un espacesingulier de dimension Ncr .
eE satisfait :

div eE = g dans ! , (2.38)

rot eE = f dans ! , (2.39)

eE : � j @! = e �
NcrX

j =1

� j xP
j : � j @! : (2.40)

Prop osition 2.29 Il existe un rel�evemente� r�egulier de e �
NcrX

j =1

� j xP
j : � j @! .

D�emonstra tion. On a d�ej�a vu qu'il existe un rel�evement r�egulier de e. Fixons j . On a sur les
arêtesdu coin rentrant Oj :

- xP
j : � j A 0

j
= � j r � j � 1

j sin( � j � j ) j � j =0 = 0, dans L 2(A0
j ),

- xP
j : � j A �

j
= � � j r � j � 1

j sin( � j � j ) j � j = � =� j = 0 dans L 2(A �
j ).

Sur les autres arêtes, on a : x P
j : � j @! n
 i 2 C1 ( @! n
 i ). Par ailleurs, la trace tangentielle de

xP
j seraccordeaux extr�emit�esdesarêtes.On en d�eduit que x P

j et ( 1 � � j (r j ) ) xP
j ont mêmetrace

tangentielle sur @! . Posonsej = ( 1 � � j (r j ) ) xP
j : � j @! . Il existe un rel�evement r�egulier ej de ej .

D'o�u e� = e �
NcrX

j =1

� j ej est un rel�evement r�egulier de eE : � j @! .

�
Soit eE0 2 X 0 ; R

E tel que : eE = eE0 + e� . eE0 2 X 0 ; R
E satisfait :

div eE0 = g � div e� dans ! , (2.41)

rot eE0 = f � rot e� dans ! . (2.42)

Pour approximer E, on peut proc�eder commesuit (voir aussi la section 4.8) :
- Calcul des fonctions de basessD ; j et sN ; j . On approchera esN ; j (r esp: esD ; j ) par les �el�ements
�nis de Lagrangecontinus Pk .
- Calcul des� j pour chaquecoin rentrant. Le calcul desint�egralessefera par un sch�emad'in t�egration
num�erique. La partie singuli�ere

P
j � j xP

j est maintenant connue.
- Calcul d'un rel�evement r�egulier e� . On a donc e� +

P
j � j xP

j .

- Calcul de eE0 par les �el�ements �nis de Lagrange continus Pk composante par composante. On
obtient alors E = eE0 + e� +

P
j � j xP

j .
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Prop osition 2.30 Le probl�eme (2.41)-(2.42) est �equivalent �a la formulation variationnel le sui-
vante : Trouver eE0 2 X 0 ; R

E tel que :

8 F 2 X 0 ; R
E , A 0( eE0 ; F ) = L 0( F ) � A 0( e� ; F ); (2.43)

o�u A 0 est la forme bilin�eaire sym�etrique suivante :

A 0 : X E � X E ! R
( E ; F ) 7! ( div E ; div F )0 + ( rot E ; rot F )0 ;

et L 0 est la forme lin�eaire suivante :

L 0 : X 0
E ! R
F 7! ( g ; div F )0 + ( f ; rot F )0:

Notons que A 0 restreinte �a X 0
E � X 0

E est coercitive (c'est le produit scalairedans X 0
E ).

On peut alors approcher la solution de (2.41)-(2.42) par les �el�ements �nis continus Pk de Lagrange
composante par composante dans l'espace X 0 ; R

E discr�etis�e. En pratique, on n'a pas besoin de
d�eterminer un r�el�evement explicite e� . Nous allons montrer dans la section 4.8 qu'on peut se
contenter de l'in terpolation sur @! de la condition aux limites tangentielle au bord, et qu'on peut
ainsi seramener au calcul direct de eE.

�Etudions la r�egularit�e de eE. Nous avons vu que lorsque f et g 2 L 2(! ), eE 2 H 1(! ). On
voudrait retrouver le r�esultat de [52] pour la r�esolution du probl�ememagn�etostatique, c'est-�a-dire
eE 2 H 2� � � (! ), 8 � > 0. Pour cela, il faut que les donn�eesf et g soient plus r�eguli�eres.On a le
r�esultat suivant :

Th �eor �eme 2.31 Supposons que pour � > 0 tel que 2� � 1 � � > 0, f , g 2 H 2� � 1� � (! ) et e 2
H 2� � 1=2� � (! ). Alors eE 2 H 2� � � (! ).

D�emonstra tion. On a eE = � grad e� D + rot e� N + e. Ce th�eor�eme est donc un corollaire du
th�eor�eme2.20.

�

Remarque 2.32 Cette hypoth�eseest plus g�en�erale quecelle de M. Costabel et M. Daugedans [52]
et de C. Hazard et S. Lohrengel dans [68] qui supposent que div E = 0 et rot E 2 H 1(! ). De plus,
e = 0 dans les travaux sus-mentionn�es.

2.4.3 Simpli�cation du calcul de �

Dans ce paragraphe,on consid�ere le caso�u ! ne pr�esente qu'un seul coin rentrant. Nous allons
montrer qu'on peut simpli�er le calcul de � grâce�a l'hypoth�eseque e s'annule au voisinagedu coin
rentrant. Montrons d'abord le th�eor�emesuivant :

Th �eor �eme 2.33 Supposonsque f , g 2 L 2(! ) et e 2 V 1=2
0 (@! ). Le champ �electrique solution de

(2.1)-(2.3) se d�ecompose alors de la fa�con suivante :

E = ER
w +

1
�

�
( g ; sD )0 + ( f ; sN )0 + < e; sN > H ;H 0

�
xP avec ER

w 2 H 1(! ) ; (2.44)

o�u H d�esigneV 1=2
0 (@! ) et < : ; : > H ;H 0 est le crochet de dualit�e entre H et son dual H 0.
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D�emonstra tion. On injecte (2.32) et (2.33) dans la d�ecomposition de Helmholtz (2.11) en utili-
sant le lemme (2.27). On a alors ER

w = � grad wD + rot wN 2 H 1(! ).
�

Par identi�cation desparties r�eguli�ereset singuli�eresde (2.44) et (2.37), on en d�eduit que lorsque
e 2 V 1=2

0 (@! ), on a :

� =
1
�

�
( g0 ; sD )0 + ( f 0 ; sN )0

�
=

1
�

�
( g ; sD )0 + ( f ; sN )0 + < e; sN > H ;H 0

�
:

On cherche �a retrouver ce r�esultat dans le cadre de nos hypoth�esesde mod�elisation, c'est-�a-dire
e 2 H 1=2(@! ) s'annulant au voisinagedu coin rentrant. Cela revient donc �a montrer le th�eor�eme
suivant :

Th �eor �eme 2.34 Soit e 2 H 1=2(@! ) s'annulant dans un voisinagedu coin rentrant. Alors :

� =
1
�

�
( f ; sN )0 + ( g ; sD )0 +

Z


 0

esN d�
�

(2.45)

o�u 
 0 d�esignela partie de @! sur laquelle e ne s'annule pas.

Ce th�eor�eme est une g�en�eralisation des r�esultats de [86], importante en pratique car la condition
impos�eesur e correspond �a notre mod�elisation.
Il s'agit donc de d�emontrer la proposition suivante :

Prop osition 2.35 Soit e 2 H 1=2(@! ) s'annulant dans un voisinagedu coin rentrant. Il existe un
rel�evementr�egulier de e e 2 H 1(! ), et tel qu'on ait la formule d'int �egration suivante :

� ( rot e ; sN )0 � ( div e ; sD )0 =
Z


 0

esN d� : (2.46)

Pour cela, nous avons besoin des lemmes2.37 et 2.38 ci-dessous,dont les preuves sont d�etaill�ees
dans la section 14.3. Nous d�e�nissons d'abord la portion de disqueB" de la fa�con suivante :

D �e�nition 2.36 On appelle B" := ! \ B (O; ") : l'intersection de ! avec la boule ouverte de centre
le coin rentrant et de rayon " > 0. Notons que :

B" =
n

( r ; � ) 2 ] 0; " [ �
i

0 ;
�
�

ho
:

Lemme 2.37 Soit " > 0. Soit u 2 H 1( B" ), dont la trace sur @B" s'annule au voisinagedu coin
rentrant. Posons� = r � �= 2 u. Alors si on note � � = (1 � � )=2 2 ]0; 1=4[, on a � 2 H 1=2 + � � ( B" ).

La preuve de ce lemme reposesur deux th�eor�emesd'injections continues,�enonc�esdans la th�esede
G. Raugel [95] et dans le livre de P. Grisvard [66].

Lemme 2.38 Soient � 0 > 0 et " > 0. Posons: H " = H 1=2+ � 0 (B" ). Alors on a :

8 f 2 H 0
" ; g 2 H " lim

" ! 0
j < f ; g > H 0

" ; H " j = 0:

Nous avons besoinde plus de la propri �et�e suivante, d�emontr �eepar E. Garcia dans [63] (p. 87) :

Propri �et �e 2.39 On a les relations suivantes:

rot sN = grad sD ;
rot sD = � grad sN :



2.4. Champ �electrique 2D : le compl �ement singulier 65

Nous allons maintenant d�emontrer la proposition 2.35.
D�emonstra tion de la pr oposition 2.35. Soit " > 0 destin�e �a tendre vers 0. Soit ! " = ! nB"

(voir la �gure 2.1). Posonsb" = @! " n@! . Notons que :

b" =
n

( r ; � ) : r = " ; � 2
i

0;
�
�

ho
:

Commee s'annule au voisinagedu coin rentrant, il existe " 0 > 0 tel que presquepour tout r � " 0,
e( r ; 0) = e( r ; � =� ) = 0. On appelle 
 0 l'ensemble form�e de @! , priv �e despoints de @! \ @B" 0 :


 0 = f ( r ; � ) 2 @! : r > "0g :

@!

O

"

B"

! "

b"

Fig. 2.1 { D�ecomposition du domaine ! .

� Montrons que :

� (rot e ; sN )0 � (div e ; sD )0 =
Z


 0

esN d� + lim
" ! 0

Z

b"

�
e� r � � cos(� � ) � e� r � � sin(� � )

�
d� : (2.47)

�Ecrivonsl'in t�egralesur ! ainsi : � ( rot e ; sN )0 � ( div e ; sD )0 = � lim
" ! 0

Z

! "

( rot esN d! + div esD ) d! .

Par int�egration par parties sur ! " , on obtient :

�
Z

! "

rot esN d! = �
Z

! "

e : rot sN d! +
Z

@! "

e� sN d� ;

et :

�
Z

! "

div esD d! =
Z

! "

e : grad sD d! �
Z

@! "

e� sD d� :

D'apr�es la propri �et�e 2.39, on en d�eduit :

�
Z

! "

rot esN d! �
Z

! "

div esD d! =
Z

@! "

e� sN d� �
Z

@! "

e� sD d� :

De plus, commesD j @! = 0, on a :
Z

@! "

e� sD d� =
Z

b"

e� sD d� . D'o�u :

�
Z

! "

( rot esN d! + div esD ) d! =
Z

@! "

e� sN d� �
Z

b"

e� sD d� :
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Lorsque" tend vers 0, le terme de gauche admet pour limite � (rot e ; sN )0 � (div e ; sD )0. Il en est
donc de mêmepour le terme de droite :

� (rot e ; sN )0 � (div e ; sD )0 = lim
" ! 0

� Z

@! "

e� sN d� �
Z

b"

e� sD d�
�

;

ce que l'on peut �ecrire sousla forme :

lim
" ! 0

 Z

@! " nb"

esN d� +
Z

b"

(e� sN � e� sD ) d�

!

= � (rot e ; sN )0 � (div e ; sD )0 : (2.48)

Comme sN j @! " et ej @! " 2 L 2(@! " ), et que e s'annule au voisinage du coin rentrant, le premier
terme de gauche de (2.48) admet une limite �egale�a l'in t�egralesur 
 0 :

8 " < "0 ;
Z

@! " nb"

esN d� =
Z


 0

esN d� :

Par cons�equent, le secondterme de gauche de (2.48) : lim
" ! 0

Z

b"

( e� sN � e� sD ) d� existe.

S�eparonscette int�egraleen une partie singuli�ere et une partie r�eguli�ere :
Z

b"

(e� sN � e� sD ) d� =
Z

b"

�
e� r � � cos(� � ) � e� r � � sin(� � )

�
d� +

Z

b"

(e� esN � e� esD ) d� :

Montrons que la partie r�eguli�ere s'annule lorsque" ! 0. Pour cela,nousallons nousramener �a une
int�egralevolumique. Tout d'abord, commeesD j A 0 = esD j A � = 0, on a :

�
Z

b"

e� esD d� = �
Z

@B"

e� esD d� : (2.49)

D'autre part, pour r < " 0, e� j A 0 = e� j A � = 0, d'o�u : 8" < "0,

Z

b"

e� esN d� =
Z

@B"

e� esN d� : (2.50)

En sommant (2.49) et (2.50), et en int�egrant par parties, on obtient alors :
Z

b"

( e� esN � e� esD ) d� =
Z

B"

( ( e : rot esN � rot e esN ) � ( e : grad esD + div e esD ) ) d! :

Toutes les fonctions sousint�egralesont dans L 2(B" ), d'o�u
Z

b"

( e� esN � e� esD ) d� = 0.

� Nous avons donc obtenu (2.47). Nous allons maintenant montrer que la limite dans (2.47)
s'annule. Pour cela, nous allons nous ramener �a une int�egrale volumique sur B" . Comme sin( � � )
est nul sur les arêtesdu coin rentrant A0 et A � , alors :

�
Z

b"

e� r � � sin( � � ) d� = �
Z

@B"

e� r � � sin( � � ) d� :

De plus, pour la mêmeraison que (2.50), on a : 8" < " 0,
Z

b"

e� r � � cos(� � ) d� =
Z

@B"

e� r � � cos( � � ) d� :
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Soit tN = r � �= 2 cos( � � ), et tD = r � �= 2 sin( � � ). Posons� = r � �= 2e. Il s'agit d'�evaluer :

Z

@B"

( � : � tN � � : � tD ) d� : (2.51)

D'apr�es [67] (p. 7, thm. 1.2.18), tN et tD 2 H s(! ), pour tout s tel que 1 � �= 2 > s.
Soit � 0 2]0; (1 � � )=2[, de sorte que s = 1=2 + � 0 convienne.
On a donc tN et tD 2 H 1=2+ � 0

(! ), c'est-�a-dire tD j @B" et tN j @B" 2 H � 0
(@B" ).

D'apr�es le lemme 2.37, pour � � = (1 � � )=2 > 0, � 2 H 1=2+ � � (B" ), d'o�u � j @B"
2 H � � (@B" ).

Ainsi, � : � j@B" et � : � j@B" 2 L 2(@B" ). L'in t�egrale (2.51) est bien pos�ee.
Par densit�e de C1 ( �B" ) dans H 1=2+ � � (B" ), on g�en�eralise les formules de Green (1.11) et (1.12) aux
fonctions u 2 H 1=2+ � � (B" ) et v 2 H 1=2+ � � (B" ). D'o�u :

Z

@B"

( � : � tN � � : � tD ) d� = < rot tN ; � > H 0
" ; H " � < rot � ; tN > H 0

" ; H "

� < div � ; tD > H 0
" ; H " � < grad tD ; � > H 0

" ; H " ;

o�u H " = H 1=2+ � � (B" ), et < : ; : > H 0
" ; H " est le crochet de dualit �e entre H " et son dual H 0

" .
D'apr�es le lemme 2.38, cette int�egrales'annule. On en d�eduit la proposition 2.35.

�

2.4.4 Le compl �ement singulier orthogonal

Nous avons exhib�e une d�ecomposition non orthogonale du champ �electrique E 0 en une partie
r�eguli�ere H 1 et une partie singuli�ere non H 1. Cette d�ecomposition n'est pas conforme dans X 0

E
car aucune de cesparties n'est �a composante tangentielle nulle au bord. Cette d�ecomposition ne
peut pas être appliqu�ee au cas instationnaire, il faut utiliser la m�ethode du compl�ement singulier
orthogonal, ce qui fait l'ob jet de cette partie.

La m�ethode du compl�ement singulier orthogonal (not�eeMCSO) a �et�e largement d�evelopp�eepar
E. Garcia dans [63], �a partir destravaux de F. Assouset al. [9, 8]. Elle reposesur la d�ecomposition
conformeet orthogonale de X 0

E . A�n de d�eterminer l'espaceX 0 ; S
E , �etudions W E et V E .

Prop osition 2.40 On a les isomorphismessuivants (voir la �gur e (2.2)) :
- L'op�erateur grad d�e�nit un isomorphismede � D dans W E ,
- L'op�erateur rot d�e�nit un isomorphismede � N dans V E ,
- L'op�erateur div d�e�nit un isomorphismede W E dans L 2(! ),
- L'op�erateur rot d�e�nit un isomorphismede V E dans L 2

0(! ).
W E �etant muni de la norme L 2 de la divergence, V E �etant muni de la norme L 2 du rotationnel ;
� D et � N �etant munis de la norme L 2 du Laplacien, et L 2

0(! ) �etant muni de la norme L 2, ces
isomorphismespr�eservent l'orthogonalit�e.

D�emonstra tion. Voir le document [6] ou l'article [8].
�

Lorsque ! est convexe, W E et V E sont inclus dans H 1(! ), mais ce n'est plus vrai lorsqu'il existe
un ou plusieurs coin(s) rentrant(s). Soit W R

E = W E \ H 1(! ) (resp. V R
E = V E \ H 1(! )) le sous-

espacer�egularis�e de W E (resp. V E ). W R
E (resp. V R

E ) est ferm�e et strictement inclus dans W E

(resp. V E ). D'apr�es les propositions 2.8 et 2.40, on a �� R
D = div W R

E et �� R
N = rot V R

E , d'o�u :
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rot

L2
0(! )

� rot

V E� N

�

� D
grad

W E

div

L2(! )

Fig. 2.2 { Isomorphismesentre espacespotentiels et espacesvectoriels.

SD = (div W R
E )? , et SN = (rot V R

E )? . Ce r�esultat nous permet de caract�eriser les fonctions sin-
guli�eresde W E et V E :

W E = W R
E

? div
� W S

E o�u W S
E = div � 1SD et V E = V R

E
? rot
� V S

E o�u V S
E = rot � 1SN :

On peut donc appliquer les isomorphismesde la proposition 2.40aux espacesr�egulierset singuliers
(voir la �gure 2.3). On en d�eduit : W R ; S

E = grad � R ; S
D et V R ; S

E = rot � R ; S
N .

rot

rot�

V S
E� S

N

SN

� �

W R
E� R

D

grad

div

SD

� S
D W S

E

div

grad

�� R
D = div W R

E

rot

rot�

V R
E� R

N

�� R
N = rot V R

E

Fig. 2.3 { Isomorphismesentre espacesr�eguliers/singuliers.

Th �eor �eme 2.41 D'apr �es le th�eor�eme 2.14, on �etablit les estimations suivantes:

- 8 " > 0, u 2 W S
E appartient �a H � � " (! ), et n'appartient pas �a H � (! ) ; W R

E � H 1(! ).

- 8 " > 0, u 2 V S
E appartient �a H � � " (! ), et n'appartient pas �a H � (! ) ; V R

E � H 1(! ).

Ce th�eor�emeest un corollaire trivial du th�eor�eme2.14.
D'apr�es la d�ecomposition (2.17), X 0

E sed�ecomposequant �a lui de la fa�con suivante :

X 0
E = grad � R

D

? X 0
E

� rot � R
N

? X 0
E

� grad � S
D

? X 0
E

� rot � S
N :

Comme grad � R
D

?
� rot � R

N � X 0 ; R
E , alors X 0 ; S

E � grad � S
D

?
� rot � S

N . On remarque que

grad � S
D

?
� rot � S

N est de dimension � 2Ncr . D'apr�esla � -approche, X 0 ; S
E est de dimensionNcr . Il

existe donc un sous-espacede grad � S
D

?
� rot � S

N de dimension Ncr , compos�e de champs r�eguliers.

Ceci �etant dit, on peut �ecrire x 2 X 0 ; S
E sous la forme : x =

NcrX

i =1

( ai grad ' D ; i + bi rot ' N ; i ),
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les ai et bi �etant des r�eels.Les ai et bi ne sont pas quelconques,puisqu'il existe des combinaisons
lin�eaires qui sont r�eguli�eres. Ceci est pr�ecis�e dans le th�eor�eme 2.43, pour lequel on a besoin du
lemme suivant :

Lemme 2.42 La matrice X 2 RNcr � Ncr telle que : 8 i ; j X i ; j = � i ; j est sym�etrique d�e�nie
positive.

D�emonstra tion. PosonsX = XD + XN , avec X i;j
D ;N = � i;j

D ;N . XD ;N est la matrice des produits
scalairesdes fonctions de basede SD ;N . Il est clair qu'elle est sym�etrique. Montrons que XD est
d�e�nie positive. Soit x 2 RNcr . On a :

( XD x j x ) =
NcrX

i =1

NcrX

j =1

X i;j
D xi xj =

NcrX

i =1

NcrX

j =1

( sD ; i ; sD ; j )0=� xi xj ;

=
NcrX

i =1

NcrX

j =1

( xi sD ; i ; xj sD ; j )0=� =

0

@
NcrX

i =1

xi sD ; i ;
NcrX

j =1

xj sD ; j

1

A

0

=� ;

= ( x ; x )0 � 0, avec x =
NcrX

i =1

xi sD ; i :

Or, comme( sD ; i ) i =1 ;:::;Ncr est une basede SD , x 2 SD est nul si et seulement si 8i , xi = 0. Donc
8x 2 RNcr , tel que x 6= 0, ( XD x j x ) > 0. On montre exactement de la même fa�con que XN est
d�e�nie positive. D'o�u, XD , XN et X sont sym�etriques d�e�nies positives.

�

Th �eor �eme 2.43 On consid�ere lesvecteurs x S
i = � grad ' D ; i + rot ' N ; i , i 2 f 1; :::; Ncr g. Alors

X 0 ; S
E est g�en�er�e par les x S

i : X 0 ; S
E = vect ( xS

i ).

D�emonstra tion. On remarqueque: div x S
i = � � ' D ; i = sD ; i , et querot xS

i = � � ' N ; i = sN ; i .
On en d�eduit que 8 i 2 f 1; :::; Ncr g, xS

i 2 X 0
E satisfait :

div xS
i = sD ; i dans ! ;

rot xS
i = sN ; i dans ! :

(2.52)

� Montrons que pour tout i , x S
i 62X 0 ; R

E .

D'apr�es la � -approche, on a : x S
i = ex i +

NcrX

j =1

� i ; j xP
j , o�u ex i = � grad e' D ; i + rot e' N ; i 2 H 1(! ) et

� i ; j = (sD ;i ; sD ;j )0=� + (sN ;i ; sN ;j )0=� . D'o�u, au voisinagedu coin rentrant Oi , xS
i ' � i;i xP

i avec
� i;i = (jjsD ; i jj2

0 + jjsN ; i jj2
0)=� 6= 0, et donc xS

i 62X 0 ; R
E .

� Montrons que pour tout i , x S
i 2 (X 0 ; R

E )? .
Soit xR 2 X 0 ; R

E . D'apr�esla � -approche, on peut d�ecomposerx R sousla forme : xR = ex +
P

j � j
R xP

j ,

o�u ex 2 H 1(! ) et : � j
R = ( ( sD ; j ; div xR )0 + ( sN ; j ; rot xR )0 )=� . Comme xR est r�egulier au

voisinagede chaque coin Oj , on en d�eduit que tous les � j
R sont nuls. Or, d'apr�es (2.52) on a que

pour tout j , � j
R = ( xS

j ; xR )X 0
E

=� est nul. Ainsi, par construction, les x S
j sont dans X 0 ; S

E .

� Montrons que la familles desx S
i est libre.

Soit ( ai ) i =1 ;:::;Ncr 2 RNcr tel que :
P

i ai xS
i = 0. D'o�u :

P
i ai ex i +

P
i ai P

j � i ; j xP
j = 0. En

se pla�cant une nouvelle fois au voisinagede chaque coin Oj , on en d�eduit que 8j
P

i ai � i ; j = 0.
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Soit a 2 RNcr tel que : 8i ai = ai . Il s'agit de r�esoudrele syst�eme lin�eaire : X a = 0. Or X est
inversible, et la seulesolution est a = 0. La famille ( x S

i ) i =1 ;:::;Ncr est libre dans X 0 ; S
E . Comme son

cardinal est la dimension de X 0 ; S
E , elle g�en�ere X 0 ; S

E .
�

On d�eduit de la d�ecomposition de X 0
E le r�esultat suivant :

Th �eor �eme 2.44 Le champ�electrique E 0 se d�ecomposeen une partie r�eguli�ere bE0 2 H 1(! ) et une
partie singuli�ere dans X 0 ; S

E de la fa�con suivante :

E0 = bE0 +
NcrX

i =1

ci xS
i o�u 8 i 2 f 1; :::; Ncr g; ci 2 R : (2.53)

Notons que bE0 et les ci satisfont les �equations :

div bE0 +
NcrX

i =1

ci div xS
i = g � div e dans ! ; (2.54)

rot bE0 +
NcrX

i =1

ci rot xS
i = f � rot e dans ! : (2.55)

Ainsi, le champ �electrique E = E0 + e sed�ecomposede la fa�con suivante :

E = bE +
NcrX

i =1

ci xS
i ; (2.56)

avec bE = bE0 + e.
Soient c et � 2 RNcr tels que : 8 i 2 f 1; :::; Ncr g, ( c ) i = ci et ( � ) i = � i .

Prop osition 2.45 Le probl�eme (2.54)-(2.55) est �equivalent �a la formulation variationnel le sui-
vante : Trouver bE0 2 X 0 ; R

E et c 2 RNcr tels que :

A 0( bE0 ; F ) = L 0( F ) � A 0 ( e ; F) ; 8 F 2 X 0 ; R
E ; (2.57)

X c = � : (2.58)

D�emonstra tion. Le probl�eme (2.54)-(2.55), pos�e dans X 0 ; R
E

? X 0
E

� X 0 ; S
E est �equivalent �a la for-

mulation variationnelle suivante :
Trouver bE0 2 X 0 ; R

E et c 2 RNcr tels que :

A 0( bE0 ; F ) +
NcrX

i =1

ci A 0( xS
i ; F ) = L 0( F ) � A 0( e ; F ) ; 8 F 2 X 0 ; R

E ;

A 0( bE0 ; xS
j ) +

NcrX

i =1

ci A 0( xS
i ; xS

j ) = L 0( xS
j ) � A 0( e ; xS

j ) ; 8 j 2 f 1; :::; Ncr g:
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� Par orthogonalit�e dans X 0
E , on a : 8F 2 X 0 ; R

E et 8i , A 0( xS
i ; F ) = 0; et 8j A 0( bE0 ; xS

j ) = 0.
� D'apr�es (2.52) on a : 8i , L 0(xS

i ) � A 0(e ; xS
i ) = (g � div e; div xS

i )0 + (f � rot e; rot xS
i )0 = � � i ;

et 8 i ; j , A 0( xS
i ; xS

j ) = � ( � i ; j
D + � i ; j

N ). En simpli�an t par � , on obtient alors le syst�eme(2.57)-
(2.58).

�
Une fois que l'on a calcul�e bE0 et les ci , il faut construire la basede X 0 ; S

E , constitu�eedesxS
i qui ne

sont connus explicitement qu'en partie. Notons que pour tout i :

xS
i = ex i +

NcrX

j =1

� i ; j xP
j avec ex i = � grad e' D + rot e' N 2 H 1(! ) :

Pour connâ�tre compl�etement les x S
i , il faut approcher leurs parties r�eguli�eres, les ex i . Cela peut

se faire par d�erivation des potentiels ' D ; i et ' N ; i , ou par la � -approche. Comme les x P
j sont �a

rotationnel et divergencenuls, on remarqueque : 8 i 2 f 1; :::; Ncr g,

div ex i = sD ; i dans ! ; (2.59)

rot ex i = sN ; i dans ! ; (2.60)

ex i : � j@! = �
NcrX

j =1

� i ; j xP
j : � j@! sur @! : (2.61)

Posons: ex i = ex0
i + ei , o�u ex0

i 2 X 0 ; R
E et ei est un rel�evement r�egulier de la condition aux limites

tangentielle �
NcrX

j =1

� i ; j xP
j : � j@! . ex0

i satisfait :

div ex0
i = sD ; i � div ei dans ! ; (2.62)

rot ex0
i = sN ; i � rot ei dans ! : (2.63)

Prop osition 2.46 Pour tout i , le probl�eme (2.59)-(2.61) est �equivalent �a la formulation varia-
tionnelle : Trouver ex0

i 2 X 0 ; R
E tel que :

8 F 2 X 0 ; R
E , A 0( ex0

i ; F ) = �A 0( ei ; F ) : (2.64)

D�emonstra tion. La preuve est similaire �a la preuve de la proposition 2.45.
�

Prop osition 2.47 La � -approche et la MCSO donnent tout calcul fait le même r�esultat :

bE0 +
NcrX

i =1

ci ex0
i = eE0.

D�emonstra tion. L'addition desformulations variationnelles (2.57) et (2.64) donne :

8 F 2 X 0 ; R
E , A 0

 

bE0 +
NcrX

i =1

ci ex0
i ; F

!

= L 0( F ) � A 0

 

e +
NcrX

i =1

ci ei ; F

!

:
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Or : ( e +
P

i ci ei ) : � j @! = e �
P

i ci
P

j � i ; j xP
j : � j @! = e �

P
j

P
i ci � i ; j xP

j : � j @! . D'o�u en
utilisant la relation (2.58), on obtient : ( e +

P
i ci ei ) : � j @! = e �

P
j � j xP

j : � j @! = e� : � j @! .

Ainsi bE0 +
P

i ci ex0
i , qui appartient �a X 0 ; R

E est solution de la formulation variationnelle (2.43).
�

Notons que cette d�ecomposition permet un calcul optimal de X, la matrice d'in teraction entre
les fonctions de basesinguli�eres.L'in t�er̂et de cette approche est qu'elle permet de conserver l'or-
thogonalit�e lorsqu'on discr�etise la formulation variationnelle.

2.4.5 Autres d�ecomp ositions conformes

Dans [68], les auteurs proposent deux d�ecompositions conformesde X 0
E :

� La premi�ere d�ecomposition propos�eeest non-orthogonale,et consiste�a �ecrire :

X 0
E = X 0 ; R

E � grad S, o�u : S = vectf � j ' P
D ; j g;

� j �etant une fonction de troncature (voir la d�e�nition 1.1) telle que � j ' P
D ; j 2 H 1

0 (! )nH 2(! ) et
�( � j ' P

D ; j ) = 0 dans un voisinagedu coin rentrant Oj .
Le champ �electrique E0 sed�ecomposealors de la fa�con suivante :

E0 = E0 ; R +
NcrX

i =1

ai grad ( � j ' P
D ; j ) avec E0 ; R 2 X 0 ; R

E :

On a grad ( � j ' P
D ; j ) = xP

j au voisinagedu coin rentrant Oj . Soit a 2 RNcr tel que : 8i , ( a ) i = ai .
Posons8i , vi = �( � i ' D ; i ).

Prop osition 2.48 Le probl�eme(2.6)-(2.7) est �equivalent�a la formulation variationnel le suivante :
Trouver E0 ; R 2 X 0 ; R

E et a 2 RN tels que :

A 0( E0 ; R ; F ) +
NcrX

i =1

ai ( vi ; div F )0 = L 0( F ) � A 0( e ; F ) ; 8 F 2 X 0 ; R
E ;

( div E0 ; R ; vj )0 +
NcrX

i =1

ai ( vi ; vj )0 = ( g ; vj )0 � ( div e ; vj )0 ; 8 j 2 f 1; :::; Ncr g:

D�emonstra tion. Reprendre la d�emonstration de la proposition 2.45, en utilisant (1.4).
�

Commela d�ecomposition estnon orthogonale,notonsqu'il existeun couplageentre parties r�eguli�ere
et singuli�ere.Dans cette m�ethode, on a besoinde connâ�tre seulement lesv j = �( � j ' D ; j ) pour cal-
culer la partie r�eguli�eredu champ �electriqueE 0 ; R et lescoe�cien ts desingularit�e ai . L'inconv�enient
de cette m�ethode est que lorsqu'on discr�etise la formulation variationnelle, il faut approcher la fonc-
tion de troncature, qui varie entre z�ero et un, et dont les d�eriv�eessecondespeuvent prendre des
valeurs tr �es�el�ev�ees.

� La seconded�ecomposition propos�ee est orthogonale, et consiste �a �ecrire : X 0 ; S
E sous la forme :

X 0 ; S
E = vectf xH L

i g, o�u 8i 2 f 1; :::; Ncrg, x H L
i est tel que : xH L

i = exH L
i + xP

i , avec exH L
i 2 H 1(! ).
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La partie r�eguli�ere du champ �electrique est bien sûr la même que pour la MCSO et le champ
�electrique E0 sed�ecomposede la fa�con suivante :

E0 = bE0 +
NcrX

i =1

bi xH L
i :

Soit b 2 RNcr tel que : 8i , b i = bi .

Prop osition 2.49 Le probl�eme(2.6)-(2.7) est �equivalent�a la formulation variationnel le suivante :
Trouver bE0 2 X 0 ; R

E et b 2 RN tels que :

A 0( bE0 ; F ) = L 0( F ) � A 0( e ; F ) ; 8 F 2 X 0 ; R
E ;

XH L b = � H L ;

avec XH L 2 RNcr � Ncr telle que :

8 i ; j 2 f 1; :::; Ncr g; X i;j
H L = ( xH L

i ; xH L
j )X 0

E
=� ;

et :
8 i 2 f 1; :::; Ncr g; � i

H L = � i
H L :=

�
(g0 ; div xH L

i )0 + (f 0 ; rot xH L
i )0

�
=� :

Pour approcher lesbi , il faut auparavant calculer lesexH L
i . Lesauteurs r�esolvent le probl�emesuivant :

8i , trouver exH L
i 2 H 1(! ) tel que :

A 0( exH L
i ; F ) = 0; 8 F 2 X 0 ; R

E ;

exH L
i : � j@! = � xP

i : � j@! :

Ainsi, num�eriquement, l'orthogonalit �e discr�ete est conserv�ee. Notons que le calcul des coe�cien ts
de singularit�e ci que nous proposonspour la MCSO est plus pr�ecis.En e�et, nous utilisons le fait
que div xS

i = sD ; i et rot xS
i = sN ; j pour calculer X et � : il n'est pas n�ecessairede connâ�tre les

exS
i . Au contraire, dans [68], XH L et � H L ne peuvent être obtenus qu'apr�esavoir calculer les exH L

i ,
et les avoir d�eriv�es. Pour am�eliorer le calcul de XH L et � H L , il faut donc connâ�tre les rot x H L

i et
div xH L

i directement. Soient ( � i ; j ) i;j 2f 1 ;:::; Ncr g les coe�cien ts de la matrice inversede X : 8i ; j ,
� i ; j = ( X � 1 ) i ; j . On a la proposition suivante :

Prop osition 2.50 8 i 2 f 1; :::; Ncr g, xH L
i 2 X 0 ; S

E satisfait le probl�eme suivant :

div xH L
i =

NcrX

j =1

� i ; j sD ; j , dans ! ;

rot xH L
i =

NcrX

j =1

� i ; j sN ; j , dans ! :

(2.65)

D�emonstra tion. Soit i 2 f 1; :::; Ncr g. Comme xH L
i 2 X 0 ; S

E , on peut le d�ecomposer dans la
basedesxS

j de la fa�con suivante :

xH L
i := exH L

i + xP
i =

NcrX

j =1

� i ; j xS
j , o�u 8 j ; � i ; j 2 R ;
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de sorte quexH L
i satisfasseles�equations(2.65). D�eterminonsles� i ; j . En identi�an t partie r�eguli�ere

et partie singuli�ere, on obtient que :

exH L
i =

NcrX

j =1

� i ; j exS
j , et : xP

i =
NcrX

j =1

� i ; j
NcrX

k=1

� j;k xP
k =

NcrX

k=1

0

@
NcrX

j =1

� i;j � j;k

1

A xP
k :

A�n de satisfaire l' �egalit�e sur les parties singuli�eres,on doit avoir : 8 k,
NcrX

j =1

� i ; j � j;k = � i;k .

Soit XH L 2 RNcr � Ncr la matrice descoe�cien ts � i ; j : 8 i ; j , X i ; j
H L = � i ; j . Il s'agit alors de r�esoudre

le syst�eme lin�eaire : XH L X = INcr , o�u INcr est la matrice identit �e de RNcr � Ncr . Comme X est
inversible, il existe une unique solution telle que : XH L = X � 1.

�

Dans [63], E. Garcia proposeles deux d�ecompositions conformesnon-orthogonales.
Posons8 i , xN

i = rot ' N ; i et xD
i = � grad ' D ; i .

8 i , xD
i 2 X 0

E est tel que : div xD
i = sD ; i , et rot xD

i = 0; et xN
i 2 X 0

E est tel que : div xN
i = 0, et

rot xN
i = sN ; i .

� La premi�ere d�ecomposition est la suivante : X 0
E = X 0 ; R

E � vectf xD
i g. Le champ �electrique E0

s'�ecrit alors ainsi :

E0 = E0 ; D +
NcrX

i =1

aD
i xD

i avec E0 ; D 2 X 0 ; R
E :

On a alors la proposition suivante :

Prop osition 2.51 Le probl�eme(2.6)-(2.7) est �equivalent�a la formulation variationnel le suivante :
Trouver E0 ; D 2 X 0 ; R

E et ( aD
i ) i =1 ;:::;Ncr 2 RNcr tels que :

A 0( E0 ; D ; F ) +
NcrX

i =1

aD
i ( sD ; i ; div F )0 = L 0( F ) � A 0( e ; F ) ; 8 F 2 X 0 ; R

E ;

( div E0 ; D ; sD ; j )0 +
NcrX

i =1

aD
i � i ; j

D = � j
D ; 8 j 2 f 1; :::; Ncr g:

La d�emonstration est similaire �a celle de la proposition 2.4.5.
� La seconded�ecomposition est la suivante : X 0

E = X 0 ; R
E � vectf xN

i g. Le champ �electrique E0

s'�ecrit alors ainsi

E0 = E0 ; N +
NcrX

i =1

aN
i xN

i avec E0 ; N 2 X 0 ; R
E :

On a alors la proposition suivante :

Prop osition 2.52 Le probl�eme(2.6)-(2.7) est �equivalent�a la formulation variationnel le suivante :
Trouver E0 ; N 2 X 0 ; R

E et ( aN
i ) i =1 ;:::;Ncr 2 RNcr tels que :

A 0( E0 ; N ; F ) +
NcrX

i =1

aN
i ( sN ; i ; rot F )0 = L 0( F ) � A 0( e ; F ) ; 8 F 2 X 0 ; R

E ;

( rot E0 ; N ; sN ; j )0 +
NcrX

i =1

aN
i � i ; j

N = � j
N ; 8 j 2 f 1; :::; Ncr g:
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La d�emonstration est similaire �a celle de la proposition 2.4.5.
Apr �esavoir obtenu E0;D (r esp: E0;N ), la calcul desparties r�eguli�eresdesx D

i (r esp: xN
i ) sefait

num�eriquement par d�erivation despotentiels associ�es e' D ; i (r esp: e' N ; i ). Les fonctions de basede
� D ; N sont obtenuespar la m�ethode Dirichlet-Neumann. On am�eliore l'approximation obtenue en
utilisant une projection L 2, ce qui est moins pr�ecis que l'approche que nous proposonsdans la
proposition 2.46.

2.4.6 R�egularit �e dans les espaces singuliers conformes

�Etudions la r�egularit�e de bE0 +
NcrX

i =1

ci ex0
i = eE0. Le th�eor�eme suivant sed�eduit directement du

th�eor�eme2.31 :

Th �eor �eme 2.53 Supposons que pour � > 0, tel que 2� � 1 � � > 0, f , g 2 H 2� � 1� � (! ), et

e 2 H 2� � 1=2� � (! ). Alors bE0 +
NcrX

i =1

ci ex0
i 2 H 2� � � (! ).

Cependant bE0 et les ex0
i ne sont pas toujours individuellement dans H 2� � � (! ). En e�et :

Th �eor �eme 2.54 Soit i 2 f 1; : : : ; Ncr g. Lorsque� � 2=3, ex0
i 2 H 2� � � (! ), mais lorsque� > 2=3,

ex0
i 62H 2� � � (! ).

D�emonstra tion. D'apr�es [67] (p. 7, thm. 1.2.18), les sD ; i et sN ; i appartiennent �a H 1� � � � (! ),
pour tout � > 0 tel que 1� � � � > 0. Or, on a l'inclusion H 1� � � � (! ) � H 2� � 1� � (! ) si et seulement
si :

1 � � � � � 2� � 1 � � ( ) � � 2=3:

�
Ainsi, lorsque les coins rentrants sont d'angles plus petits que 3� =2, les ex0

i et bE0 ne sont pas
individuellement dans H 2� � � (! ). Cependant, il y a compensation desparties moins r�eguli�eresdes
ex0

i et de bE0. Nous verrons que num�eriquement, dans le cas statique, la m�ethode du compl�ement
singulier orthogonale donne les mêmesr�esultats que la � -approche, quelquessoient les anglesdes
coins rentrants.

Est-il possiblede construire une basesinguli�ere conforme dans X 0
E qui soit dans H 2� � � (! ) ?

Consid�erons le casd'un unique coin rentrant. Soient w S et vS dans X 0
E tels que :

8
<

:

div w S = sD dans ! ;

rot w S = 0 dans ! ;
et

8
<

:

div vS = 0 dans ! ;

rot vS = sN dans ! ;
(2.66)

w S engendreW S
E et vS engendreV S

E . D'apr�esF. Assouset al. [9], on a localement :

vS =
X

n� 1

Bn r n� � 1

0

@
sin( n � � )

cos( n � � )

1

A +
X

n�� 1

An r n� +1

0

B
B
@

n �
4n � + 4

sin( n � � )

n � + 2
4n � + 4

cos( n � � )

1

C
C
A :

La sommesur les ( Bn )n� 1 est une solution homog�enede (2.66), et par construction, les ( A n )n�� 1

sont localement tels que : sN =
P

n�� 1 An r n � cos( n � � ), avec A � 1 = 1.
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Comme v S = ev + � N xP , avec ev 2 H 1(! ), on a : B1 = � �� N . D�ecomposonsev ainsi :

ev = ev+ + ev � avec : ev � = r 1� �

0

B
B
@

�
� 4� + 4

sin( � � )

� � + 2
� 4� + 4

cos( � � )

1

C
C
A :

Le terme le plus singulier de ev+ est en r 2� � 1, ainsi on a toujours ev+ 2 H 2� � � (! ). En revanche,
lorsque � > 2=3, ev � 62H 2� � � (! ).
Pour d�eterminer w S, on part de la formule de repr�esentation sD =

P
n�� 1

�An r n � sin( n � � ), avec
�A � 1 = � 1. On sait que : w S = ew + � D xP , avec ew 2 H 1(! ). Une solution particuli �ere du second

syst�emed'�equations de (2.66) est :
X

n�� 1

�An r n� +1

0

B
B
@

n � + 2
4n � + 4

sin( n � � )

n �
4n � + 4

cos( n � � )

1

C
C
A .

Ainsi, localement, on a :

w S =
X

n� 1

�Bn r n� � 1

0

@
sin( n � � )

cos( n � � )

1

A +
X

n�� 1

�An r n� +1

0

B
B
@

n � + 2
4n � + 4

sin( n � � )

n �
4n � + 4

cos( n � � )

1

C
C
A ;

avec �B1 = � � � D . D'o�u :

ew = ew+ + ew � avec : ew � = � r 1� �

0

B
B
@

� � + 2
� 4� + 4

sin( � � )

�
� 4 � + 4

cos( � � )

1

C
C
A :

Le terme le plus singulier de ew+ est en r 2� � 1, ainsi ew+ 2 H 2� � � (! ) 8� > 0, et pour � > 2=3,
ew � 62H 2� � � (! ). D'apr�es [67] (thm. 1.2.18), on a : ew 2 H 2� � � � (! ), d'o�u :

8 � � 2=3; 8� > 0j 2� � � � 1 > 0; ev ; ew 2 H 2� � � (! ) ;
8 � > 2=3; 8� > 0j 1 � � � � > 0; ev ; ew 2 H 2� � � � (! ) :

Soit x 2 X 0
E nX 0 ; R

E , tel que : x = w S + a� vS, a� 2 R. On souhaite d�eterminer a� de sorte que
x 2 H 2� � � (! ). Pour cela, il faut �eliminer le terme en r 1� � , c'est-�a-dire choisir a� tel que :

8
>>><

>>>:

�
� 4 � + 4

� a�
� � + 2

� 4� + 4
= 0;

� � + 2
� 4� + 4

� a�
�

� 4 � + 4
= 0:

Le syst�eme est compatible si et seulement si � = 1, ce qui contredit � < 1 qui est l'hypoth�esede
d�epart pour le cas d'un coin rentrant. Ainsi, lorsque � > 2=3, il est impossiblede cr�eer une base
de X 0

E nX 0 ; R
E dont la partie r�eguli�ere soit dans H 2� � � (! ). On a le corollaire imm�ediat suivant :

Corollaire 2.55 Soit i 2 f 1; :::; Ncr g. Alors ex i 2 H 2 � � � � (
) .
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2.4.7 Conclusions sur la m�etho de du compl �ement singulier

La � -approche est une nouvelle m�ethode de d�ecomposition de X 0
E non-conforme,et dont l'ori-

ginalit �e par rapport au travail de C. Hazard et S. Lohrengel [68] reposesur le fait qu'on ne requiert
pas de fonction de troncature. Celle-ci est remplac�eepar une condition aux limites non-homog�ene.
L'in t�er̂et de la � -approche pour la MCSO, qui est incontournable si on veut traiter le casinstation-
naire, est qu'elle permet de calculer une meilleure approximation des x S

i que l'approximation par
d�erivation despotentiels.

Pour les probl�emesquasi-statiques, la � -approche et la MCSO sont identiques. Elles donnent
des r�esultats num�eriquescomp�etitifs en terme de pr�ecision (voir le chapitre 6), et se g�en�eralisent
au casde pointes coniques�a baser�eguli�ere [63]. Dans les domainestridimensionnels g�en�eraux, les
singularit�es �electromagn�etiques sont di�cilemen t discr�etisables, les singularit�es de coin et d'arête
�etant li�eesentre elles [52]. N�eanmoins,dans le cas d'un ouvert prismatique [42], ainsi que dans le
casd'un domaineaxisym�etrique [76], on peut adapter cesm�ethodesen utilisant une d�ecomposition
en s�erie de Fourier (voir la section 8.6).

Dans le casd�ependant du temps, on n'a plus les mêmesr�esultats de r�egularit�e pour la MCSO,
car on ne sait pas si les parties de r�egularit�e H 1� � � � (! ) de eE0 et de

P
i ci exS

i se compensent.
Cependant, pour am�eliorer la pr�ecision, on peut faire les calculs en exprimant explicitement les
termes en r 1� � .

2.5 Champ �electrique 2D : la r �egularisation �a poids

Dans cette section,nouspr�esentons essentiellement les r�esultats obtenus par M. Costabel et M.
Dauge dans [53] dans le cas harmonique. Nous avons vu que lorsque ! est non convexe, l'espace
X 0

E \ H 1(! ) est ferm�e et strictement inclus dans X 0
E , ce qui implique que la solution du probl�eme

discr�etis�e par les �elements �nis de Lagrange Pk dans l'espaceX 0
E ne converge pas vers la bonne

solution. D'autre part, dans l'espaceX E , la condition aux limites tangentielle est naturelle, mais
pas essentielle, ce qui limite en pratique la vitessede convergencede la solution discr�etis�ee.L'id �ee
est de d�eterminer un espaceinterm�ediaire X , danslequel la condition aux limites tangentielle est es-
sentielle, et tel queX \ H 1(! ) soit densedansX (a�n d'obtenir la convergencedes�el�ements �nis de
Galerkin dansX ). On s'int�eresseaux espacesX de la forme : X = f u 2 H 0(rot ; ! ) : div u 2 V g.
La forme bilin �eaire associ�ee �a cet espacepour la r�esolution de (2.6)-(2.7) est la suivante :

A X : X � X ! R

( E ; F ) 7! ( div E ; div F )V + ( rot E ; rot F )0;

o�u ( : ; : )V est le produit scalairedans V .
La formulation variationnelle de (2.1)-(2.3) dans X s'�ecrit (FVX) : Trouver E 0 2 X tel que :

8 F 2 X ; A X ( E0 ; F ) = ( g0 ; div F )V + ( f 0 ; rot F )0:

Nous voulons d�eterminer les espacesV tels que :
- il existe une solution unique �a (FVX), qui soit �equivalente �a (2.1)-(2.3) ;
- X \ H 1(! ) soit densedans X .

2.5.1 Condition pour obtenir la coercivit �e

Pour appliquer le th�eor�emede Lax-Milgram �a (FVX), il faut rendre A X coercitive sur X . D'une
part, V doit être un espacede type L 2. D'autre part, comme les �el�ements de H 0(rot ; ! ) sont �a
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divergencedans H � 1(! ), on cherche V � H � 1(! ). Pour des raisons pratiques, on limite le choix
aux espaces�a poids de la forme : V =

�
u 2 L 2

loc(! ) : w u 2 L 2(! )
	

, o�u w 2 C1 (! ; R+ ) est
born�e dans �! . A priori V contient L 2(! ) : L 2(! ) � V � H � 1(! ). Le produit scalaire dans V
s'�ecrit :

( u ; v )0 =
Z

!
w2 u v d! , et la norme correspondante est : jj u jj V =

� Z

!
w2 u2 d!

� 1=2

.

Prop osition 2.56 Lorsquel'inje ction de X dans L 2(! ) est compacte, la norme du graphedans X
est �equivalente�a la semi-norme. La norme dans X est alors d�e�nie ainsi :

jj u jjX =
�

jj rot u jj2
0 + jj div u jj2

V

� 1=2
: (2.67)

D�emonstra tion. On proc�edepar l'absurde. Soit ( u n )n une suite de X telle que : j un jrot ;div ! 0
et jj un jj0 = 1, c'est-�a-dire :

div un ! 0 dans V ;
rot un ! 0 dans L 2 :

La suite ( un )n �etant born�eedans X , et l'injection de X dans L 2(! ) �etant compacte, il existe une
sous-suite,encorenot�ee( un )n de X qui convergedansL 2(! ). Soit u sa limite. On a la convergence
forte de ( un )n vers u dans L 2(! ) �a causede l'injection compacte. On en d�eduit que jj u jj 0 = 1.
En utilisant les formules d'in t�egration par parties classiques,les conditions aux limites homog�enes
et par passage�a la limite et unicit �e de celle-ci, on a :

< div u ; � > D 0;D = �
Z

!
u : grad � d! = � lim

n! + 1

Z

!
un : grad � d!

= � lim
n! + 1

Z

!
div un � d! = 0; 8� 2 D(! ) ;

< rot u ; � > D 0;D =
Z

!
u : rot � d! = lim

n! + 1

Z

!
un : rot � d!

= � lim
n! + 1

Z

!
rot un � d! = 0; 8� 2 D(! ) :

Ainsi, rot u = 0 et div u = 0 dansX . D'apr�es[65], la trace tangentielle est continue dansH (rot ; ! ).
Comme un : � j@
 = 0, on en d�eduit que : u : � j@
 = 0. Ainsi, u 2 H 0(rot 0; ! ), et donc d'apr�es la
proposition 1.3, il existe un unique � 2 H 1

0(! ) tel que grad � = u. Comme � � = div u = 0, alors
� = 0, et donc jj u jj0 = 0, ce qui contredit l'hypoth�esede d�epart.

�
En pratique, cela permet d'obtenir la coercivit �e de la forme bilin �eaire A X , qui est alors le produit
scalaire dans X . D�eterminons V tel que l'injection de X dans L 2(! ) soit compacte. Pour cela,
consid�erons la d�ecomposition de Helmholtz suivante :

Lemme 2.57 On peut d�ecomposer X sousla forme : X = V E
?
� W , o�u :

W = f u : = grad u , u 2 � V g avec � V =
�

u 2 H 1
0(! ) : � u 2 V

	
;

ce qui s'�ecrit aussi : W =
�

u 2 H 0(rot 0; ! ) : div u 2 V
	

.

D�emonstra tion. Cette d�ecomposition correspond �a la d�ecomposition de Helmholtz (2.17) de
X 0

E : consid�eronsF 2 X . Alors F = F N + FD , o�u :
- FN = rot � N , � N satisfaisant (2.16), avec la donn�eerot F 2 L 2

0(! ) ;
- FD = � grad � D , � D satisfaisant : Trouver � D 2 H 1

0(! ) tel que : � � � D = div F dans V .
�

L'injection de V E dans L 2(! ) est compacte[8]. Comment obtenir l'injection compactede W dans
L 2(! ) ? Montrons les propri �et�essuivantes :
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Prop osition 2.58 Si l'inje ction de V dans H � 1(! ) est compacte, alors l'inje ction de W dans
L 2(! ) l'est aussi.

D�emonstra tion. Comme V �� H � 1(! ), alors � V �� H 1(! ), d'o�u W �� L 2(! ).
�

Des propositions 2.56 et 2.58, on d�eduit le th�eor�emesuivant :

Th �eor �eme 2.59 Si l'inje ction de V dans H � 1(! ) est compacte, alors (2.6)-(2.7) est �equivalent �a
(FVX).

D�emonstra tion. D'apr�es la proposition 2.58, l'injection compacte de V dans H � 1(! ) permet
d'obtenir l'injection compacte de W dans L 2(! ), et donc d'apr�es la proposition 2.56, A X est
coercitive. L' �equivalence entre le syst�eme d'�equations (2.6)-(2.7) et la formulation variationnelle
(FVX) semontre de la mêmefa�con que la proposition 2.23et n�ecessitela d�ecomposition du lemme
2.57.

�
En conclusion,a�n d'obtenir l' �equivalenceentre la norme du graphe et la semi-norme(2.67) dans
X , et donc la coercivit �e de A X , on cherche V tel que l'injection de V dans H � 1(! ) soit compacte.
Nous allons maintenant voir sousquellesconditions sur V l'espaceX \ H 1(! ) est densedans X .

2.5.2 Condition pour obtenir la densit �e des �el�ements �nis

Nous avons vu qu'il existe une d�ecomposition de Helmholtz de X . On peut aussi d�ecomposer
les �el�ements de X en une partie H 1-r�eguli�ere et une partie qui n'est pas H 1.

Th �eor �eme 2.60 On a la d�ecomposition suivante :

X = X 0 ; R
E � W := X 0 ; R

E � grad � V :

D�emonstra tion. Soit u 2 X . D'apr�es le lemme 2.57, il existe � u 2 � V et v 2 V E tels que :
u = v + grad � u . D'apr�es [18], comme v 2 V E , il existe u0 2 X 0 ; R

E et � v 2 � D tels que :
v = u0 + grad � v . Or � D � � V . En posant � = � u + � v , on a donc :

u = u0 + grad � , avec u0 2 X 0 ; R
E et � 2 � V soit : grad � 2 W :

�
Pour avoir la densit�e desfonctions r�eguli�eresdansX , on cherche �a avoir X 0 ; R

E densedansX . Pour
cela, d'apr�es la d�ecomposition du th�eor�eme2.60, il nous faut la densit�e de X 0 ; R

E dans W . Ceci est
possiblesi � V \ H 2(! ) est dense� V . Notons que : � V \ H 2(! ) = � R

D := f � 2 H 2(! ) j � j@! = 0g.
Plus pr�ecisement, on a le th�eor�eme fondamental suivant qui est un corollaire de la d�ecomposition
du th�eor�eme2.60 :

Th �eor �eme 2.61
1) Si � R

D est densedans � V pour la norme du graphe, alors X 0 ; R
E est densedans X .

2) � R
D est ferm�e dans � V si et seulementsi X 0 ; R

E est ferm�e dans X .

3) � V � � R
D si et seulementsi X = X 0 ; R

E .
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Dans le secondcas, bien sûr si � R
D est di� �erent de � V , on ne peut pas approcher la solution de

(FVX) par les �el�ements �nis, car on ne capte pas la partie singuli�ere du champ. Le dernier cas
correspond �a un domaine ! convexe, car � V \ H 2(! ) = � V , il n'y a pas de singularit�e. Nous
sommesint�eress�espar le premier cas.On selimite aux poids de la forme w = r 
 , o�u 
 > 0 et l'on
pose: V = V 0


 , d�e�ni par (1.8). V 0

 peut sed�e�nir ausside la fa�con suivante :

V 0

 =

�
u 2 D0(! ) : u 2 L 2(! n! c) et r 
 u 2 L 2(! c)

	
;

o�u ! c est un voisinagedonn�e du coin rentrant inclus dans ! . On �ecrira le produit scalairedans V 0



ainsi :

8 u ; v 2 V 0

 ; ( v ; u )0 ; 
 =

Z

!
r 2
 u v d! (2.68)

Lorsque 
 > 1, la condition V 0

 � H � 1(! ) n'est plus respect�ee.La valeur limite de 
 est donc 1.

Soit X 0
E ; 
 l'espacevectoriel suivant : X 0

E ; 
 =
�

u 2 H 0(rot ; ! ) : div u 2 V 0



	
.

Consid�erons � 
 = f � 2 H 1
0(! ) : � � 2 V 0


 g. D'apr�es le th�eor�eme 2.60, X 0
E ; 
 = X 0 ; R

E � W 
 ,
o�u W 
 = grad � 
 .
PosonsX E ; 
 = f u 2 H (rot ; ! ) : div u 2 V 0


 ; u� 2 L 2(@! ) g. On appeleraA 
 la forme bilin �eaire
suivante :

A 
 : X E ; 
 � X E ; 
 ! R

( E ; F ) 7! ( div E ; div F )0 ; 
 + ( rot E ; rot F )0:

A 
 restreinte �a X 0
E ; 
 � X 0

E ; 
 est coercitive, �a condition qu'on obtienne l' �equivalenceentre la norme
du graphe et la semi-normedans X 0

E ; 
 . A 
 d�e�nit alors le produit scalairedans X 0
E ; 
 .

2.5.3 Choix du poids

Prop osition 2.62 L'inje ction de V 0

 dans H � 1(! ) est compacte si et seulementsi 
 < 1.

D'apr�es le th�eor�eme 2.59, cette premi�ere condition sur 
 entra �̂ne la coercivit �e de A 
 . Notons que
lorsque 
 = 1, X 0

E ; 
 ' H 0(rot ; ! ). Or l'injection de H 0(rot ; ! ) dans L 2(! ) n'est pas compacte.
Concernant la condition sur 
 pour avoir la densit�e de � R

D dans � 
 , int�eressons-nousau r�esultat
suivant :

Prop osition 2.63 Quel que soit 
 , les fonctions C1 ( �! ) �a trace nulle sur @! sont densesdans
V 2


 \ H 1
0(! ).

Le th�eor�emefondamental suivant nous donne les valeurs de 
 telles que � 
 � V 2

 :

Th �eor �eme 2.64 Pour tout 
 tel que : 1 � � < 
 � 1, l'op�erateur � est un isomorphisme de
V 2


 \ H 1
0(! ) dans V 0


 . De plus, H 2(! ) \ H 1
0(! ) est densedans � 
 .

Lorsque 
 v�eri�e l'encadrement du th�eor�eme,pour tout u 2 V 0

 , il existe donc une unique solution

dans V 2

 \ H 1

0 (! ) au probl�eme:

Trouver � 2 H 1
0 (! ) tel que � � � = u dans ! :

D'apr�es la proposition 2.63, on obtient ainsi la densit�e des fonctions r�eguli�eres dans � 
 , et par
cons�equent, la densit�e de X 0

E ; 
 \ H 1(! ) dans X 0
E ; 
 .

Le poids 
 doit donc v�eri�er :
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1 � � < 
 < 1.

Remarque 2.65 Lesexp�eriencesnum�eriquescon�rment le fait quelorsque
 � 1� � , on ne capte
plus les singularit�es du champ �electrique.

Prop osition 2.66 Le probl�eme(2.6)-(2.7) est �equivalent�a la formulation variationnel le suivante :
Trouver E0


 2 X 0
E ; 
 tel que :

8F 2 X 0
E ; 
 ; A 
 ( E0


 ; F ) = L 
 ( F ) � A 
 ( e ; F ); (2.69)

o�u L 
 est la forme lin�eaire suivante :

L 
 : X 0
E ; 
 ! R

F 7! ( g ; div F )0;
 + ( f ; rot F )0:

On remarque que cette formulation variationnelle est similaire �a (2.43), au produit scalaire de la
divergencepr�es.Ainsi, la discr�etisation de (2.69) et celle de (2.43) seront analogues.

En pratique, la convergencedes�el�ements �nis est d'autant meilleure que 
 est proche de 1, mais
la norme sur la divergenceest moins bonne. On choisira donc 
 ' 0:95 dans les tests num�eriques.

Remarques 2.67 Cette m�ethode consiste �a relaxer la condition sur la divergence, ce qui permet
de contrer les singularit�es du champ �electrique, de type grad ' S

D , qui d�erivent des singularit�es
primales du Laplacien. El le se transposeais�ement au probl�eme tridimensionnel. D'apr �es M. Dauge
(communication priv�ee), la m�ethode �a poids peut s'appliquer au probl�eme quasi-magn�etostatique.

2.5.4 Cas o�u il existe plusieurs coins rentran ts

Lorsqu'il existe plusieurs coins rentrants, on consid�ere l'espace V 0

 , o�u 
 est le multi-indice

f 
 1 ; :::; 
 Ncr g, tel que :

V 0

 = f u 2 L 2

loc(! ) : 8 i 2 f 1; :::; Ncr g;
NcrY

i =1

r 
 i
i u 2 L 2(! ) g: (2.70)

Le produit scalaireassoci�e s'�ecrit ainsi :

8 u ; v 2 V 0

 ; ( u ; v )0 ; 
 =

Z

!

NcrY

i =1

r 2
 i
i u v d! :

En pratique, chaque 
 i doit être tel que : 1 � � i < 
 i < 1.

2.6 Milieux inhomog �enes

Les m�ethodesde r�esolution que nous avons pr�esent�e concernent les milieux homog�enes.Que se
passet-il si " varie? Posons:

H (div "; ! ) := f u 2 L 2(! ) : div ("E) 2 L 2(! )g, et
X E;" := f u 2 H (rot ; ! ) \ H (div "; ! ) : u� 2 L 2(@! )g:
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Supposonsque" soit constante par morceaux: ! est compos�e de J sous-domaines! 1; :::; ! J tels que
"(x) = " j > 0 dans ! j . Si les interfacespr�esentent descoins rentrants, le champ �electromagn�etique
est singulier au voisinage de ces points singuliers. Dans [55], M. Costabel et al. font l' �etude de
cessingularit�es.Notons en particulier que la partie r�eguli�ere du champ peut être beaucoupmoins
r�eguli�ere que dans le cashomog�ene,mêmeavec desdonn�eestr �esr�eguli�eres.D'apr�esS. Lohrengelet
S. Nicaise[79], si J < 3, leschamps r�egulierspar morceauxsont densesdansX E;" . Ce r�esultat per-
met de g�en�eraliser la m�ethode avec conditions aux limites naturelles et la m�ethode du compl�ement
singulier �a certains milieux composites. Pour la discr�etisation, d�etaill�ee par F. Assouset al. dans
[11], il faut ajouter desconditions de saut �a l'in terfacedu domaine.Lesvaleursdu champ �electrique
sont alors doubl�eesaux noeudsde l'in terface.

2.7 Conclusion

Nous avons pr�esent�e cinq m�ethodesde r�esolution de (2.1)-(2.3) :

M �etho de des poten tiels : Calcul indirect du champ �electrique, par d�erivation despotentiels.
� C. L. naturelles E � = � grad � D + rot � N .
� C. L. essentielles E � 0 = � grad � 0

D + rot � 0
N + e.

M �etho de avec C. L. naturelles : Calcul du champ �electrique E nat , dans X E .

� -appro che : Calcul du champ �electrique, dans X 0 ; R
E � vect(xP

i ).
� C. L. essentielles, E � = eE0 + e� +

P
i � i xP

i .

MCSO : Calcul du champ �electrique, dans X 0 ; R
E

?
� vect(xS

i ).
� C. L. essentielles, E? = bE0 + e +

P
i ci xS

i .

M �etho de �a poids : Calcul du champ �electrique, dans X 0
E ; 
 .

� C. L. essentielles, E 
 = E0

 + e d�epend du poids 
 choisi.

� La m�etho de des poten tiel consiste�a d�eriver le champ �electrique �a partir despotentiels de la
d�ecomposition de Helmholtz, calcul�espar les�el�ements �nis de Lagrangecontinus Pk . Cette m�ethode
est la plus ancienne.Le champ ainsi approch�e �etant Pk� 1 discontinu composante par composante,
cette m�ethode est moins pr�eciseque les trois autres m�ethodes, pour lesquelson calcule directe-
ment le champ �electrique. Cette m�ethode sert de r�ef�erencepour v�eri�er les m�ethodes directes. La
discr�etisation de cette m�ethode fait l'ob jet de la section 4.3.
� La m�etho de avec conditions aux limites naturelles est la plus simple �a mettre en oeuvre
et setransposeais�ement au probl�emetridimensionnel, mais elle manquede pr�ecisionquant �a l'ap-
proximation de la condition aux limites de conducteur parfait. La discr�etisation de cette m�ethode
fait l'ob jet de la section 4.6.
� La � -appro che donne d'excellents r�esultats num�eriques, mais elle ne se g�en�eralise pas �a tous
les probl�emestrimensionnels, et ne s'applique pas au cas instationnaire. La discr�etisation de cette
m�ethode fait l'ob jet de la section 4.8 .
� La MCSO est �equivalente �a la � -approche dans le casquasi-�electrostatique, et s'applique au cas
instationnaire. Nous avons montr �e comment utiliser la � -approche pour obtenir une approximation
plus pr�ecisedu compl�ement singulier orthogonal que lesapproximations propos�eesdans [9, 63, 68].
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Cette m�ethode promet desr�esultats comp�etitifs en terme de pr�ecisiondans le casprismatique. La
discr�etisation de cette m�ethode fait l'ob jet de la section 4.9.

Pour programmer ces deux m�ethodes, il faut approcher les singularit�es du Laplacien, ce qui
complexi�e la programmation. La discr�etisation de cescalculs est d�etaill�ee dans la section 4.4
� La m�etho de �a poids est la m�ethodequi serapprochele plus des�el�ements �nis d'arêtes(rappelons
que pour 
 = 1, X 0

E;
 = H 0(rot ; ! )). Cette m�ethode donne d'excellents r�esultats num�eriques,mais
dans une norme plus faible que la norme de X 0

E . Notons qu'elle a l'avantage d'être facilement
g�en�eralisable au probl�eme tridimensionnel, et qu'elle seprogramme ais�ement. La discr�etisation de
cette m�ethode fait l'ob jet de la section 4.10.
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Chapitre 3

Le probl �eme statique 2D mixte
contin u

Lorsqu'on veut r�esoudrele probl�emed�ependant du temps,on doit conserver la relation @t � + div J = 0.
Apr �esdiscr�etisation, cette propri �et�e n'est plus exactement v�eri� �ee,notamment lorsquela densit�e de
charge� et le vecteurdensit�edecourant J sont cr�e�espar desparticules charg�ees(@t � h + div J h 6= 0).
A�n d'avoir un meilleur contr ôle de la divergenceau sensL 2

(
 ) (
) (conservation de la charge), on
ajoute donc commeinconnue au probl�emeun multiplicateur de Lagrangesur la divergence.

Nousrappelons�a la section17.1de la partie IV lesespacesfonctionnelsdesdi� �erentes m�ethodes
et les formesbilin �eairesassoci�ees.

3.1 Rapp el sur les multiplicateurs de Lagrange

Ca rappel s'applique aussi bien au probl�eme tridimensionnel qu'au probl�eme bidimensionnel.
Dans la perspective de traiter le probl�eme d�ependant du temps, nous allons intro duire un mul-
tiplicateur de Lagrange sur la divergencede E dans la formulation variationnelle du probl�eme
(2.1)-(2.3).

La condition div E = g est alors additionnellement prise en compte comme une contrain te.
X d�esigneral'un des espaces�etudi�es X E , X 0 ; R

E ou X 0
E ; 
 . Q d�esigneral'espacedu multiplicateur

de Lagrange, c'est-�a-dire L 2(! ) pour les espacesX E et X 0 ; R
E , et L 2


 (! ) pour l'espaceX 0
E ; 
 . Ces

espacessont d�e�nis dans la section 1.3.2 et dans le paragraphe 1.4. On consid�ere la formulation
variationnelle mixte suivante :
Trouver ( E ; p) 2 X � Q solution de :

A ( E ; F ) + B( F ; p) = L ( F ) 8 F 2 X ;
B( E ; q) = G( q) 8q 2 Q ;

(3.1)

o�u A est la forme bilin �eaire coercitive associ�ee �a X , L la forme lin�eaire associ�ee �a la formulation
variationnelle de (2.1)-(2.3) dans X .
B est la forme bilin �eaire continue suivante :

B : X � Q ! R
( F ; q) 7! ( div F ; q)Q ;

(3.2)

et G est la forme lin�eaire telle que :

G : Q ! R
q 7! ( g ; q)Q :

85
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D'apr�es [12] et [28], le probl�emeest bien pos�e si la condition inf-sup suivante est satisfaite :

Propri �et �e 3.1 Il existe une constante � > 0 telle que :

inf
q2 Q

sup
F 2 X

B( F ; q)
jj F jjX jj q jjQ

� �:

Nous allons montrer que la propri �et�e 3.1 est v�eri� �eepour lesespacesconsid�er�es,puis que la formu-
lation mixte est �equivalente �a la formulation variationnelle, c'est �a dire que p = 0 dans l'espaceQ.
Notons que ce qui suit se transposeautomatiquement au probl�emetridimensionnel.

3.2 Form ulation mixte 2D : CL naturelles

Consid�erons le probl�eme (3.1) avec X = X E . On a alors : A = A E et L = L E . Comme
div E 2 L 2(! ), on prend Q = L 2(! ), et l'on notera BE la forme bilin �eaire, et GE la forme lin�eaire
associ�ees:

BE : X E � L 2(! ) ! R
( F ; q) 7! ( div F ; q)0 ;

(3.3)

GE : L 2(! ) ! R
q 7! ( g ; q)0 :

(3.4)

Prop osition 3.2 Il existe une constante � E � 1 telle que :

inf
q2 L 2(! )

sup
F 2 X E

BE ( F ; q)
jj F jjX E jj q jj0

� � E :

D�emonstra tion. Soit q 2 L 2(! ). Consid�erons� 2 H 1
0 (! ) tel que � � � = q, et F = � grad � (voir

la section 2.2). Alors F 2 L 2(! ) est �a rotationnel nul, �a divergencedans L 2(! ), et v�eri�e F� = 0.
On en d�eduit que F 2 X E et que : BE ( F ; q) = jjdiv F jj2

0 = jj F jj2
X E

, et aussi : BE ( F ; q) = jj qjj2
0,

d'o�u : BE ( F ; q) = jj q jj0 jj F jjX E .
�

Th �eor �eme 3.3 Le probl�eme (2.1)-(2.3) est �equivalent �a la formulation variationnel le mixte sui-
vante :
Trouver ( E ; p) 2 X E � L 2(! ) tels que :

A E ( E ; F ) + BE ( F ; p) = L E ( F ) 8 F 2 X E ;

BE ( E ; q) = GE ( q) 8 q 2 L 2(! ):
(3.5)

D�emonstra tion. D'apr�es3.2, la condition inf-sup estsatisfaite. D'apr�esla section3.1, le probl�eme
(3.5) est donc bien pos�e et admet un unique couple ( E ; p) 2 X E � L 2(! ) solution.
Pour montrer que (3.5) est �equivalente �a (2.35), il faut alors prouver que p = 0. Soit F = � grad � ,
o�u : � 2 H 1

0(! ) est solution de � � � = p. La premi�ere �equation de (3.5) devient alors :

( div E ; p)0 + ( p; p)0 = ( g ; p)0:

D'apr�es la seconde�equation de (3.5), ( div E ; p)0 = ( g ; p)0, puisquep 2 L 2(! ).
D'o�u : jj p jj2

0 = 0, et p = 0 au sensL 2(! ).
�
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3.3 Form ulation mixte 2D : MCSO

Consid�erons le probl�eme(3.1) avec X = X 0
E . On a alors : A = A 0 et L = L 0.

Commediv E 2 L 2(! ), on prend Q = L 2(! ), et l'on notera B0 la restriction �a X 0
E � L 2(! ) de BE :

B0 : X 0
E � L 2(! ) ! R

( F ; q) 7! ( div F ; q)0 ;
(3.6)

GE d�e�nira la contrain te. D�ecomposonsE = bE0 +
NcrX

i =1

ci xS
i . Nous arrivons alors �a :

Th �eor �eme 3.4 Le probl�eme (2.6)-(2.7) est �equivalent �a la formulation variationnel le mixte sui-
vante :
Trouver ( bE0 ; p ) 2 X 0 ; R

E � L 2(! ) et ( ci ) i =1 ;:::;Ncr 2 RNcr tels que :

A 0( eE0 ; F ) + B0( F ; p) = L 0( F ) � A 0( e ; F) 8 F 2 X 0 ; R
E ;

�
NcrX

i =1

ci � i ; j + B0( xS
j ; p ) = � � j ; 8 j 2 f 1; :::; Ncr g:

B0( bE0 ; q) +
NcrX

i =1

ci B0( xS
i ; q) = GE ( q) � ( div e ; q)0 8 q 2 L 2(! ):

(3.7)

D�emonstra tion. X 0
E est un sousespacede X E , donc la condition inf-sup est veri� �eeautomati-

quement, puisque le champ F construit appartient toujours �a X 0
E . L' �equivalenceavec le probl�eme

(2.6)-(2.7) semontre de la mêmefa�con que pour le th�eor�eme (3.3).
�

Remarque 3.5 Dans [39], P. Ciarlet, Jr. et V. Girault donnent une autre preuvede la condition
inf-sup continue dans X 0

E en construisant un rel�evement de la condition aux limites normales,
utilis �e pour la preuvede la condition inf-sup discr�ete.

3.4 Form ulation mixte 2D : r �egularisation �a poids

Consid�erons le probl�eme (3.1) avec X = X 0
E ; 
 . On a alors : A = A 
 et L = L 
 . Comme

div E 2 L 2

 (! ), on prend Q = L 2


 (! ). On note B
 la forme bilin �eaire, et G
 la forme lin�eaire
associ�ees:

B
 : X 0
E ; 
 � L 2


 (! ) ! R
( F ; q) 7! ( div F ; q)0 ; 
 ;

(3.8)

G
 : L 2

 (! ) ! R

q 7! ( g ; q)0 ; 
 :
(3.9)

Prop osition 3.6 Il existe une constante � 
 � 1 telle que :

inf
q2 L 2


 (! )
sup

F 2 X 0
E ; 


B
 ( F ; q)
jj F jjX 0

E ; 

jj q jj0

� � 
 :
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D�emonstra tion. Soit q 2 L 2

 (! ). Consid�erons � 2 H 1

0(! ) tel que � � � = q. Comme L 2

 (! ) �

H � 1(! ) (voir la section2.5), il existeune unique solution � . PosonsF = � grad � . Alors F 2 L 2(! )
est �a rotationnel nul, �a divergencedans L 2


 (! ), et v�eri�e F� = 0. On en d�eduit que F 2 X 0
E ; 
 et

que : B
 ( F ; q) = jjdiv F jj0 ; 
 = jj F jjX 0
E ; 


.
�

Th �eor �eme 3.7 Le probl�eme (2.6)-(2.7) est �equivalent �a la formulation variationnel le mixte sui-
vante :
Trouver ( E0


 ; p ) 2 X 0
E ; 
 � L 2


 (! ) tels que :

A 
 ( E0

 ; F ) + B
 ( F ; p) = L 
 ( F ) � A 
 ( e ; F ) 8 F 2 X 0

E ; 
 ;

B
 ( E0

 ; q) = G
 ( q) � ( div e ; q)0 ; 
 8 q 2 L 2


 (! ) :
(3.10)

D�emonstra tion. D'apr�es3.6, la condition inf-sup estsatisfaite. D'apr�esla section3.1, le probl�eme
(3.10) est donc bien pos�e et admet un unique couple ( E ; p) 2 X E ; 
 � L 2


 (! ) solution.
Montrons que p = 0, et donc que (3.10) est �equivalente �a (2.69). Prenons F = � grad � , o�u :
� 2 H 1

0(! ) est la solution de � � � = p. La premi�ere �equation de (3.10) devient alors :

( div E ; p)0 ; 
 + ( p; p)0 ; 
 = ( g ; p)0 ; 
 :

D'apr�es la seconde�equation de (3.10), ( div E ; p)0 ; 
 = (g ; p)0 ; 
 , puisque p 2 L 2

 (! ). D'o�u :

jj p jj2
0 ; 
 = 0, et on a bien p = 0 au sensL 2


 (! ).
�



Chapitre 4

Le probl �eme statique 2D direct discret

4.1 Discr �etisation par les �el�ements �nis de Galerkin contin us

Cette section provient du cours de A.-S. Bonnet-Ben Dhia et �E. Luneville [24] : \ R�esolution
num�erique des�equationsaux d�eriv�eespartiel les".

4.1.1 L'appro ximation de Galerkin

Consid�erons le probl�emevariationnel g�en�eral suivant :
Trouver w 2 V tel que :

8 u 2 V ; a ( w ; u ) = l ( u ); (4.1)

o�u V est un espacede Hilb ert sur ! . a est une forme bilin �eaire continue et coercitive sur V � V et
l une forme lin�eaire continue. D'apr�esle th�eor�emede Lax-Milgram, ceprobl�emeadmet une unique
solution w 2 V .

Consid�eronsVh , un sous-espacede V de dimension �nie N(h), o�u h est un param�etre positif tel
que lim

h! 0
N(h) = + 1 . On introduit le probl�emevariationnel approch�e suivant :

Trouver wh 2 Vh tel que :
8uh 2 Vh ; a ( wh ; uh ) = l ( uh ): (4.2)

Vh est un espacede Hilb ert, commesous-espaceferm�e de V , on peut donc appliquer le th�eor�emede
Lax-Milgram pour a�rmer que le probl�emeapproch�e (4.2) admet une unique solution vh 2 Vh. On
dit que (4.2) est une approximation interne ou une approximation de Galerkin de (4.1). Le lemme
de C�ea 4.1 ci-dessouspermet de d�emontrer la convergencede l'approximation interne (4.2).

Lemme 4.1 Il existe un constante C > 0 ind�ependante de Vh telle que :

jj w � wh jjV � C inf
uh 2 Vh

jj w � uh jjVh : (4.3)

Th �eor �eme 4.2 On supposequ'il existe un sous-espace W de V densedans V , et pour tout h une
application r h : W ! Vh tels que : 8 u 2 W ,

lim
h! 0

jj u � r h( u ) jjV = 0: (4.4)

Alors, on a : lim
h! 0

jj w � wh jjV = 0.
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En g�en�eral, V est un espacede Sobolev, dans lequel les fonctions r�eguli�eressont denses.On choisit
alors pour W un espacede type Cm (! ), m � 0.
On appelle basehilb ertienne de V toute suite ( vi ) i � 1 d'�el�ements de V telle que :
- 8 i ; j � 1 tels que i 6= j , ( vi ; vj )V = 0 : les vi sont orthogonaux entre eux,
- lesespacesvectoriels engendr�espar descombinaisonslin�eaires�nies des( v i ) i � 1 sont densesdans
V .
L'approximation de Ritz-Galerkin consiste�a prendre Vh = vect( v1 ; v2 ; :::; vN ), o�u h =

1
N

, et wh

l'unique solution de (4.2).

Prop osition 4.3 Le probl�eme approch�e (4.2) est �equivalent au syst�eme lin�eaire suivant :

A w = L; (4.5)

o�u la matrice A 2 RN� N est telle que : A I ; J = a( vJ ; vI ) ; L 2 RN est le vecteur de composantes:

LI = l( vI ) ; et le vecteur w 2 RN est tel que : wh =
NX

J=1

wJ vJ.

Autrement dit, les wJ sont les composantes de wh dans la base( v1 ; v2 ; :::; vN ).
D�emonstra tion. Au lieu de consid�erer uh 2 Vh quelconque,il est �equivalent de choisir uh = vi

dans la formulation variationnelle (4.2), ce qui conduit aux N �equations : 8 i 2 f 1; :::; N g,

NX

j =1

wj a ( vj ; vi ) = l ( vi ):

�

4.1.2 Les �el�ements �nis de Lagrange contin us d'ordre k

D�e�nition 4.4 On appelle �el�ement �ni de Lagrangecontinu d'ordre k tout triplet ( K ; � ; P ) o�u
K est un ensembleferm�e born�e non vide de R2, � un ensemblede NK points ( M K

I )I = 1 ; NK de K ,
et P un espace vectoriel de polynômescontenant Pk( K ) � -unisolvant :

8 ( c1 ; c2 ; :::; cNK ) 2 RNK ; 9 ! p 2 P j 8 I 2 f 1; :::; NK g , p(M K
I ) = ci :

Il existe donc NK fonctions de baselocales telles que :

8 I ; J 2 f 1; :::; NK g , vK
I ( M K

I ) = � IJ ; (4.6)

o�u � IJ est le symbole de Kronecker. Les ( vK
I )I = 1 ; NK forment une famille libre et engendrent le

sous-espacevectoriel P.

Remarque 4.5 L' �el�ement K peut prendre n'importe quelle forme (triangle, quadrangle), et les
points ( M K

I )I = 1 ; NK ne sont pas n�ecessairement dessommets.
L'err eur de calcul est li �ee �a l'ordre de l' �el�ement �ni k.

On cr�eealorsunepartition du domained'�etude! enL �el�ements ( K l ) l = 1 ; L , on d�e�nit ( � l ; Pl ) l = 1 ; L ,

et l'on num�erote l'ensemble total
�

( M K l
I )I = 1 ; NK l

�

l = 1 ; L
despoints de fa�con globale: ( M i ) i = 1 ; N .

Deux points num�erot�es localement M K
I et M K 0

I0 lorsque @K \ @K 0 6= 0, peuvent correspondre au
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mêmepoint de num�ero global i .
�A chaque M i , on associe une fonction continue vi , dont la restriction �a chaque �el�ement K est un
polynôme de degr�e k, telle que : 8 j 2 f 1; :::; N g, vi ( M j ) = � ij . Supposonsque le point M i ,
appartenant �a l' �el�ement K l ait la num�erotation locale M K l

I . Alors la fonction globale vi associ�ee �a
M i est telle que : vi j K l

= vK l
I .

On construit ainsi l'espaced'approximation :

Vh =
�

uh 2 V \ C0(! ) j 8 l 2 f 1; :::; L g; uh j K l
2 Pl

	
: (4.7)

Cet espaceest g�en�er�e par les fonctions ( vi ) i = 1 ; N : vi a pour support l'union des �el�ements K l

contenant M i .
Nous allons ainsi discr�etiser les probl�emesvariationnels pos�es dans le chapitre 2. Les �el�ements K
seront destriangles v�eri�an t certainespropri �et�es.

4.2 Discr �etisation du domaine d' �etude

On construit un maillage du domaine! constitu�e de L triangles f Tl , l = 1; :::; L g, d'in t�erieurs
non vides, tels que [ l Tl = ! , et v�eri�an t :

8 l ; l0 2 f 1; :::; L gTl \ Tl0 =

8
>>>><

>>>>:

soit ; ;

soit un sommet commun,

soit une arête commune.

Cespropri �et�esd�e�nissent un maillage conforme.On note h = max
l

hl , o�u hl est le rayon du cercle

Maillage non conforme Maillage conforme

Fig. 4.1 { Allure du maillage.

circonscrit au triangle Tl .
N! d�esignerale nombre de points de discr�etisation int�erieurs �a ! , N@! , le nombre de points de
discr�etisation sur le bord @! , et N = N! + N@! le nombre total de points.

Ainsi, on ordonne les points de discr�etisation ( M i ) i = 1 ; N de la fa�con suivante :
- 8 i 2 I ! , M i 2 ! , et
- 8 i 2 I@! , M i 2 @! ,
o�u on a d�e�ni les ensembles d'indices suivants :

I ! = f 1; :::; N! g; I@! = f N! + 1; :::; N! + N@! g et I = I ! [ I@! :

C0(! ) et les �el�ements �nis de Lagrangesont denses[33] dans H 1(! ). On consid�ere :

Vk =
�

vh 2 C0(! ) j 8 l 2 f 1; :::; L guh j Tl
2 Pk

	
; (4.8)

o�u Pk est l'ensemble desfonctions continues,polynômiale, de degr�e au plus k.
- Si k = 1, uh 2 V1 est une fonction continue, a�ne par triangle. Les points de discr�etisation
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du maillage sont les sommetsdes triangles. Il y a donc trois degr�es de lib ert�e par triangle. uh est
compl�etement d�e�nie par sesvaleurs aux sommetsdestriangles Tl .
- Si k = 2, uh 2 V2 estune fonction continue, quadratique par triangle. Lespoints dediscr�etisation
du maillage sont les sommetsdes triangles et les milieux des arêtes des triangles. Il y a donc six
degr�es de lib ert�e par triangle. uh est compl�etement d�e�nie par ses valeurs aux sommets de la
triangulation, et aux milieux desarêtes.
Vk est un sous-espacede dimension �nie de H 1(! ). Il est engendr�e par les fonctions ( vi ) i = 1 ; N

d�ecrites dans la section 4.1 : Vk = vect( v1 ; :::; vN ). Pour tout i , vi a pour support les triangles Tl

contenant M i .
En�n, lesSq, q 2 f 1; :::; N@! g d�esigneront lesarêtesdu bord (segments constitu�espar la jonc-

tion de deux points cons�ecutifs de la discr�etisation de @! ). On introduit l'op�erateur d'in terpolation
� k tel que :

� k : H 1(! ) \ C0(! ) ! Vk

u 7!
NX

I = 1

u( M i ) vi :

On notera par la suite : u = ( u( M 1 ) ; u( M 2 ) ; :::; u( M N ) )T .
Soit � k l'op�erateur d'in terpolation au bord :

� k : H 1=2(@! ) \ C0(@! ) ! Vk

u 7!
X

i 2 I@!

u( M i ) vi :

Dansla suite decette partie, nousnetraitons quela discr�etisation du probl�emequasi-�electrostatique.
Pour le probl�eme quasi-magn�etostatique, tout se passede fa�con similaire, en rempla�cant � par �
pour les conditions aux limites.

4.3 D�ecomp osition de Helmholtz : discr �etisation

4.3.1 Le Laplacien avec CL de Diric hlet

Nous allons discr�etiser (2.13), qui donne une solution faible de (2.9). Il s'agit d'un probl�emede
Dirichlet homog�ene,nous allons donc introduire V 0

k le sous-espacede H 1
0 (! ), de dimension N! :

V0
k : = Vk \ H 1

0 (! ) = f uh 2 Vk : uh j @! = 0g: (4.9)

Les ( vi ) i 2 I ! forment une basede V0
k . Soit � 0

k , l'op�erateur d'in terpolation associ�e �a cet espace:

� 0
k : H 1

0(! ) \ C0(! ) ! V0
k

u 7!
X

i 2 I !

u( M i ) vi :

Soit � D ; h 2 V0
k l'approximation de � D , telle que : � D ; h =

X

j 2 I !

� D ; h(M j ) vj .

La formulation variationnelle (2.13) discr�etis�eedans V 0
k s'�ecrit :

Trouver � D ; h 2 V0
k tel que :

8 i 2 I ! , aD ( � D ; h ; vi ) = lD ( vi ); (4.10)
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o�u : � D ; h =
X

j 2 I !

� D ; h( M j ) vj .

Ce probl�eme lin�eaire est de dimension RN ! . Il est r�esolu en pratique dans RN : on proc�ede par
pseudo-�elimination desdegr�esde lib ert�e li�esau bord @! , en modi�an t le syst�emelin�eaire (4.10) de
la fa�con suivante :
Trouver � D ; h 2 Vk tel que :

8 i 2 I ! , aD ( � D ; h ; vi ) = lD ( vi );

8 i 2 I@! , � D ; h(M i ) = 0:

Nous allons exprimer ce probl�emelin�eaire sousforme matricielle.
Le secondmembre peut être calcul�e de deux fa�cons:
- Si la fonction d'in terpolation gh : = � 0

k ( g ) existe, on calcule le secondmembre par un produit
matrice-vecteur. En pratique, on utilise une interpolation de ce type (notamment lors de couplages
avec desparticules [63]).
- Sinon, on construit directement le vecteur G 2 RN , de composantes :

Gi = lD (vi ) = ( g ; vi )0 si i 2 I ! ;

= 0 si i 2 I@!

Pour un exempled'approche g�en�erale, voir les exemplesnum�eriquesdu paragraphe6.2.3.
Supposonsque gh existe. On �ecrit alors l' �equation (4.10) sousla forme :
Trouver � D ; h 2 V0

k tel que :

8 i 2 I ! ,
X

j 2 I !

� D ; h( M j ) aD ( vj ; vi ) = ( gh ; vj )0 =
X

j 2 I@!

g( M j ) ( vj ; vi )0; (4.11)

avec : aD ( vj ; vi ) = ( grad vj ; grad vi )0 = ( @1vj ; @1vi )0 + ( @2vj ; @2vi )0.
Consid�eronsK D 2 RN� N , appel�eematrice de raideur interne (ou matrice de rigidit �e interne),

la matrice d'�el�ements :

K i ; j
D = aD ( vj ; vi ) si i et j 2 I ! ;

= � ij si i ou j 2 I@! : (4.12)

8 i ; j , K i ; j
D = K j ; i

D : KD est sym�etrique. K D est form�eede 2 sous-blocs :

KD =

0

@
K ! 0

0 I@!

1

A ;

o�u K ! 2 RN ! � N ! est telle que : 8 i ; j 2 I ! , K i ; j
! = K i ; j

D ; et I@! 2 RN@! � N@! est la matrice
identit �e.
On remarque de plus que pour i ; j 2 I ! , si M i et M j n'appartiennent pas �a un même triangle,
l' �el�ement K i ; j

D nul. La matrice K D est donc creuse. Lorsque M i et M j appartiennent �a un même
triangle, on a :

K i ; j
D =

Z

!
( @1vj @1vi + @2vj @2vi ) d! =

X

Tl j M i ; M j 2 Tl

Z

Tl

( @1vj @1vi + @2vj @2vi ) d! :
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Consid�erons la matrice M D 2 RN� N appel�eematrice de masseinterne, la matrice d'�el�ements :

M i ; j
D = ( vj ; vi )0 si i 2 I ! ; 8 j ;

= 0 si i 2 I@! ; 8 j : (4.13)

MD est form�eede deux sous-blocs :

MD =

0

@
M ! M ! ;@!

0 0

1

A ;

o�u M ! 2 RN ! � N ! , et M ! ;@! 2 RN ! � N@! . On remarque que le sous-bloc M ! est sym�etrique. De
mêmeque pour K D , lorsqueM i et M j n'appartiennent pas �a un mêmetriangle, l' �el�ement M i ; j

D est
nul : MD est une matrice creuse.Comme pr�ec�edemment, 8 i 2 I ! ; 8 j 2 I,

M i ; j
D =

X

Tl j M i ; M j 2 Tl

Z

Tl

vj vi d! :

Supposonsque � kg existe. Soit g 2 RN tel que : g = ( g ( M 1 ) ; : : : ; g ( M N ) )T .
Posons�

D
2 RN tel que �

D
= ( � D ; h( M 1 ) ; :::; � D ; h( M N ! ) ; 0; :::; 0)T .

On peut alors �ecrire le probl�eme(4.11) sousla forme matricielle suivante :

KD �
D

= MD g: (4.14)

4.3.2 Le Laplacien avec CL de Neumann

� N est d�e�ni �a une constante pr�es, ou �a moyenne nulle (voir la section 2.2). Pour r�esoudrele
probl�emenum�erique, nous devons imposerla valeur de cette constante. On choisit alors d'imp oser
� N ( M N ) = 0. On construit alors le sous-espacede H 1(! ), de dimension N � 1 :

VN
k = f uh 2 Vk : uh(M N) = 0g:

Les( vi ) i = 1 ; N� 1 forment une basede VN
k . Soit � N

k , l'op�erateur d'in terpolation associ�e �a cet espace:

� N
k : H 1

0(! ) \ C0(! ) ! VN
k

u 7!
X

i 2 I !

u( M i ) vi :

Soit � N ; h 2 VN
k l'approximation de � N , telle que : � N ; h =

N� 1X

j = 1

� N ; h(M j ) vj .

On note �
N

= ( � N ; h(M 1) ; :::; � N ; h ( M N� 1 ) ; 0)T .

La formulation variationnelle (2.14) discr�etis�ees'�ecrit cette fois :
Trouver � N ; h 2 VN

k tel que :

8 i 2 Inf N g , aN ( � N ; h ; vi ) = ( f ; vi )0 + ( e; vi )0;@!

� N ; h ( M N ) = 0:
(4.15)
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Ce probl�eme lin�eaire est de dimension RN� 1. Il est r�esolu en pratique dans RN : on proc�ede par
pseudo-�elimination du degr�e de lib ert�e li�esen M N . Nous allons exprimer ce probl�emelin�eaire sous
forme matricielle.
De mêmeque pour la discr�etisation du probl�emede Dirichlet, le secondmembre peut être calcul�e
de deux fa�cons:
- Si les fonctions d'in terpolation f h : = � N

k ( f ) et eh = � N
k ( e) existent, on calcule le second

membre par un produit matrice-vecteur.
- Sinon, on construit directement le vecteur F 2 RN , de composantes :

Fi = lN ( vi ) = ( f ; vi )0 si i 2 Inf N g;

= 0 si i = N ;

et le vecteur E 2 RN , de composantes :

Ei = ( e; vi )0 si i 2 I@! nf N g;

= 0 si i 2 I ! [ f N g;

Supposonsque f h et eh existent. On �ecrit alors l' �equation (4.15) sousla forme :
Trouver � N ; h 2 VN

k tel que : 8 i 2 Inf N g,
X

j 2 Inf N g

� N ; h ( M j ) aN ( vj ; vi ) = ( f h ; vj )0 + ( eh ; vj )0;@! ;

=
X

j 2 Inf N g

f h ( M j ) ( vj ; vi )0

+
X

j 2 I@! nf N g

eh ( M j ) ( vj ; vi )0;@! ;

(4.16)

avec : aN ( vj ; vi ) = ( grad vj ; grad vi )0 = ( @1vj ; @1vi )0 + ( @2vj ; @2vi )0.
Consid�eronsK N 2 RN� N appel�eematrice de raideur interne la matrice d'�el�ements :

K i ; j
N = aN ( vj ; vi ) si i et j 2 f 1; : : : ; N � 1g; (4.17)

= � ij si i ou j = N:

Consid�eronsM N 2 RN� N , appel�eematrice de masseinterne la matrice d'�el�ements :

M i ; j
N = ( vj ; vi )0 si i 2 f 1; :::; N � 1g et j 2 f 1; :::; N g; (4.18)

= 0 si j = N:

En�n, consid�eronsBN 2 RN� N , appel�eematrice de massefronti�ere la matrice d'�el�ements :

Bi ; j
N = ( vj ; vi )0 ; @! si i et j 2 I@! nf Ng;

= 0 si i ou j 2 I ! [ f N g: (4.19)

Soit f 2 RN tel que : f = ( f (M 1) ; : : : ; f (M N) )T .
Soit e 2 RN tel que : e = ( 0; : : : ; 0; e( M N ! +1 ) ; : : : ; e( M N ) )T .
Posons�

N
2 RN tel que �

N
= ( � N ; h( M 1 ) ; :::; � N ; h( M N� 1 ) ; 0)T .

On peut alors �ecrire le probl�eme(4.11) sousla forme matricielle suivante :

KN �
N

= MN f + BN e: (4.20)
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4.3.3 D�eriv ation du champ �electrique

Une fois que l'on a �evalu�e � D ; h et � N ; h, il faut calculer Eh , l'approximation de E, composante
par composante. Pour cela, il faut calculer grad � D ; h et rot � N ; h . � D ; h et � N ; h sont Pk-continus,
donc par d�erivation, Eh 2 (Pk� 1)2-discontinu. Par exemple,si on a utilis �e les�el�ements �nis P1 pour
le calcul despotentiels, ceux-ci sont continus, a�nes par triangles. Ainsi, le champ E h d�eriv�e des
potentiels seradiscontinu, constant par triangle. On a :

Eh = � grad � D ; h + rot � N ; h , avec :
� � D ; h , approximation de � D , solution de (4.14) ,
� � N ; h , approximation de � N , solution de (4.20) .

(4.21)

Pour avoir une repr�esentation continue de E h par les �el�ements �nis de Lagrange Pk , on proc�ede
�a une projection Pk� 1-Pk [6, 63], c'est-�a-dire qu'au lieu de calculer directement les d�eriv�eesdes
potentiels, on r�esout :

( Eh ; vi e� )0 = � ( grad � D ; h ; vi e� )0 + ( rot � N ; h ; vi e� )0 ; 8i 2 I ; 8� 2 f 1; 2g: (4.22)

Soient GD et RN 2 (R2� 1)N� N les matrices telle que : 8i ; j 2 I,

Gi ; j
D =

�
( vi ; @1vj )0

( vi ; @2vj )0

�
; et Ri ; j

N =
�

( vi ; @2vj )0

� ( vi ; @1vj )0

�
:

Soit E la repr�esentation de Eh suivante : E = (Eh;1(M 1) ; Eh;2(M 1) ; :::; Eh;1(M N) ; Eh;2(M N) )T

(voir la section 4.6). On a alors :

E = � GD �
D

+ RN �
N

: (4.23)

4.4 Calcul des singularit �es du Laplacien

X 0
E \ H 1(! ) n'est pas densedans X 0

E . Pour approcher le champ �electrique E = E 0 + e, o�u
E0 est solution de (2.6)-(2.7), dans X 0

E par les �el�ements �nis de Lagrange continus, on doit donc
d�ecomposerE0 en une partie H 1-r�eguli�ere, et une partie singuli�ere, appel�eecompl�ement singulier.
Deux m�ethodessont possibles:
� La � -approche, pour laquelle l'approximation du champ �electrique s'�ecrit :

Eh = eEh +
NcrX

l=1

� l
h xP

l :

La discr�etisation du champ �electrique sed�eroule en deux temps :
- Calculs des� l

h , qui sont les approximations des� l .
- Calcul de eEh , l'approximation de eE dans X 0 ; R

E ; k avec rel�evement de la condition tangentielle
sur @! , d�ecrit dans la section 4.8.
En sommant les contributions � l

h xP
l , on obtient la partie singuli�ere du champ �electrique.

� La MCSO, pour laquelle l'approximation du champ �electrique s'�ecrit :

Eh = bEh +
NcrX

l=1

cl
h xS

l o�u : xS
l = ex l +

NcrX

m=1

� l ;m xP
l :
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La discr�etisation du champ �electrique sed�eroule en trois temps :
- Calcul des� k;l et les � l , a�n de d�eterminer les cl

h .
- Calcul de bEh , l'approximation de bE dans X 0 ; R

E ; k avec rel�evement de la condition aux limites
tangentielle sur @! , et calcul descl

h d�ecrit dans la section 4.9.
- Calcul des ex l ;h , les parties r�eguli�eresdes x S

l . Deux m�ethodes sont possibles: la m�ethode des
potentiels, ou la � -approche.
En sommant les contributions cl

h ex l ;h et bEh , on obtient la partie r�eguli�ere du champ �electrique. La
partie singuli�ere est obtenue en ajoutant les contributions � l

h xP
l , l 2 f 1; : : : ; Ncr g.

Pour les deux m�ethodes, il faut d'abord approcher les fonctions esN ; l et esD ; l en chaque point
du maillage.

4.4.1 Singularit �es duales : CL de Diric hlet

On rappelle que sD ; l = esD ; l + sP
D ; l , avec esD ; l 2 H 1(! ) et sP

D ; l = r � � l
l sin(� l � l ). esD ; l satisfait

un probl�eme de Dirichlet non-homog�ene (2.20). On a : esD ; l j @! = � sP
D ; l j @! . On rappelle que

sP
D ; l j @! = 0 sur les arêtes du coin rentrant A0

l et A �
l , et que sP

D ; l j @! (M Ncl ) = 0, o�u M Ncl est le

l i�eme coin rentrant.
On peut donc secontenter de calculer esD ; l aux points int�erieurs �a ! : les( M i ) i 2 I ! , et proc�eder

�a une pseudo-�elimination desdegr�esde lib ert�e du bord.
D�ecomposonsesD ; l 2 H 1(! ) de la fa�consuivante : esD ; l = s0

D ; l + s�
D ; l , o�u s�

D ; l estun rel�evement
su�sammen t r�egulier de (1 � � l (r l )) esD ; l j @! = � (1 � � l (r l )) sP

D j @! [42], et s0
D ; l 2 H 1

0(! ) satisfait :

� s0
D ; l = � � s�

D ; l dans ! ; (4.24)

Ce probl�emeest similaire �a (2.9), et on peut l' �ecrire sousla formulation variationnelle suivante :
Trouver s0

D ; l 2 H 1
0(! ) tel que 8 u 2 H 1

0(! ),

aD ( s0
D ; l ; u ) = � aD ( s�

D ; l ; u ) dans ! ; (4.25)

On en d�eduit que esD ; l est solution du probl�eme:
Trouver esD ; l 2 H 1(! ) tel que 8 u 2 H 1

0(! ),

aD ( esD ; l ; u ) = 0 dans ! ; (4.26)

avec esD ; l j @! = � sP
D ; l j @! . La formulation discr�ete de ce probl�emeest la suivante :

Trouver esD ; l ; h 2 Vk tel que :

8 i 2 I ! ;
X

j 2 I !

esD ; l ; h( M j ) aD ( vj ; vi ) =
X

j 2 I@!

sP
D ; l ( M j ) aD ( vj ; vi );

8 j 2 I@! nNcl ; esD ; l ; h( M j ) = � sP
D ; l ( M j )

esD ; l ; h( M Ncl ) = 0:

(4.27)

Soit esD ; l ; h =
X

j 2 I !

esD ; l ; h( M j ) vj �
X

j 2 I@! nNcl

sP
D ; l j @! ( M j ) vj , l'approximation de esD ; l dans

Vk ainsi construite. On consid�ere sD ; l 2 RN le vecteur associ�e :

sD ; l = ( esD ; l ; h( M 1 ) ; :::; esD ; l ; h( M N ) )T ;

= ( esD ; l ; h( M 1 ) ; :::; esD ; l ; h( M N ! ) ; � sP
D ; l ( M N ! +1 ) ; :::; � sP

D ; l ( M N ) )T :
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Soit KP
D la matrice telle que :

KP
D =

�
0 K ! ; @!

0 � I@!

�
;

o�u I@! est la matrice identit �e de RN@! � N@! ; et K ! ; @! 2 RN ! � N@! est telle que :

K i ; j
! ; @! = aD ( vj ; vi ) si i 2 I ! ; et j 2 I@! :

Soit sP
D ; l 2 RN le vecteur tel que :

sP
D ; l =

�
0 si i 2 I ! ou i = Ncl ; ;
r l (M i )� � l sin( � l � l (M i ) ) si i 2 I@! nNcl :

Les �equations (4.27) s'�ecrivent sousla forme matricielle suivante :

KD sD ; l = KP
D sP

D ; l : (4.28)

4.4.2 Singularit �es duales : CL de Neumann

On rappelle que sN ; l = esN ; l + sP
N ; l , avec esN ; l 2 H 1(! ) et sP

N ; l = r � � l
l cos(� l � l ). esN satisfait le

probl�emede Neumann non-homog�ene (2.21). Son calcul est similaire au calcul de � N , d�ecrit dans
le paragraphe4.3.2.

Soit esN ; l ; h =
X

j 2 I

esN ; l ; h(M j ) vj , l'approximation de esN ; l dans Vk .

PosonssN ; l = ( esN ; l ; h( M 1 ) ; :::; esN ; l ; h( M N ) )T 2 RN .
sN ; l est donc connu �a une constante pr�es.Comme sN ; l 2 SN � L 2

0(! ), esN ; l ; h est choisi tel que :Z

!
(esN ; l ; h + sP

N ) d! = 0.

Soit bN ; l 2 RN le vecteur tel que :

bN ; l =

8
><

>:

0 si i 2 I ! ;

�
X

Sq j M i 2 Sq

Z

Sq

@� sP
N ; l vi d� si i 2 I@! ;

o�u lesint�egralesseront calcul�eespar un sch�emad'in t�egration num�erique(voir le paragraphe15.2.1).
Rappelonsque si Sq 2 A0 ; �

l , alors @� sP
N ; l j Sq

= 0.
Il s'agit alors de r�esoudrele probl�emematriciel :

KN sN ; l = bN : (4.29)

Posonssh =
X

i 2 I

( sN ; l ) i vi , avec( sN ; l )N = ( bN )N , car KN est telle queK i; N
N = � i; N et KN;j

N = � N;j .

On a alors : esN ; l ; h = sh �
1

j ! j

� Z

!
( sh + sP

N ; l ) d!
�

.

Pour l'in t�egration num�erique de sP
N ; l , on d�ecompose! en ! R l = B (M Ncl ; Rl ), o�u M Ncl d�esignele
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coin rentrant d'indice l , et son compl�ementaire dans ! . Soit R l > 0 le rayon maximal que ! R l

puisseavoir. On �ecrit
Z

!
=

Z

! R l

+
Z

! n! R l

, ce qui donne ici :

Z

!
sP

N ; l d! =
2R2 � � l

l

� l (2 � � l )
+

Z

! n! R l

sP
N ; l d! :

L'in t�egrale sur ! n! R est approch�ee par un sch�ema d'in t�egration num�erique (voir le paragraphe
15.2.1).

4.4.3 Coe�cien ts des singularit �es duales

Pour �evaluer les � l ; l
D ; N , on utilise la m�ethode de P. Ciarlet, Jr. et J. He, d�ecrite dans [41] pour

optimiser la pr�ecision de calcul. Cette m�ethode reposesur l'in t�egration explicite sur une portion
de disque de la partie analytique de la singularit�e duale. Il s'agit de proc�eder �a la d�ecomposition
suivante :

� l ; l
D ; h = ( jj esD ; l ; h jj2

0 + 2( esD ; l ; h ; sP
D ; l )0 + jj sP

D ; l jj2
0 )=� :

On d�ecomposede nouveau ! en ! R l = B (M Ncl ; Rl ), (voir le paragraphe4.4.2). On a alors :

jj sP
D ; l jj2

0 =
Z

! R l

( sP
D ; l )2 d! +

Z

! n! R l

( sP
D ; l )2 d! :

On sait calculer analytiquement la premi�ere partie de cette int�egrale :
Z

! R l

( sP
D ; l )2 d! =

Z R

0
r � 2� l

l r l dr
Z � =� l

0
sin2( � l � l ) d� =

�
2� l

R2 � 2 � l
l

(2 � 2� l )
:

sP
D ; l est plus r�egulier dans ! n! R l , on utilise alors la formule d'in t�egration num�erique (voir le para-

graphe15.2.1)pour la secondepartie de l'in t�egrale,ainsi que pour les termesd�ependant de esD ; l ; h .
On proc�edede la mêmefa�con pour le calcul de � l ; l

N . La partie analytique est similaire (remplacer
sin par cos). Quant au calcul des� l ; m

D ; N , l 6= m, on proc�ede�a un sch�ema d'in t�egration num�erique �a
seppoints (paragraphe 15.2.1).

4.4.4 Coe�cien ts des singularit �es primales

D'apr�es les calculs sur la simpli�cation du calcul de � , il y a deux fa�con d'approcher � l . Soit
� l

h , l'approximation de � l . Les deux calculs suivants donnent les mêmesr�esultats num�eriques:

� l
h =

1
�

� Z

!
( esD ; l ; h + � k ( sP

D ; l ) ) � k ( g ) d! +
Z

!
( esN ; l ; h + � k ( sP

N ; l ) ) � k ( f ) d!

+
Z

@!
( esN ; l ; h + � k ( sP

N ; l ) ) � k ( e) d�
�

;

ou bien :

� l
h =

1
�

� Z

!
( esD ; l ; h + � k ( sP

D ; l ) ) ( � k ( g ) � � k( div e ) ) d!

+
Z

!
( esN ; l ; h + � k ( sP

N ; l ) ) ( � k ( f ) � � k( rot e ) ) d!
�

:

Cette approximation seracalcul�eepar un sch�emad'in t�egration num�erique�a sept points (paragraphe
15.2.1).
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4.5 Calcul des singularit �es �electromagn �etiques

Pour calculer les xS
l , on peut d�eriver les fonctions singuli�eres primales ' D ; l et ' N ; l . Nous

indiquons dans cette section comment approcher les parties r�eguli�eres de cesfonctions. Le calcul
est similaire �a celui dessingularit�esprimales.

4.5.1 Singularit �es primales : CL de Diric hlet

La partie r�eguli�ere de la l i�eme fonction singuli�ere primale e' D ; l satisfait l' �equation (2.26), et son
calcul s'apparente cette fois �a celui de esD ; l . La formulation variationnelle de (2.26), discr�etis�eedans
V0

k s'�ecrit : Trouver e' l
D ; h 2 V0

k tel que :

8 i 2 I ! ;
Z

!
grad e' l

D ; h : grad vi d! =
Z

!
sl

D ; h vi d! ;

8 i 2 I@! ; e' l
D ; h ( M i ) = � � l ; m

D ; h ' P
D ; m ( M i ) :

(4.30)

Soit e'
D ; l

2 RN , tel que :

e'
D ;l

= ( e' D ; l ; h( M 1 ); :::; e' D ; l ; h( M N ! ) ; �
NcrX

l=1

� l ; m
D ; h ' P

D ; m ( M N ! + 1 ); :::; �
NcrX

l=1

� l ; m
D ; h ' P

D ; m ( M N ) )T .

On consid�ere dD ; l 2 RN le vecteur tel que :

dD ; l =

8
>>><

>>>:

X

Tl j M i 2 Tl

Z

Tl

sD ; l ; h vi d! si i 2 I ! ;

0 si i 2 I@! :

Posons' P
D ; l

le vecteur tel que :

' P
D ; l

=

8
>>><

>>>:

0 si i 2 I ! ;

�
NcrX

l=1

� l ; m
D ; h r � m

m ( M i ) sin( � m � m ( M i ) ) si i 2 I@! :

Il s'agit alors de r�esoudrele syst�emematriciel :

KD e'
D ; l

= dD ; l + KP
D ' P

D ; l
: (4.31)

4.5.2 Singularit �es primales : CL de Neumann

La partie r�eguli�ere de la l i�eme fonction singuli�ere primale e' N ; l satisfait l' �equation (2.27), et
son calcul s'apparente �a celui de esN ; l . La formulation variationnelle de (2.27), discr�etis�ee dans V k

s'�ecrit : Trouver e' N ; l ; h 2 Vk tel que : 8i 2 f 1; :::; N � 1g,

Z

!
grad e' N ; l ; h : grad vi d! =

Z

!
sN ; l ; h vi d! +

NcrX

l=1

� l ; m
N ; h

Z

@!
@� ' P

N ; m vi d� : (4.32)
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Posonse'
N ; l

= ( e' N ; l ; h( M 1 ) ; :::; e' N ; l ; h( M N � 1 ) ; 0)T . Le premier membre de (4.32) correspond

alors aux lignes du produit K N e'
N ; l

. Soit dl 2 RN le vecteur tel que :

dN ; l =

8
>>>>>><

>>>>>>:

X

Tl j M i 2 Tl

Z

Tl

sN ; l ; h vi d! si i 2 I ! ;

X

Tl j M i 2 Tl

Z

Tl

sN ; l ; h vi d! +
X

Sq j M i 2 Sq

NcrX

l=1

� l ; m
N ; h

Z

Sq

@� ' P
N ; m vi d� si i 2 I@! :

Les int�egralessont calcul�eespar dessch�emasd'in t�egration num�erique. Il s'agit alors de r�esoudrele
syst�emematriciel :

KN e'
N ; l

= dN ; l : (4.33)

4.6 M �etho de avec CL naturelles : discr �etisation

X E \ H 1(! ) est densedansX E [40, 51]. On d�e�nit alors une discr�etisation de X E \ H 1(! ) a�n
de r�esoudrelesprobl�emespos�esdans la section2.3 �a l'aide des�el�ements �nis continus de Lagrange
Pk . Une bonne d�e�nition de cet espacediscr�etis�e est, a priori, l'espaceX k :

X k = f vh 2 C0(! )2 j vh j Tl
2 Pk(Tl )2 ; 8 l 2 f 1; : : : ; L gg: (4.34)

Par construction, X k � H 1(
). Lorsque k = 1, les fonctions v h de X k sont telles que : vh j Tl
=

aj Tl
+ b j Tl

(x), o�u aj Tl
2 R2 ; et b j Tl

(x) est une application lin�eaire de R2 dans R2. On choisit
alors comme espaced'approximation de X E \ H 1(! ) l'espace: X k = ( Vk )2, pour lequel deux
approchessont possibles:
� D'une part, on peut consid�erer X k commeun espacede dimension �nie 2N sur R.
Soit ( e1 ; e2 )T une baseorthonormale directe de R2. Les ( vi e� ) i 2 f 1 ;:::; N g ; � 2 f 1 ; 2 g forment une
basede X k , cequi va nouspermettre de discr�etiser la formulation variationnelle (2.35). On cherche
Eh, l'approximation de E sousla forme :

Eh =
X

j 2 I

2X

� =1

Eh ; � ( M j ) vj e� :

� D'autre part, on peut consid�erer X k commeun espacede dimension�nie N sur R2, cequi consiste
�a chercher les N valeurs physiques de E h aux points de la discr�etisation, c'est-�a-dire :

Eh =
X

j 2 I

Eh( M j ) vj ;

avec Eh(M j ) 2 R2. Bien sûr, on a : Eh ( M j ) = Eh;1( M j ) e1 + Eh;2( M j ) e2 pour tout j , et les
deux choix d'approximation co•�ncident.

En pratique, on utilise la premi�ere repr�esentation, qui consiste�a consid�erer des inconnuessca-
laires. Nous allons la d�etailler dans ce qui suit.



102 CHAPITRE 4. LE PR OBL �EME STATIQUE 2D DIRECT DISCRET

La formulation variationnelle (2.35) discr�etis�eedans X k s'�ecrit :
Trouver Eh 2 X k tel que :

8 i 2 I ; 8� 2 f 1; 2g; A E ( Eh ; vi e� ) = L E ( vi e� ): (4.35)

En d�ecomposant Eh selon la basecanoniquede X k dans (4.35), on obtient :

8 i 2 I ; 8 � 2 f 1; 2g;
X

j 2 I

2X

� =1

Eh ; � ( M j ) A E ( vj e� ; vi e� ) = L E ( vi e� ):

Soit AE 2 (R2� 2)N� N la matrice ainsi construite, d�e�nie par les sous-blocs 2 � 2 A i ; j
E 2 R2� 2 tels

que :

A i ; j
E =

0

@
A E ( vi e1 ; vi e1 ) A E ( vi e2 ; vi e1 )

A E ( vi e1 ; vi e2 ) A E ( vi e2 ; vi e2 )

1

A :

Cessous-blocs agissent sur les vecteursde R2 suivants : Eh( M j ) =
�

Eh;1( M j )
Eh;2( M j )

�
.

Par soucisde consistance,on appelle L 2 ( R2 )N le vecteur compos�e des valeurs L E (vi e� ), i 2 I,
� 2 f 1; 2g, form�e de N vecteurs de R2 :

L = ( L E ( v1 e1 ) ; L E ( v1 e2 ) ; :::; L E ( vN e1 ) ; L E ( vN e2 ) )T :

Selonla mêmeid�ee,posonsE = ( Eh;1( M 1 ) ; Eh;2( M 1 ) ; :::; Eh;1( M N ) ; Eh;2( M N ) )T 2 ( R2 )N . Si

on regroupe explicitement les composantes deux �a deux, on a aussi : E =

0

B
@

Eh( M 1 )
...

Eh( M N )

1

C
A .

Le probl�eme(4.35) s'�ecrit alors : AE E = L.

Remarque 4.6 Dans les sections 4.8, 4.9 et 4.10, on utilisera une autre basede d�ecomposition de
X k car il faudra alors �eliminer explicitement les valeurs tangentielles.

Nous allons �etudier le calcul des composantes de AE et L. D�ecomposonsAE en 3 matrices :
AE = Div + Rot + B telles que : 8 i ; j 2 I,

Div i ; j =

0

@
( div vj e1 ; div vi e1 )0 ( div vj e2 ; div vi e1 )0

( div vj e1 ; div vi e2 )0 ( div vj e2 ; div vi e2 )0

1

A =

0

@
( @1vj ; @1vi )0 ( @2vj ; @1vi )0

( @1vj ; @2vi )0 ( @2vj ; @2vi )0

1

A ;

Roti ; j =

0

@
( rot vj e1 ; rot vi e1 )0 ( rot vj e2 ; rot vi e1 )0

( rot vj e1 ; rot vi e2 )0 ( rot vj e2 ; rot vi e2 )0

1

A =

0

@
( @2vj ; @2vi )0 � ( @1vj ; @2vi )0

� ( @2vj ; @1vi )0 ( @1vj ; @1vi )0

1

A ;

et en�n, avec � =
�

� 1

� 2

�
, le vecteur tangentiel �a @! :

Bi ; j =

0

B
B
B
@

Z

@!
vj vi � 2

1 d�
Z

@!
vj vi � 1 � 2 d�

Z

@!
vj vi � 1 � 2 d�

Z

@!
vj vi � 2

2 d�

1

C
C
C
A

; 8 i ; j 2 I@! ;

= 0 sinon :
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Notons que : Bi ; j = Bj ; i . B est donc sym�etrique par blocs 2 � 2.

4.6.1 Matrice de raideur in terne

On constate que :

( Rot + Div ) i ; j =
�

ci ; j c0
i ; j

� c0
i ; j ci ; j

�
;

o�u : ci ; j = ( @1vj ; @1vi )0 + ( @2vj ; @2vi )0, et c0
i ; j = ( @2vj ; @1vi )0 � ( @1vj ; @2vi )0.

On en d�eduit que : 8 i 2 I, c0
i ; i = 0.

Prop osition 4.7 c0
i ; j s'�ecrit comme une int �egrale sur @! :

c0
i ; j = < grad vi : � ; vj > H � 1=2(@! );H 1=2 (@! ) : (4.36)

D'o �u : c0
i ; j = 0 d�es lors que M i ou M j n'est pas sur @! .

D�emonstra tion. On a en e�et :
Z

!
( @1vi @2vj � @2vi @1vj ) d! =

Z

!
grad vi : rot vj d! :

Or, d'apr�es la formule d'in t�egration par parties (1.15) :

Z

!
u : rot v d! =

Z

!
rot u v d! + < u : � ; v > H � 1=2 (@! ) ; H 1=2 (@! ) :

Supposonsque u = grad w avec w 2 H 1(! ), alors rot u = 0, et on a :

Z

!
grad w : rot v d! = < grad w : � ; v > H � 1=2 (@! ) ; H 1=2 (@! ) :

D'o�u le r�esultat.
�

On en d�eduit imm�ediatement c0
i;j = 0 si M i ou M j n'est pas sur le bord. Ainsi, en regroupant

lesmatrices Rot et Div, on peut limiter le calcul desc0
i;j aux i ; j 2 I@! . D'autre part, lorsquei 6= j ,

ci ; j et c0
i ; j sont non nuls seulement si les supports de vi et vj se recouvrent, c'est-�a-dire si M i et

M j appartiennent �a un mêmetriangle. D'o�u : 8 i ; j 2 I,

ci ; j =
X

Tl j M i ; M j 2 Tl

Z

Tl

( @1vi @1vj + @2vi @2vj ) d! ;

et pour i ; j 2 I@! :

c0
i ; j =

X

Sq j M i ; M j 2 Sq

Z

Sq

( @1vi @2vj � @2vi @1vj ) d� :
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4.6.2 Matrice de masse du bord

Le bloc Bi ; j est non nul seulement si M i et M j sont les extr�emit�es d'une mêmearête du bord
@! . On a donc : 8 i ou j 62I@! , Bi ; j = 0 et : 8 i ; j 2 I@! ,

Bi ; j =
X

Sq j M i ; M j 2 Sq

Z

Sq

vj vi d�

0

@
� 2

q ; 1 � q; 1 � q ; 2

� q; 1 � q; 2 � 2
q; 2

1

A ;

=
X

Sq j M i ; M j 2 Sq

Z

Sq

vj vi d�
�

� q : � T
q

�
;

o�u � q est le vecteur tangentiel �a l'ar ête Sq.

4.6.3 Second membre

De même que pour le calcul des potentiels, le secondmembre peut-être calcul�e directement,
�a l'aide de sch�emasd'in t�egration num�erique, ou avec les fonctions d'in terpolation gh , f h et eh , �a
condition que l'on puissed�e�nir leur valeur en chaque point de discr�etisation (voir la section 4.3).
Nous allons d�evelopper cette approche. Ceci permet d'�ecrire le secondmembre sousforme d'une
sommede produits matrice-vecteur, en utilisant g, f et e.

Soit Lg 2 ( R2 )N� N la matrice form�eedesN � N sous-blocs L i ; j
g 2 R2 tels que : 8 i ; j 2 I,

L i ; j
g =

0

@
( vj ; @1vi )0

( vj ; @2vi )0

1

A =
X

Tl j M i ; M j 2 Tl

0

B
B
B
B
@

Z

Tl

vj @1vi d!

Z

Tl

vj @2vi d!

1

C
C
C
C
A

:

De même, on consid�ere L f 2 ( R2 )N� N la matrice form�ee des N � N sous-blocs L i ; j
f 2 R2 tels

que : 8 i ; j 2 I,

L i ; j
f =

0

@
( vj ; @2vi )0

� ( vj ; @1vi )0

1

A =
X

Tl j M i ; M j 2 Tl

0

B
B
B
B
@

Z

Tl

vj @2vi d!

�
Z

Tl

vj @1vi d!

1

C
C
C
C
A

:

Posonsen�n L e 2 ( R2 )N� N la matrice d�e�nie par les N � N sous-blocs : 8 i ; j 2 I,

L i ; j
e =

0

B
B
B
@

Z

@!
vj vi � 1 d�

Z

@!
vj vi � 2 d�

1

C
C
C
A

=
X

Sq j M i ; M j 2 Sq

Z

Sq

vj vi d� � q ; 8 i ; j 2 I@! ;

= 0 sinon:
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On peut donc calculer L sousla forme matricielle suivante : L = L g g + L f f + Le e. Pour approcher
le champ �electrique, on r�esout donc le syst�eme2N � 2N suivant :

AE E = Lg g + L f f + Le e;

avec : AE = Div + Rot + B:
(4.37)

4.7 �Elimination des CL essentielles

Danscette section,on consid�erele casg�en�eral, pour lequel il existeplusieurscoinsrentrants. Soit
Nc le nombre de sommetsdu domaine polygonal ! . Chaquesommet est un point de discr�etisation
du bord, on appelle C l'ensemble de cessommets.On poseNa = N@! � Nc, le nombre de points
de discr�etisation du bord qui ne sont pas des sommets.On ordonne les points du bord @! de la
fa�con suivante :
- 8 i 2 Ia, M i 2 @! nC,
- 8 i 2 Ic, M i 2 C,
o�u on a d�ecompos�e I@! en : Ia = f N! + 1; :::; N! + Na g, et Ic = f N! + Na + 1; :::; N g.
On remarqueque : N! + Na + Nc = N.

On consid�ere commeespacede discr�etisation de X 0 ; R
E le sous-espacede X E ; k , conforme dans

X 0
E :

X 0 ; R
E ; k =

�
v 2 X k j v : � j @! = 0 sur @!

	
: (4.38)

La discr�etisation de (2.43) et (2.69) sefait de la mêmefa�con que cellede (2.35), mais il faut en plus
prendre en compte la condition aux limites tangentielle dans les matrices Div et Rot, et dans les
termes du secondmembre. Pour cela, on proc�edealors �a une pseudo-�elimination de tous les degr�es
de lib ert�e connus.

4.7.1 Discr �etisation de l'espace avec CL essentielles

Nous allons montrer que l' �elimination descomposantes tangentielles r�eduit l'espaced'approxi-
mation du champ �electrique.

Propri �et �e 4.8 L'espace X 0 ; R
E ; k est de dimension �nie 2N � Na � 2Nc.

D�emonstra tion. Soit u 2 X 0 ; R
E ; k . Comme X 0 ; R

E ; k est un sous-espacede X k , il est de dimension

inf�erieure ou �egale�a 2N et on peut �ecrire u =
X

i 2 I

2X

� =1

u� ( M i ) vi e� .

Consid�erons un coin M i , i 2 Ic. Alors M i est l'in tersection de 2 arêtes distinctes de la fronti �ere
@! : il existe k et k0 2 f 1; : : : ; K g tels que k 6= k0 et M i = Ak \ Ak0. u �etant dans X 0 ; R

E ; k , on a :
�

u( M i ) : � k = 0;
u( M i ) : � k0 = 0:

Comme les vecteurs � k et � k0 ne sont pas colin�eaires,ceci correspond exactement �a u(M i ) = 0.

Ceci �etant valable pour tous les coins, on peut �ecrire : u =
N� NcX

i =1

2X

� =1

u� ( M i ) vi e� . Dit autrement,
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pour chaque vecteur de X 0 ; R
E ; k , nous �eliminons alors les 2 degr�es de lib ert�e li�es �a chaque coin. Il y

en a Nc, d'o�u : dim( X 0 ; R
E ; k ) � 2N � 2Nc.

On peut encore�eliminer d'autres degr�es de lib ert�e. En e�et, consid�eronsun point du bord M i

qui n'est pas un coin : i 2 Ia. M i appartient �a une arête du bord Ak .
Ecrivons u (M i ) dans la baselocale ( � k ; � k ) :

u( M i ) = u� ( M i ) � k + u� ( M i ) � k :

Comme u 2 X 0 ; R
E ; k , on a : u( M i ) : � k = 0, d'o�u : u� ( M i ) = 0.

Posons( � i ; � i ) = ( � k ; � k ) (il n'y a pas d'ambiguit �e car l'ar ête ne touche pas de coin). On a
alors : u( M i ) = u� ( M i ) � i . On g�en�eralise �a tous les points du bord qui ne sont pas des coins,
d'o�u :

u =
X

i 2 I !

2X

� =1

u� ( M i ) vi e� +
X

i 2 Ia

u� ( M i ) vi � i ;

=
X

i 2 I !

u( M i ) vi +
X

i 2 Ia

u� ( M i ) vi � i :

(4.39)

Ainsi, pour chaque vecteur de X 0 ; R
E ; k , nous pouvons �eliminer un degr�e de lib ert�e par point du bord

qui n'est pas un coin : dim( X 0 ; R
E ; k ) � 2N � Na � 2Nc.

Pour conclure, la famille B0 := ( vi e� ) i 2 I ! ; � 2f 1;2g [ ( vi � i ) i 2 Ia est contenue dansX 0 ; R
E ; k , d'o�u :

dim( X 0 ; R
E ; k ) � 2N � Na � 2Nc.

�

Notons qu'alors B0 = ( vi e� ) i 2 I ! ; � 2f 1;2g [ ( vi � i ) i 2 Ia engendreX 0 ; R
E ; k . On utilisera donc deux

typesde basede R2 selonl'emplacement de M i :
- 8 i 2 I ! , M i 2 ! , on travaille dans la basecanonique( e1 ; e2 ),
- 8 i 2 Ia, M i 2 @! nC, on travaille dans la baselocale ( � i ; � i ),
- A�n de lever l'ambigu•�t �e sur � et � aux coins du domaine, on travaille dans la basecanonique
( e1 ; e2 ) pour les M i 2 C, i 2 Ic.
On appelle B la basede X E ; k ainsi form�ee:

B = (v i ; � ) i 2 I ! [ Ic ; � 2f 1 ; 2 g [ (vi � i ) i 2 Ia [ (vi � i ) i 2 Ia : (4.40)

On d�ecomposeraE0
h 2 X 0 ; R

E ; k dans la baseB0 et Eh 2 X E ; k dans la baseB .

4.7.2 Matrice de raideur in terne

Soit A 2 (R2� 2)N� N la d�ecomposition de la matrice Div + Rot dansB , que l'on �ecrit de la fa�con
suivante, les sommetsdu maillage �etant ordonn�escommed'habitude (int�erieurs, arêtes,coins) :

A =

0

B
B
B
B
@

A! ; ! A! ; a A! ; c

Aa ; ! Aa ; a Aa ; c

Ac ; ! Ac ; a Ac ; c

1

C
C
C
C
A

:
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D�ecrivons les sous-matricesde A.
Les sous-blocs de A i;j 2 R2� 2 tels que i et j 2 I ! [ Ic sont d�e�nis dans la base(e1; e2) et ont

�et�e calcul�es dans le paragraphe4.6.1. Ils sont contenus dans les sous-matricessuivantes :

- A! ; ! = ( Div + Rot ) i 2 I ! ; j 2 I ! 2 ( R2� 2 )N ! � N ! ;

- Ac ; c = ( Div + Rot ) i 2 Ic ; j 2 Ic 2 ( R2� 2 )Nc � Nc ;

- A! ; c = ( Div + Rot ) i 2 I ! ; j 2 Ic 2 ( R2� 2 )N ! � Nc ;

- Ac ; ! = ( Div + Rot ) i 2 Ic ; j 2 I ! 2 ( R2� 2 )Nc � N ! .

La sous-matriceAa ; a 2 (R2� 2)Na � Na est compos�eedesNa � Na sous-blocs de R2� 2, tels que :
8 i 2 Ia, 8 j 2 Ia :

A i ; j
a ; a =

0

@
A 0( vj � j ; vi � i ) A 0( vj � j ; vi � i )

A 0( vj � j ; vi � i ) A 0( vj � j ; vi � i )

1

A :

Cessous-blocs agissent sur les vecteursde R2 d�ecompos�es dans la baselocale ( � j ; � j ) :

Eh( M j ) =
�

E� ( M j )
E� ( M j )

�
, o�u E� ( M j ) = Eh( M j ) : � j et E� ( M j ) = Eh( M j ) : � j .

La sous-matriceA ! ; a 2 (R2� 2)N ! � Na est compos�eedesN! � Na sous-blocs de R2� 2 suivants :
8 i 2 I ! , 8 j 2 Ia,

A i ; j
! ; a =

0

@
A 0( vj � j ; vi e1 ) A 0( vj � j ; vi e1 )

A 0( vj � j ; vi e2 ) A 0( vj � j ; vi e2 )

1

A :

Sym�etriquement, la sous-matrice Aa ; ! 2 (R2� 2)Na � N ! est compos�ee des Na � N! sous-blocs de
R2� 2 suivants : 8 i 2 Ia, 8 j 2 I ! ,

A i ; j
a ; ! = A j ; i

! ; a =

0

@
A 0( vj e1 ; vi � i ) A 0( vj e2 ; vi � i )

A 0( vj e1 ; vi � i ) A 0( vj e2 ; vi � i )

1

A :

La sous-matriceAa ; c 2 (R2� 2)Na � Nc est compos�ee des Na � Nc sous-blocs de R2� 2 suivants :
8 i 2 Ia, 8 j 2 Ic,

A i ; j
a ; c =

0

@
A 0( vj e1 ; vi � i ) A 0( vj e2 ; vi � i )

A 0( vj e1 ; vi � i ) A 0( vj e2 ; vi � i )

1

A :

Sym�etriquement, la sous-matriceAc ; a 2 (R2� 2)Nc � Na est compos�eedesNc � Na sous-blocsde R2� 2

suivants : 8 i 2 Ic, 8 j 2 Ia,

A i ; j
c ; a = A j ; i

a ; c =

0

@
A 0( vj � j ; vi e1 ) A 0( vj � j ; vi e1 )

A 0( vj � j ; vi e2 ) A 0( vj � j ; vi e2 )

1

A :

Nous ne d�etaillerons pas les calculsdes�el�ements de Aa ; a etc, car ils sont similaires aux calculs des
�el�ements de Rot et Div, expliqu�es dans le paragraphe 4.6.1, o�u l'on a remplac�e v i e1 par vi � i et
vi e2 par vi � i .
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4.7.3 Second membre

Soit F 2 X k . A�n de d�e�nir le produit matrice-vecteur A F, o�u F est le vecteur de (R2)N associ�e
�a F dans la baseB , on d�ecomposeF dans cette mêmebaseselon:

F =
X

j 2 I ! [ Ic

2X

� =1

F� (M j ) vj e� +
X

j 2 Ia

(F� (M j ) vj � j + F� (M j ) vj � j ) ;

o�u 8 i 2 Ia, F� (M j ) = F(M i ) : � i et F� (M j ) = F(M i ) : � i .

On consid�ere alors F = ( F! ; Fa ; Fc )T le vecteur de R2N associ�e, dont les sous-composantes sont :

- F! = ( F1(M 1) ; F2(M 1) ; :::; F1(M N ! ) ; F2(M N ! ) )T 2 ( R2 )N ! ,

- Fa = ( F� (M N ! +1 ) ; F� (M N ! +1 ) ; :::; F� (M N� Nc ) ; F� (M N� Nc ) )T 2 ( R2 )Na ,

- Fc = ( F1(M N� Nc+1 ) ; F2(M N � Nc + 1) ; :::; F1(M N ) ; F2(M N ) )T 2 ( R2 )Nc .

Le produit matrice-vecteur A F est ainsi bien d�e�ni. Pour construire la matrice de la formulation
variationnelle (2.43) discr�etis�eesdans X 0 ; R

E ; k , on peut alors proc�eder �a l' �elimination desconditions
aux limites essentielles dans A. Cela correspond �a �eliminer les lignes et les colonnesde A dont les
�el�ements d�ependent de � pour les degr�es de lib ert�e d'arêtes,et les couplesde ligne et de colonnes
de A pour les degr�esde lib ert�e de coin. On appelle A0 la matrice ainsi obtenue.

Soit A ! ; � 2 (R2� 2)N ! � Na la matrice A ! ; a dont on a �elimin�e les colonnesd�ependant de � :
8 i 2 I ! , 8 j 2 Ia,

A i ; j
! ; � =

0

@
0 A 0( vj � j ; vi e1 )

0 A 0( vj � j ; vi e2 )

1

A :

Sym�etriquement, A � ; ! 2 (R2� 2)Na � N ! est la matrice Aa ; ! dont on a �elimin�e leslignesqui d�ependent
de � :

A i ; j
� ; ! =

0

@
0 0

A 0( vj e1 ; vi � i ) A 0( vj e2 ; vi � i )

1

A :

Ce faisant, on n'a pas modi� �e de terme extra diagonal, puisque A ! ; a et Aa ; ! sont dessous-blocs
de A extra-diagonaux.
On consid�ere A � ; � la matrice Aa ; a dont on a �elimin�e les termes d�ependant de � , sauf les termes
diagonaux, pour lesquelson a impos�e la valeur 1 :

A i ; j
� ; � =

0

@
� ij 0

0 A 0( vj � j ; vi � i )

1

A :

En e�et, Aa ; a correspondant �a un bloc diagonalde A, il faut faire attention �a pr�eserver l'in versibilit �e
de la matrice ainsi modi� �ee. Ensuite, on remplace tous les sous-blocs li�es aux coins, sauf le bloc
diagonal, par z�ero; et en�n, on remplaceAc ; c par I ; c, la matrice identit �e de ( R2� 2 )Nc � Nc .
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On en d�eduit que la structure par blocs de la matrice A0 2 ( R2� 2 )N� N est la suivante :

A0 =

0

B
B
B
B
@

A! ; ! A! ; � 0

A � ; ! A � ; � 0

0 0 Ic ; c

1

C
C
C
C
A

:

Prop osition 4.9 La matrice A0 est inversible.

D�emonstra tion. Comme A 0 est une forme bilin �eaire sym�etrique, les sous-blocs diagonaux de
A! ; ! et A � ; � sont strictement positifs. On a :

A i ; i
! ; ! =

�
jj grad vi jj2

0 0
0 jj grad vi jj2

0

�
; et A i ; i

� ; � =
�

1 0
0 jj grad vi jj2

0

�
:

Le sous-bloc diagonal I c ; c garantit donc l'in versibilit �e de A0.
�

4.8 � -appro che : discr �etisation

4.8.1 Champ �electrique : partie r �eguli �ere

Pour la � -approche, l'approximation du champ �electrique s'�ecrit : E h = eEh +
NcrX

l=1

� l
h xP

l . Nous

avonsmontr �e dans le paragraphe4.4.4comment calculer les � l
h. Nousd�ecrivons ici la seconde�etape

de la discr�etisation de la � -approche : le calcul de eEh. Pour cela, il faut d'abord discr�etiser la
condition aux limites tangentielles.

Soit e� h un rel�evement r�egulier de e �
NcrX

l=1

� l
h xP

l . Soit e� ; h = � k ( e� h ), l'in terpolation de e� h

que l'on d�ecomposedans B commesuit :

e� ; h =
X

j 2 I ! [ Ic

2X

� =1

" j ; � vj e� +
X

j 2 Ia

(" j ; � vj � j + " j ; � vj � j ) , avec :

- 8 j 2 I ! [ Ic, 8� 2 f 1; 2g, " j ; � = e� ; h( M j ) : e� ;

- 8 j 2 Ia, " j ; � = e� ; h( M j ) : � j , " j ; � = e� ; h( M j ) : � j .

Pour j 2 Ic, � = 1 ou 2, les " j ; � sont explicitement connus. De même, pour j 2 I a, les " j ; �

sont explicitement connus.
Soit eE0

h l'approximation de eE0, d�ecompos�eedans la basede X 0 ; R
E ; k :

eE0
h =

X

j 2 I !

2X

� =1

eE0
h ; � ( M j ) vj e� +

X

j 2 Ia

eE0
h ; � ( M j ) vj � j :
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Consid�erons eEh l'approximation de eE dans X E ; k .
On a : eE = eE0 + e� , et eEh = eE0

h + e� ; h . On en d�eduit :

eEh =
X

j 2 I !

2X

� =1

�
eE0

h ; � ( M j ) + " j ; �

�
vj e�

+
X

j 2 Ia

�
" j ; � vj � j + ( eE0

h ; � ( M j ) + " j ; � ) vj � j

�

+
X

j 2 Ic

2X

� =1

" j ; � vj e� :

Par identi�cation, on trouve :

- 8 j 2 I ! , 8 � 2 f 1; 2g, eEh ; � ( M j ) = eE0
h ; � ( M j ) + " j ; � ,

- 8 j 2 Ia, eEh ; � ( M j ) : = eEh ( M j ) : � = " j ; � ,

- 8 j 2 Ia, eEh ; � ( M j ) : = eEh ( M j ) : � = eE0
h ; � ( M j ) + " j ; � ,

- 8 j 2 Ic, 8 � 2 f 1; 2g, eEh ; � ( M j ) = " j ; � .

En d�ecomposant eEh dans la baseB , on obtient donc :

eEh =
X

j 2 I !

2X

� =1

eEh ; � ( M j ) vj e� +
X

j 2 Ia

eEh ; � (M j )vj � j

+
X

j 2 Ic

2X

� =1

" j ; � +
X

j 2 Ia

" j ; � vj � j :

Soit eE = ( eE! ; eEa ; eEc )T le vecteurdeR2N associ�edont lescomposantessont �egalesaux coordonn�ees
de eEh dans B .

Comment construit-on le rel�evement discret? On peut par exemple consid�erer le rel�evement
discret suivant :

" = ( Z! ; " � ; " c )T , o�u :

- Z! est le vecteur nul de (R2)N ! ;

- " � = ( "N ! +1 ; � ; 0; :::; "N� Nc ; � ; 0)T 2 ( R2 )Na , est le vecteur contenant les valeurs des com-
posantes tangentielles de e� ; h sur @! nC;

- "c = ( "N� Nc+1 ; 1 ; "N� Nc+1 ; 2 ; :::; "N ; 1 ; "N ; 2 )T 2 ( R2 )Nc est le vecteur contenant les valeurs
descomposantes de e� aux coins du maillage.

En d'autres termes,on conserve exactement lesvaleurs tangentielles aux points de la discr�etisation
du bord, et on imposez�ero sur tous lesautres degr�esde lib ert�e. Le calcul de cevecteur serad�etaill�e
dans le paragraphe4.8.2.
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On a : eEc = " c, et eEa = eE� + eE� , en posant :

eE� = ( 0; eEN ! +1 ; � ; :::; 0; eEN� Nc ; � )T 2 ( R2 )Na et eE� = " � :

eE� est le vecteur contenant les valeurs descomposantes normalesde eEh sur @! nC.
Si on revient �a la formulation variationnelle sur eE0, on peut d�eterminer eE! et eE� , en r�e�ecrivant

le probl�emevariationnel (2.43) discr�etis�e dans X 0 ; R
E ; k commesuit :

Trouver eE0
h 2 X 0 ; R

E ; k tel que :

8 i 2 I ! ; 8 � 2 f 1; 2g; A 0( eE0
h ; vi e� ) = L 0( vi e� ) � A 0( e� ; h ; vi e� );

8 i 2 Ia ; A 0( eE0
h ; vi � i ) = L 0( vi � i ) � A 0( e� ; h ; vi � i ):

En regroupant eE0
h et e� ; h , on peut r�e�ecrire l'ensemble de ces�equations sousla forme :

Trouver eEh 2 X k tel que :

8 i 2 I ! ; 8 � 2 f 1; 2g; A 0( eEh ; vi e� ) = L 0( vi e� ) ;
8 i 2 Ia ; A 0( eEh ; vi � i ) = L 0( vi � i ) ;

(4.41)

sachant que :
8 i 2 Ia ; eEh ( M i ) : � i = e� h ( M i ) : � i ;
8 i 2 Ic ; eEh ( M i ) = e� h ( M i ) :

(4.42)

Soit A � ; a 2 ( R2� 2 )Na � Nc la matrice Aa ; a dont on a �elimin�e les lignes d�ependant de � :
8 i ; j 2 Ia,

A i ; j
� ; a =

0

@
0 0

A 0( vj � j ; vi � i ) A 0( vj � j ; vi � i )

1

A :

Soit A � ; c 2 ( R2� 2 )Na � Nc , la matrice Aa ; c dont on a �elimin�e les lignes d�ependant de � :
8 i 2 Ia, 8 j 2 Ic,

A i ; j
� ; c =

0

@
0 0

A 0( vj e1 ; vi � i ) A 0( vj e2 ; vi � i )

1

A :

Les lignes des�equations (4.41) correspondent aux produit matriciels suivants :

A! ; ! eE! + A! ; a eEa + A! ; c eEc = L! ;

A � ; ! eE! + A � ; a eEa + A � ; c eEc = L� ;

o�u L! 2 ( R2 )N ! la restriction de L aux i 2 I ! ; et L� 2 ( R2 )Na est le vecteur tel que :

L� = ( 0; L 0( vN ! +1 � N ! +1 ) ; :::; 0; L 0( vN� Nc � N� Nc ) ):

On obtient que eE est solution du syst�eme:

A! ; ! eE! + A! ; a eE� = L! � A! ; a " � � A! ; c " c;

A � ; ! eE! + A � ; a eE� = L� � A � ; a " � � A � ; c " c;

eE� = " � ;

eEc = " c:
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On remarqueque :

A! ; a eE� = A! ; � eE� = A! ; � eEa, et A � ; a eE� = A � ; � eE� = A � ; � eEa � eE� :

D'o�u, en passant � A � ; � eE� = � " � au secondmembre dans le seconde�equation, eE satisfait :

A! ; ! eE! + A! ; � eEa = L! � A! ; a " � � A! ; c "c;

A � ; ! eE! + A � ; � eEa = L� � A � ; a " � + " � � A � ; c "c;

eEc = "c:

Soit Ar 2 ( R2� 2 )N� N la matrice d�e�nie ainsi :

Ar =

0

B
B
B
B
@

0 A! ; a A! ; c

0 A � ; a A � ; c

0 0 � I c ; c

1

C
C
C
C
A

:

PosonsL0 = ( L! ; L� ; Zc )T 2 ( R2 )N , o�u Zc est le vecteur nul de ( R2 )Nc .
eE est alors solution du syst�emematriciel :

A0 eE = L0 � Ar " : (4.43)

Nous ne d�etaillerons pas le calcul de L0 car il est similaire �a celui de L, e�ectu �e dans le paragraphe
(4.6.3).

Une fois que eE est calcul�e, on peut �ecrire l'approximation calcul�ee sur les arêtes dans la base
canonique ( e1 ; e2). Pour cela, �a chaque point M i , i 2 Ia, on associe Oi 2 R2� 2, la matrice de
changement de basetelle que :

Oi =

0

@
� 2(M i ) � 1(M i )

� � 1(M i ) � 2(M i )

1

A :

Soit O 2 ( R2� 2 )Na � Na le matrice diagonalepar blocs telle que :

O =

0

B
@

ON ! + 1 0 0

0
. . . 0

0 0 ON � Nc

1

C
A :

Le vecteur correspondant aux composantes dans la basecanonique( e1 ; e2) s'�ecrit alors : O eEa.

Remarque 4.10 En pratique, il est plus simple de cr�eer la matrice et le second membre dans la
basecart�esiennecompl�ete, et de proc�eder �a une �elimination a posteriori, en faisant un changement
de baseavant l' �elimination, et un autre apr�es pour revenir au syst�eme cart�esien.
Soit l 2 Ia. On extrait la doubleligne L 2 (R2)N correspondant �a i = l , � = 1 et 2. En multipliant �a
gauchecette doubleligne par Ol , on l'exprime dansla baselocale (� l ; � l ). On proc�ede�a l' �elimination
de la premi�ere ligne de Ol L, puis on multiplie �a gauchepar OT

l pour revenir �a la base canonique.
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Ensuite, on extrait la doublecolonne C 2 (R2)N correspondant �a j = l , � = 1 et 2. En multipliant
�a droite cette double colonne par OT

l , on l'exprime dans la base locale (� l ; � l ). On proc�ede �a
l' �elimination de la premi�ere colonne de COT

l . A�n de rendre la matrice inversible, on impose que
(COT

l )2;2 = 1, puis on multiplie �a droite par Ol pour revenir �a la basecanonique.

4.8.2 Rel �evement de la CL

Nous venonsde voir qu'il n'est pas n�ecessairede calculer un rel�evement explicite de e� ; h pour
calculer Eh . Nous allons d�etailler le calcul descomposantes de " . Tout d'abord, d�ecomposons" en
une partie d�ependant de e et une partie d�ependant des� l

h ; xP
l :

" = e �
NcrX

l=1

� l
h xl

@! ;

o�u : xl
@! = ( Z! ; xl

� ; xl
c )T , et e = ( Z! ; e� ; ec )T , avec :

- xl
� = ( xP

l ( M N ! +1 ) : � N ! +1 ; 0; :::; xP
l ( M N� Nc ) : � N� Nc ; 0)T ;

- xl
c = ( xP

l ( M N� Nc+1 ) : e1 ; xP
l ( M N� Nc+1 ) : e2 ; :::; xP

l ( M N ) : e1 ; xP
l ( M N ) : e2 )T ;

- e� = � ( e( M N ! +1 ) ; 0; :::; e( M N� Nc ) ; 0)T .

Physiquement, la donn�eede E : � j @! est une valeur associ�ee aux composantes du bord, et non
aux sommets.Cependant, dansnotre approximation, nousassocionsla valeur E h : � j @! aux sommets
du bord car nous utilisons des�el�ements �nis nodaux. Nous allons consacrerle reste du paragraphe
�a la d�etermination de ec.

LorsqueE 2 H 1(! ), E : � jA k
2 H 1=2(Ak ), 8k 2 f 1; :::; Kg, mais on n'a pas E : � j@! 2 H 1=2(@! ).

La fonction e n'est donc pas n�ecessairement continue entre deux arêtes successives : il n'y a pas
unicit �e de la valeur de e aux points ( M i ) i 2 Ic . Or, comme nous approchons la champ �electrique
par des�el�ements �nis nodaux, nous devons attribuer une valeur au champ �electrique approch�e aux
coins du maillage pour r�esoudrecette di�cult �e. Soit M le coin du maillage �egal �a l'in tersection
@A1 \ @A2. La valeur attribu �ee �a Eh en M est donn�eepar la r�esolution du syst�eme:

8
>><

>>:

Eh( M ) : � j A 1 = lim
M 1 ! M ; M 12 A 1

e( M 1 );

Eh( M ) : � j A 2 = lim
M 2 ! M ; M 22 A 2

e( M 2 ):
(4.44)

Ci-dessus,on a suppos�e pour simpli�er que la donn�ee e est continue par arête, ce qui est vrai si
pour tout k, il existe " k > 0 tel que ejA k

2 H 1=2+ � (Ak ), car pour tout " > 0, H 1=2+ � (Ak ) � C0(Ak ).
Consid�erons l'exemple suivant (�gure 4.2), avec ejA 1 = 1 et ejA 2 = 0.
On a alors : 8

<

:

E2( M ) = Eh( M ) : � j A 2 = 0;

� E1( M ) = Eh( M ) : � j A 1 = 1:

D'o�u : Eh( M ) = ( � 1; 0)T . Nous sommesainsi en mesurede d�eterminer ec. Il s'agit tout sim-
plement de r�esoudrele syst�eme(4.44) pour chaque coin ( M i ) i 2 Ic du maillage, a�n de d�eterminer
Eh ; 1( M i ) et Eh ; 2( M i ). On a alors :

ec = ( Eh ; 1( M N� Nc+1 ) ; Eh ; 2( M N� Nc+1 ) ; :::; Eh ; 1( M N ) ; Eh ; 2( M N ) )T :



114 CHAPITRE 4. LE PR OBL �EME STATIQUE 2D DIRECT DISCRET

A1

� jA 2 = x2

ejA 1 = 1

ejA 2 = 0
A2

M1

M2

M � jA 1 = � x1

Fig. 4.2 { Valeur de Eh en un sommet du domaine.

4.9 Compl �ement singulier orthogonal : discr �etisation

Pour la m�ethode du compl�ement singulier orthogonale, l'approximation du champ �electrique

s'�ecrit : Eh = bEh +
NcrX

l=1

cl
h xS

l . Les inconnuessont : bEh ainsi que les Ncr coe�cien ts cl
h , obtenus �a

l'aide des coe�cien ts � l ; m
h et � l

h . Dans le paragraphe 4.4.3, nous avons montr �e comment calculer
les � l ; m

h , et dans le paragraphe4.4.4, nous avons d�etaill�e le calcul des� l
h .

Consid�erons bEh = bE0
h + eh, avec eh = � k ( e ), son approximation. Nous allons nous ramener

au calcul direct de bEh, de la mêmefa�con qu'on seram�eneau calcul de eEh dans la � -approche.

4.9.1 Champ �electrique : partie r �eguli �ere

Soit Xh est la matrice approch�eede X 2 RNcr � Ncr , construite �a l'aide des� l ; m
h , et � h 2 RNcr ,

contenant les � l
h, est l'approximation du vecteur � . La formulation variationnelle (2.57)-(2.58)

discr�etis�eedans X 0 ; R
E ; k s'�ecrit :

Trouver bE0
h 2 X 0 ; R

E ; k et ch ; 2 RNcr tels que :

8 i 2 I ! ; 8 � 2 f 1; 2g; A 0( bE0
h ; v i ; � ) = L 0( v i ; � ) � A 0( eh ; v i ; � ) ;

8 i 2 Ia ; A 0( bE0
h ; vi � i ) = L 0( vi � i ) � A 0( eh ; vi � i ) ;

Xh ch = � h ;

(4.45)

Cela revient au probl�emesuivant :
Trouver bEh 2 X k et ch ; 2 RNcr tels que :

8 i 2 I ! ; 8 � 2 f 1; 2g; A 0( bEh ; v i ; � ) = L 0( v i ; � ) ;

8 i 2 Ia ; bEh( M i ) : � i = eh( M i ) : � i ;

8 i 2 Ic ; bEh( M i ) = eh( M i ) ;

Xh ch = � h :

(4.46)

Soit bE 2 ( R2 )N le vecteur associ�e �a la d�ecomposition de bEh dans la baseB . D�ecomposonsbE de la
fa�con suivante : bE = ( bE! ; bEa ; bEc )T , o�u :
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- bEa = bE� + e� , avec : bE� = ( 0; bEh( M N ! +1 ) : � N ! +1 ; :::; 0; bEh( M N� Nc ) : � N� Nc )T ,

- bEc = ec,

- e� et ec sont d�etermin�escomme" � et "c dans le paragraphe4.8.1.

Soit A0 =
�

A0 0
0 � Xh

�
2 R(2N+N cr )� (2N+N cr ) et L0 =

�
L0 � Ar e

� � h

�
2 R2N+N cr . Posons

E0 =
�

bE
ch

�
2 R2N+N cr . Les �equations (4.46) semettent sousla forme suivante :

A0bE
0

= L0; (4.47)

A0, Ar L0 ont �et�e construires dans le paragraphe4.8.1. Pour obtenir bEh , il ne nous reste plus qu'�a
calculer les xS

l ; h . Pour la m�ethode des potentiels, il faut �evaluer les e' D ; l et e' N ; l . Pour calculer
les xS

l ; h par la � -approche, il su�t de proc�eder comme il est expliqu�e pr�ec�edemment, en prenant
simplement : f h = sN ; l ; h et sD ; l ; h.

4.9.2 Champ �electrique : partie singuli �ere

D'apr�es le th�eor�eme2.43,on sait que : x S
l = � grad ' D ; l + rot ' N ; l , ce qui s'�ecrit ausside la

fa�con suivante :

xS
l = � grad e' D ; l + rot e' N ; l +

NcrX

m=1

� l ; m xP
m :

On peut approche donc approcher les x S
l par d�erivation despotentiels de la fa�con suivante :

xS
l ; h = � grad ( e' D ; l )h + rot ( e' N ; l )h +

NcrX

l=1

� l ; m
h � k ( xP

m ):

Commepour le calcul deEh par lespotentiels � D et � N (paragraphe4.3.3),on utilise uneprojection
Pk� 1-Pk pour obtenir une approximation continue de x S

l ; h .
exl est alors solution de :

exl = � GD e�
D ; l

+ RN e�
N ; l

: (4.48)

On peut d'autre part calculer lesx S
l par la � -approche : soit exl 2 ( R2 )N repr�esentant ex l ; h dans

la baseB . D'apr�es (2.64) et le paragraphe4.8.2, exl est solution de :

A0 exl = � Ar

 
NcrX

m=1

� l ; m
h xm

@!

!

: (4.49)



116 CHAPITRE 4. LE PR OBL �EME STATIQUE 2D DIRECT DISCRET

4.9.3 Conclusion

Th �eor �eme 4.11 La � -approcheet la MCSO discr�etis�eesdonnent tout calcul fait le mêmer�esultat :

bE +
NcrX

l=1

cl ; h exl = eE:

D�emonstra tion. L'addition de la premi�ere �equation de (4.47), qui nous donne : A 0E = L0 � Ar e
et de (4.49) donne :

A0

 
bE +

NcrX

l=1

cl ; h exl

!

= L0 � Ar

 

e +
NcrX

l=1

cl ; h

NcrX

m=1

� l ; m
h xm

@!

!

;

ce qui devient �a l'aide de la seconde�equation de (4.47) : A0

 
bE +

NcrX

l=1

cl ; h ex

!

= L0 � Ar " . D'o�u

le r�esultat.
�

4.10 R�egularisation �a poids : discr �etisation

X 0
E ; 
 \ H 1(! ) �etant densedans X 0

E ; 
 , on peut consid�erer comme espaced'approximation de

X 0
E ; 
 l'espace: X 0 ; R

E ; k , d�ecrit dans le paragraphe4.7.1.La formulation variationnelle (2.69) s'�ecrit :

Trouver E0

 ; h 2 X 0 ; R

E ; k tel que :

8 i 2 I ! , 8 � 2 f 1; 2g A 
 ( E0

 ; h ; vi e� ) = L 
 ( vi e� ) � A 
 ( e ; vi e� ) ,

8 i 2 Ia , A 
 ( E0

 ; h ; vi � i ) = L 
 ( vi � i ) � A 
 ( e ; vi � i ):

(4.50)

Pour exprimer ces�equations sousforme matricielle, on proc�ede de la même fa�con que dans le
paragraphe 4.7.1 par pseudo-�elimination des degr�es de lib ert�e connus. Soit A 0 ; 
 (resp. Ar ; 
 ) la
matrice obtenue en rempla�cant l'op�erateur A 0 par A 
 dans A0 (resp. Ar ). On seram�eneau calcul
direct de E 
 ; h = E0


 ; h + eh, avec commerel�evement discret de la condition tangentielle au bord

e le vecteur e. On construit le vecteur E
 de la même fa�con que le vecteur bE; et le vecteur L
 de
la même fa�con que L0, en rempla�cant l'op�erateur L 0 par L 
 . Il s'agit alors de r�esoudrele syst�eme
lin�eaire :

A 
 E
 = L
 + Ar ; 
 e: (4.51)

Il faut construire la matrice Div 
 , qui correspond au produit scalairedans V 0

 desdivergencesdes

vecteurs de la base B0. Cette construction est similaire �a la construction de Div, on utilise un
sch�ema d'in t�egration num�erique ad hoc.
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4.11 Analyse d'erreur

Nous allons maintenant �etudier la convergencedesm�ethodesde calcul direct de E, c'est �a dire
l'erreur que l'on commet en fonction du pas du maillage h. On appelle taux de convergence la
param�etre � tel que : jj E � Eh jjX � C h� , o�u C est une constante.

4.11.1 M �etho de avec CL naturelles : convergence

Nous n'avonspasencoreobtenu de r�esultat quant �a l'analyse d'erreur pour le calcul de E h dans
X k . Cependant, nousavons observ�e num�eriquement que cette erreur est gouvern�eepar l'erreur sur
la condition aux limites. Comme nous utilisons des �el�ements �nis continus, nous ne pouvons pas
approcher correctement E : � j @! au voisinagedescoins.En e�et, cette quantit �e d�epend de E : � j @! ,
par continuit �e le long desarêtes.Or nous ne contr ôlons pas la quantit �e E : � j @! , qui est tr �es�el�ev�ee
au(x) voisinage(s)du (des) coin(s) rentrant(s).

4.11.2 M �etho de du compl �ement singulier : convergence

Nous avons �etabli que pour le casstatique, la � -approche et la m�ethode compl�ement singulier
orthogonalesont identiques d'un point devue probl�emecontinu (section2.4), formulation variation-
nelle (proposition 2.47) et probl�emediscret (th �eor�eme 4.11). Nous nous contentons donc d'�etudier
la convergencede la � -approche.

L'analyse de la convergencede la m�ethode du compl�ement singulier a �et�e r�ealis�eepar C. Hazard
et S. Lohrengel dans [68]. Elle utilise le lemme de C�ea 4.1, et l' �equivalencedesnormesde H 1 et de
X 0

E pour les vecteursde X 0 ; R
E (th �eor�eme 2.25). La preuve de convergenceque nous pr�esentons ici

est l�eg�erement di� �erente car nous n'utilisons pas de fonction de troncature, mais nous obtenonsle
mêmetaux de convergence,de l'ordre 2� � 1 � � . Nous allons montrer le th�eor�emesuivant :

Th �eor �eme 4.12 On suppose qu'il existe � > 0 tel que 2� � 1 � � > 0 et f , g 2 H 2� � 1� � (! ),
e 2 H 2� � 1=2� � (@! ). Alors il existe une constante C� > 0 qui ne d�epend que � telle que :

jj E � Eh jjX E � C� h2 � � 1 � � : (4.52)

Pour prouver ce th�eor�eme,nous avons besoinde la proposition suivante :

Prop osition 4.13 On a l'estimation d'erreur suivante sur le calcul des � i :
Il existeune constanteC� ne d�ependant quedu domaineet desdonn�eestelle que: 8i 2 f 1; :::; Ncr g :

j � i � � i
h j < C� h2 � :

D�emonstra tion. La preuve de cette proposition est faite par P. Ciarlet, Jr. et J. He dans [41]
pour obtenir un taux de 2� � � , et grâceaux r�esultats de M. Amara et M. Moussaouidans [4], on
obtient le taux optimal.

�

Pour tout i 2 f 1; :::; Ncr g, xP
i ; h d�esigne l'approximation num�erique de x P

i choisie pour la
repr�esentation. En pratique, on prend souvent : x P

i ; h = � k(xP
i ). D�ecomposonsE et Eh ainsi :

E = eE0 + e� +
NcrX

i =1

� i xP
i ; Eh = eE0

h + e� ; h +
NcrX

i =1

� i
h xP

i ; h:



118 CHAPITRE 4. LE PR OBL �EME STATIQUE 2D DIRECT DISCRET

Posonsz0 = eE0 � eE0
h, z� = e� � e� ; h et zP =

NcrX

i =1

( � i xP
i � � i

hxP
i;h ). D'apr�es l'in �egalit�e de

Cauchy-Schwarz, on a donc :

jj E � Eh jj2
X E

� 3( jj z0 jj2
X E

+ jj z� jj2
X E

+ jj zP jj2
X E

) :

Pour montrer le th�eor�eme 4.12, il s'agit alors d'estimer les trois termes du second membre de
l'in �egalit�e ci-dessus.

Lemme 4.14 On suppose qu'il existe � > 0 tel que 2� � 1 � � > 0 et f , g 2 H 2� � 1� � (! ),
e 2 H 2� � 1=2� � (@! ). Alors il existe une constante C0

� > 0 qui ne d�epend que � telle que :

jj z0 jjX 0
E

= jj eE0 � eE0
h jjX 0

E
� C0

� h2� � 1� � jj eE0 jjH 2� � � : (4.53)

D�emonstra tion. La preuve de cette proposition, que nous reprenons de [68] se fait en trois
�etapes :
� D'apr�es le lemme de C�ea 4.1, commeA 0 est coercitive, il existe une constante C0 > 0 telle que :

jj eE0 � eE0
h jjX 0

E
� C0 inf

F h 2 X 0 ; R
E ; k

jj eE0 � Fh jjX 0
E

; (4.54)

� D'apr�es le th�eor�eme2.25, il existe une constante C1 > 0 telle que :

jj eE0 � eE0
h jjX 0

E
� C0 C1 inf

F h 2 X 0 ; R
E ; k

jj eE0 � Fh jjH 1 : (4.55)

� Or, d'apr�es le th�eor�eme 2.31, pour le nombre � consid�er�e, eE0 2 H 2� � � (! ). Comme 2� � � > 1,
l'analyse d'erreur standard des�el�ements �nis s'applique [33, 66] :

inf
F h 2 X 0 ; R

E ; k

jj eE0 � Fh jjH 1 � C00
� h2� � 1� � jj eE0 jjH 2� � � :

En prenant, C0
� = C0 C1 C00

� , on obtient (4.53).
�

Lemme 4.15 Il existe une constante C@! > 0 telle que :

jj z� jjX E � C@! h2� � � : (4.56)

D�emonstra tion. Notons que pour e 2 H 2� � 1=2� � (@! ) avec � tel que 2� � 1 � � > 0, il existe un
rel�evement e 2 H 2� � 1� � (! ) de e, et commeH 2� � 1� � (! ) � C0(! ), � k(e) est bien d�e�ni.
Pour tout i 2 f 1; :::; Ncr g, on pose xR

i 2 H 1+ s(! ), s > 0, un rel�evement r�egulier de x P
i : � j @! .

Comme H 1+ s(! ) � C0(! ), � k(xR
i ) est bien d�e�ni.

On a : e� = e �
NcrX

i =1

� i xR
i , et e�;h = � k(e) �

NcrX

i =1

� i
h xR

i;h . D�ecomposonsz� de la fa�con suivante :

z� = e � � k ( e ) +
NcrX

i =1

( � i
h � � i ) � k ( xR

i ) +
NcrX

i =1

� i ( � k ( xR
i ) � xR

i ):
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D'apr�es l'in �egalit�e de Cauchy-Schwarz, en d�ecomposant cette somme en 2Ncr + 1 termes, on a
l'in �egalit�e suivante :

jj z� jj2
X E

� (2 Ncr + 1)
�

jj e � � k ( e ) jj2
X E

+
NcrX

i =1

j � i
h � � i j2jj � k ( xR

i ) jj2
X E

+
NcrX

i =1

j � i j2jj xR
i � � k( xR

i ) jj2
X E

�
:

�Evaluons les trois ensembles de termes du secondmembre de cette in�egalit�e.
� Comme e 2 H 2� � � (! ), il existe une constante Ce;� > 0 telle que :

jj e � � k ( e ) jjX E � Ce;� h2� � � jj e jjH 2� � � :

� Comme � k est continue de C0(! ) dans H 1(! ), on a pour tout i :

jj � k ( xR
i ) jjX E � jjj � k jjj jj xR

i jjH 1+ s ;

avec : jjj � k jjj = sup
F 2 X 0 ; R

E ;k : jj F jj X 0
E

=1

� k( F ).

En utilisant ce r�esultat ainsi que celui de la proposition 4.13, on arrive �a :

NcrX

i =1

j � i � � i
h j2jj � k( xR

i ) jj2
X E

� C
02
� ( h2� )2 ;

avec C
02
� = Ncr C2

� jjj � k jjj 2 max
i

( jj xR
i jj2

H 1+ s ).

� Comme 8i , xR
i 2 H 1+ s(! ), il existe une constante C0

s > 0 telle que 8i :

jj xR
i � � k( xR

i ) jjX E � C0
s hk jj xR

i jjH 1+ s ;

d'o�u :
NcrX

i =1

j � i j2jj xR
i � � k( xR

i ) jj2
X E

� C2
s h2k ;

avec C2
s = Ncr max

i
( j� i j2 ) C

02
s jj xR

i jj2
H 1+ s .

Finalement, en prenant C@! = max(Ce;� jj e jjH 2� � � ; C0
� ; Cs; )

jj z� jjX E � C@! hmin(2 � � �; 2�; k) ;

� C@! h2� � � ;

o�u C@! d�epend de jj e jjH 2� � � et des jj xR
i jjH 1;s .

�

� En�n, r�e�ecrivons zP de la fa�con suivante :

zP =
NcrX

i =1

�
( � i � � i

h ) xP
i � � i

h ( xP
i � xP

i ; h )
�

;



120 CHAPITRE 4. LE PR OBL �EME STATIQUE 2D DIRECT DISCRET

d'o�u :

jj zP jjX E �
NcrX

i =1

�
j � i � � i

h j jj xP
i jjX E + j � i

h j jj xP
i � xP

i ; h jjX E

�
;

� C0
P h2� +

NcrX

i =1

j � i
h j jj xP

i � xP
i ; h jjX E ;

o�u CP est une constante qui d�epend desjj x P
i jjX E et de C� . Or, leserreurs jj x P

i � xP
i ; h jjX E sont des

erreursderepr�esentation et d�ependent du nombre dequadraturesp utilis �e pour faire lesint�egrations
num�eriques.D'o�u : jj x P

i � xP
i ; h jjX E = O( h� (p) ). Cette erreur est n�egligeablepar rapport �a celle

faite sur les � i . D'o�u :
jj zP jjX E � CP h2� :

On est alors en mesurede montrer le th�eor�eme4.12 :
D�emonstra tion du th �eor �eme 4.12. Nous avons �etabli que l'erreur jj z0 jjX E est en h2� � 1� � .
Les erreurs jj zP jjX E et jj z� jjX E sont plus faibles. D'o�u, en regroupant les r�esultats des lemmes
4.14 et 4.15, on obtient la majoration (4.52).

�

Nous allons maintenant �etudier l'erreur en norme L 2(! ). Pour montrer le th�eor�eme 4.17 ci-
dessous,obtenu en utilisant l'astuce d'Aubin-Nitsc he, on a besoindu lemme suivant, prouv�e dans
la section 14.4 de la partie IV :

Lemme 4.16 Soit f 2 L 2(! ). Consid�erons le probl�eme variationnel le suivant :
Trouver G 2 X 0

E tel que :
8 F 2 X 0

E ; A 0(G ; F) = (f ; F)0 : (4.57)

D'apr �esle th�eor�emedeLax-Milgram, ce probl�emeadmetune uniquesolution qui d�ependcontinûment
de f . Soit G h l'approximation de G par la � -approche. On a alors l'approximation d'erreur suivante
sur le calcul de G h : 8� > 0 tel que2� � 1 � � > 0 et 2( � � 1) � � > 0 :

jj G � G h jjX E � CG jj f jj0 h2 � � 1 � � pour � � 3=4;

jj G � G h jjX E � CG jj f jj0 h2 ( 1 � � ) � � pour � � 3=4:

Th �eor �eme 4.17 On suppose qu'il existe � > 0 tel que 2( 2� � 1) � � > 0, 1 � " > 0, f ,
g 2 H 2� � 1� � (! ) et e 2 H 2� � 1=2� � (@! ). Alors, il existe une constante C0

� > 0 qui ne d�epend que
de � telle que :

jj E � Eh jj0 � C0
� h2 (2 � � 1 ) � � pour � � 3=4;

jj E � Eh jj0 � C0
� h1 � � pour � � 3=4:

(4.58)

D�emonstra tion.
� Consid�eronstout d'abord le probl�emesuivant :

Trouver G 2 X 0
E tel que :

8 F 2 X 0
E ; A 0( G ; F ) = ( E � Eh ; F )0 : (4.59)

Comme(E � Eh) 2 L 2(! ), on est dans le cadredu lemme 4.16.Soit � > 0 tel que 2� � 1 � � > 0
et 2( 1 � � ) � � > 0. L'approximation de G par la � -approche est telle que :

jj G � G h jjX E � CG jj E � Eh jj0 h2 � � 1 � � pour � � 3=4;

jj G � G h jjX E � CG jj E � Eh jj0 h2 ( 1 � � ) � � pour � � 3=4:
(4.60)
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� Maintenant, nous allons majorer jj E � E h jj0 �a l'aide de jj G � G h jjX 0
E

. Notons d'abord
qu'en prenant commefonction test G h dans (2.43) et dans (4.41)-(4.42), on a l' �egalit�e suivante :

( E ; G h )X 0
E

= ( Eh ; G h )X 0
E

; (4.61)

ce qui nous permet d'obtenir que : ( E � E h ; G h )X 0
E

= 0. C'est la propri �et�e d'orthogonalit �e de
Galerkin. D�ecomposonsjj E � Eh jj2

0 ainsi :

jj E � Eh jj2
0 = A 0( G ; E � Eh ) = A 0( E � Eh ; G ) ;

= ( E � Eh ; G )X 0
E

� ( E � Eh ; G h )X 0
E

;

= ( E � Eh ; G � G h )X 0
E

;

� M jj E � Eh jjX 0
E

jj G � G h jjX 0
E

, o�u M est la constante de coercivit �e de A 0 ;

� M C� h2 � � 1 � � jj G � G h jjX 0
E

, d'apr�es le th�eor�eme4.12,

�

8
<

:

M C� CG h2 ( 2 � � 1 ) � � jj E � Eh jj0; pour � � 3=4;

M C� CG h2 � � 1 + 2 ( 1 � � ) � � jj E � Eh jj0; pour � � 3=4;
d'apr�es(4.60).

PosonsC0
� = M C� CG. En divisant la derni�ere in�egalit�e par jj E � E h jj0, on obtient (4.58).

�

Remarque 4.18 Si n�ecessaire (en particulier, dans le cas o�u � est proche de 1=2), il est possible
d'am�eliorer la vitessede convergence : en ra�nant localement le mail lage,ou en calculant explicite-
ment les termessinguliers suivants du champ[86], ou encore en calculant avec pr�ecision la solution
au voisinagedescoins de @! �a l'aide d'op�erateurs Dirichlet-Neumann [8].

4.11.3 R�egularisation �a poids : convergence

L'analyse d'erreur faite dans [53] reposesur la d�ecomposition de E en un partie r�eguli�ere et
le gradient d'une fonction dont le Laplacien est dans V 0


 : E = z0 + grad � 
 , o�u z0 2 H 1(! )
et � 
 2 V 2


 \ H 1
0 (! ). Les hypoth�esessur le champ �electrique sont plus fortes que cellesde notre

probl�eme,car dans [53], il s'agit des�equations de Maxwell harmoniques: E est �a divergencenulle
et rot E 2 H 1(! ). D'autre part, les hypoth�esessur l'espacede discr�etisation n�ecessitent de prendre
des�el�ements �nis d'ordre sup�erieur ou �egal �a 2. Dans cesconditions (et avec les bons poids 
 ), on
a le r�esultat suivant :

Prop osition 4.19 Soit " > 0 donn�e. Il existe une constante C" > 0 qui ne d�epend que " telle
que :

jj E 
 � E 
 ; h jjX 0
E ; 


� C" h� + 
 � 1 � " : (4.62)

Nous avons toutefois constat�e dans les exp�eriencesnum�eriques que la m�ethode converge avec la
même vitesse pour les �el�ements �nis P1 de Lagrange, et pour des donn�eesmoins r�eguli�eres (par
exemple,div E = sD et/ou rot E = sN . Notons qu'il faut travailler avec un maillage assezr�egulier,
car les exp�eriencesnum�eriques montrent que cette m�ethode est plus sensibleque les autres �a la
qualit �e du maillage.
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La vitesse de convergencede la m�ethode �a poids est donc meilleure que celle de la m�ethode
du compl�ement singulier, d'autant meilleure que 
 est proche de 1. Cependant, la norme de X 0

E ; 


est plus faible que la norme X 0
E : dans X 0

E ; 
 , div E 
 ; h converge vers g en norme L 2

 (! ), mais ne

convergepas vers g en norme L 2(! ).

4.11.4 Conclusion

D'apr�es [44], si rot (rot E) 2 L 2(! ) et si il existe 0 < � < � tel que E 2 H � � � (! ), alors EN d,
l'approximation de E par les �el�ements �nis de N�ed�elecde [88] est telle que :

jj rot E � rot EN d jj0 � C" h� � � et jj E � EN d jj0 � C0
� h

� � � ;

o�u C� > 0 et C0
� > 0 sont desconstantes.

D'apr�es [70], avec les mêmeshypoth�esessur E que cellesci-dessus,E D G, l'approximation de E
par les �el�ements �nis mixtes de Galerkin discontinus est telle que :

jj E � EGD jjGD � CGD ;� h� � "

o�u CGD ;� > 0 est une constante. jj : jj GD est une norme qui contient la norme L 2(! ), la sommedes
normesL 2(Tl ) du rotationel et la sommedesnorme dessauts de discontinuit �e �a travers les arêtes.
Sur la �gure 4.3, on a repr�esent�e en bleu le taux de convergencede cesdeux m�ethodesen fonction
de � .

Ainsi, si rot (rot E) 2 L 2(! ), le taux de convergenceen norme X 0
E ; 
 de la m�ethode �a poids

correspond �a celui des deux m�ethodes ci-dessus,�a (1 � 
 ) pr�es. Pour la � -approche, bien que
le taux de convergenceen norme X E soit plus faible, nous avons d'une part une hypoth�eseplus
faible sur rot E, et d'autre part, le taux de convergenceen norme L 2(! ) est meilleur si � > 2=3,
c'est-�a-dire si l'angle du coin rentrant est plus petit que 3� =2 (voir la �gure 4.3).

� =
3
4

jj E � E � jj0

jj E � E � jjX E

�
jj E � EN d jj0;rot

jj E � EGD jjGD

1

0 �1
2

1

1
2

2
3

� =
2
3

Fig. 4.3 { Comportement deserreurs.



Chapitre 5

Le probl �eme statique 2D mixte discret

5.1 L' �el�ement �ni mixte de Taylor-Ho od P2-P1

D�e�nition 5.1 On parle d'�el�ement �ni de Taylor-Hood P2-P1 lorsque le multiplicateur de La-
grangeet le champ�electrique sont �evalu�e sur le mêmemail lage, le multiplicateur de Lagrange�etant
approch�e par les �el�ements�nis de Lagrangecontinus en P1 et le champ�electrique est approch�e com-
posantepar composantepar les�el�ements�nis deLagrangecontinus en P2. L'espace d'approximation
du champ�electrique est alors :

X 2 = f v 2 C0(! )2 : v j Th
2 P2

2 (Th) ; 8 Th 2 Th g;

et celui du multiplicateur de Lagrangeest alors :

V1 = f u 2 C0(! ) : v j Th
2 P1(Th) ; 8 Th 2 Th g:

On notera N1 le nombre de degr�es de lib ert�e P1, c'est-�a-dire le nombre de sommets de la
triangulation du maillage; et N le nombre de degr�esde lib ert�e P2, c'est-�a-dire le nombre de sommets
plus le nombre d'arêtesde la triangulation du maillage.

Consid�eronsSi 1 , i1 2 f 1; :::; N1 g les sommetsdestriangles Tl . Soit N1
! le nombre de sommets

int�erieurs �a ! , et N1
@! le nombre de sommetsdu bord @! . On ordonne cespoints P1 ainsi :

8 i1 2 I1
! , Si 1 2 ! , et 8 i 1 2 I1

@! , Si 1 2 @! , o�u on a d�e�ni les ensembles d'indices suivants :

I1
! = f 1; :::; N1

! g; I1
@! = f N1

! + 1; :::; N1
! + N1

@! g et I1 = I1
! [ I1

@! :

Soient ui 1 , i1 2 I1 les fonctions de baseP1, qui g�en�erent V1.
Le champ �electrique discretis�e est recherch�e dans l'espace( V 2 )2. On ordonnera les points de

discr�etisation P2 (sommets et arêtes des triangles) M i , i 2 f 1; :::; N g commec'est indiqu�e dans
la section 4.2. Soit i 2 I tel que M i soit un sommet de la triangulation. Alors il existe i 1 2 I1

tel que Si 1 = M i . On consid�erera vi , i 2 I les fonctions de baseP2 qui g�en�erent V2. On notera
ph l'approximation du multiplicateur de Lagrange et E (
 ;) h l'approximation du champ �electrique.
p(
 ;) h est d�ecompos�e ainsi :

p(
 ;) h =
X

i 1 2 I1

p(
 ;) h( Si 1 ) ui 1 :

On notera p
(
 )

2 RN1 le vecteur associ�e �a p(
 ;) h : p
(
 )

= ( p(
 ;) h( S1 ) ; :::; p(
 ;) h( SN1 ) )T .

Remarque 5.2 On peut aussi utiliser les �el�ements �nis de Taylor-Hood P2-iso-P1 : le multiplica-
teur de Lagrange est alors �evalu�e sur un mail lage grossier Th en P1 et les composantesdu champ

123
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�electrique sont �evalu�eessur un mail lage �n T2h, obtenu par subdivision des triangles du mail lage
grossier en P1. Les espaces d'approximation sont les suivants :

X 0
2 = f v 2 C0(! )2 : v j Th

2 P2
1 (Th) ; 8 Th 2 Th g;

pour le champ �electrique, et

V1 = f u 2 C0(! ) : uj T2h
2 P1(T2h ) ; 8 T2h 2 T2h g;

pour le multiplicateur de Lagrange. La complexit�e de l'impl �ementation est similair e �a celle des
�el�ements �nis P2-P1. Les �el�ements �nis P2-P1 convergent mieux si la solution est r�eguli�ere.

5.2 Condition inf-sup discr �ete

5.2.1 M �etho de avec CL naturelles

La preuve de la condition inf-sup discr�ete uniforme de la formulation mixte (3.5) pour l' �el�ement
�ni de Taylor-Hood P2-iso-P1 a �et�e faite par P. Ciarlet, Jr. et V. Girault dans [39] en 3D, �a l'aide
d'un rel�evement discret de la condition aux limites normale (voir aussi [19] pour le probl�eme de
Stokes).

Il s'agit alors de montrer la condition inf-sup pour le coupled'espaces
�

( V0
2 )3 ; ( V1 \ L 2

0(
) )
�
.

Pour cela, dans le cas d'un maillage quelconque, les auteurs se ram�enent aux in�egalit�es locales
suivantes :

( qh ; div vh )0 ; T � c� 2
T j qh j21 ; T et j vh j1 ; T � c0hT j qh j1 ; T :

Grâce �a la technique de [106], qui prouve la condition inf-sup discr�ete pour le couple d'espace�
( V0

2 )2 ; ( V1 \ L 2
0(! ) )

�
pour le probl�emede Stokes,on obtient la condition inf-sup globale.

Pour le couple d'espaces( X 2 ; V1 ), la preuve de la condition inf-sup se montre de la même
fa�con. D'o�u :

Prop osition 5.3 Il existe une constante � �
E > 0 ind�ependante de h telle que :

inf
uh 2 V 1

sup
F h 2 X E ; 2

BE ( Fh ; uh )
jj Fh jjX E jj uh jj0

� � �
E :

5.2.2 M �etho de avec CL essentielles

X 0 ; R
E ; 2 est un sous-espacede X 2, et 8 ( Fh ; uh ) 2 X 0 ; R

E ; 2 � V1, B0( Fh ; uh ) = BE ( Fh ; uh ), on

a donc aussiune condition inf-sup discr�ete pour le couple d'espaces( X 0 ; R
E ; 2 ; V1 ) :

Prop osition 5.4 Il existe une constante � �
0 > 0 ind�ependante de h telle que :

inf
uh 2 V 1

sup
F h 2 X 0 ; R

E ; 2

B0( Fh ; uh )
jj Fh jjX 0

E
jj uh jj0

� � �
0:

5.2.3 R�egularisation �a poids

Nous n'avons pas obtenu de r�esultat th�eorique sur la condition inf-sup discr�ete dans X 0
E ; 
 ,

cependant les r�esultat num�eriques sugg�erent que cette condition n'est pas v�eri� �ee de fa�con uni-
forme : sur desmaillageshomog�en�eis�es, le nombre d'it �erations de l'algorithme d'Uzawa secomporte
lin�eairement en fonction du logarithme du pasmaillage, cequi nous laissepenserque � �


 d�epend du
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logarithme du pas du maillage. Comme on peut montrer que jj ph jj0 ; 
 reste petit (voir la section
5.6), la m�ethode converge tout de mêmeassezrapidement.

Le probl�eme de la condition inf-sup discr�ete dans des espaces�a poids a �et�e �etudi�e pour le
probl�eme de Stokes. Dans [64], V. Girault et al. obtiennent une condition inf-sup discr�ete avec
un poids qui n'est jamais nul (il est de la forme (r 2 + � 2 h2)1=2). Dans [14], Z. Belhachmi et al.
obtiennent un condition inf-sup discr�ete pour le probl�emede Stokesaxisym�etrique.

5.3 M �etho de avec CL naturelles mixte : discr �etisation

La formulation variationnelle (3.5) discr�etis�eepar les�el�ements �nis de Taylor-Hood P2-P1 s'�ecrit
de la fa�con suivante :
Trouver le couple ( ph ; Eh ) 2 V1 � X 2 tel que :

8 i 2 I ; 8 � 2 f 1; 2g A E ( Eh ; vi e� ) + BE ( vi e� ; ph ) = L E ( vi e� ) ;

8 i1 2 I1

X

j 2 I

BE ( Eh ; ui 1 ) = GE ( vi 1 ) :
(5.1)

En d�ecomposant ph dans (5.1), on obtient :

8 i 2 I ; 8 � 2 f 1; 2g A E ( Eh ; vi e� ) +
X

j 12 I1

ph ( Sj 1 ) BE ( vi e� ; ui 1 ) = L E ( vi e� ) ;

8 i1 2 I1 BE ( Eh ; ui 1 ) = GE ( ui 1 ) :

Soit E 2 (R2)N , la repr�esentation de Eh dansvect( vi e� ) i 2 I ; � 2f 1;2g. Nousallons �ecrire les�equations
ci-dessusde fa�con matricielle. Pour cela, nous devons construire les matrices associ�ees�a BE et GE .
� Soit CE 2 ( R1� 2 )N1 � N la matrice compos�eedessousblocs Ci 1 ; j

E 2 R2 tels que :

8 i1 2 I1 ; 8 j 2 I ; Ci 1 ; j
E =

�
BE ( vj e1 ; ui 1 ) BE ( vj e2 ; ui 1 )

�
=

�
( @1vj ; ui 1 )0 ( @2vj ; ui 1 )0

�
:

� Soit G 2 RN1 le vecteur tel que :

8 i1 2 I1 ; Gi 1 = GE ( ui 1 ) :

Les �equations (5.1) semettent sousla forme :

AE E + CT
E p = L ;

CE E = G:
(5.2)

L'algorithme de r�esolution de (5.2) est le suivant :

- R�esoudre AE E0 = L ;

- R�esoudre ( CE A � 1
E CT

E ) p = CE E0 � G;

- R�esoudre AE E = L � CT
E p.
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5.3.1 Matrice mixte

La matrice mixte CE 2 ( R1� 2 )N1 � 2N est compos�eedessousblocs Ci 1 ; j
E 2 R1� 2 tels que :

8 i1 2 I1, 8 j 2 I,

Ci 1 ; j
E =

�
(@1vj ; ui 1 )0 (@2vj ; ui 1 )0

�
=

X

Tl j Si 1 ; M j 2 Tl

� Z

Tl

@1 vj ui 1 d!
Z

Tl

@2 vj ui 1 d!
�

:

Pour chaque triangle Tl , on doit donc calculer les fonctions de baseP1, not�eesui 1 et les fonctions
de baseP2, not�eesvj . L'in t�egration sefera par un sch�ema d'in t�egration num�erique.

5.3.2 Second membre

Le vecteur du secondmembre G 2 RN1 est tel que : Gi 1 = ( g ; ui 1 )0. Ce calcul peut être
e�ectu �e directement, �a l'aide d'un sch�ema d'in t�egration num�erique, ou en utilisant la fonction
d'in terpolation P1 de g : gh = � 1( g ). Soit M 1 2 RN1 � N1 le matrice de masseP1 telle que :
8 i1 ; j 1 2 I1,

M i 1 ; j 1
1 = ( ui 1 ; uj 1 )0 =

X

Tl j Si 1 ; Sj 1 2 Tl

Z

Tl

ui 1 uj 1 d! :

On en d�eduit dans le secondcas: G = M 1 g.

5.4 Compl �ement singulier orthogonal mixte : discr �etisation

La formulation variationnelle (3.7) discr�etis�eepar les�el�ements �nis de Taylor-Hood P2-P1 s'�ecrit
de la fa�con suivante :
Trouver le triplet ( ph ; bEh ; ch ) 2 V1 � X 2 � RNcr tel que :

8 i 2 I ! ; 8 � 2 f 1; 2g; A 0 ( bEh ; vi e� ) + B0 ( vi e� ; ph ) = L 0( vi e� ) ;

8 i 2 Ia ; A 0 ( bEh ; vi � i ) + B0 ( vi � i ; ph ) = L 0( vi � i ) ;

8 i 2 Ia ; bEh ( M i ) : � i = eh ( M i ) : � i ;

8 i 2 Ic ; bEh ( M i ) = eh ( M i ) ;

8 m 2 f 1; :::; Ncr g; �
NcrX

l=1

cl ; h � l ; m
h + B0 ( xS

m ; ph ) = � � m
h ;

8 i1 2 I1 ; B0 ( bEh ; ui 1 ) +
NcrX

l=1

cl ; h B0 ( xS
l ; ui 1 ) = GE ( ui 1 ) :

(5.3)
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Rappelonsque div xS
l = sl

D . Ainsi, on approche B0 ( xS
l ; ui 1 ) par ( sD ; h ; ui 1 )0. En d�ecomposant

ph dans (5.3), on obtient alors :

8 i 2 I ! ; 8 � 2 f 1; 2g; A 0 ( bEh(M j ) ; vi e� ) +
N1X

i 1=1

ph ( Si 1 ) B0 ( vi e� ; ui 1 ) = L 0 ( vi e� ) ;

8 i 2 Ia ; A 0 ( bEh ; vi � i ) +
N1X

i 1=1

ph ( Si 1 ) B0 ( vi � i ; ui 1 ) = L 0 ( vi � i ) ;

8 i 2 Ia ; bEh : � i = eh ( M i ) : � i ;

8 i 2 Ic ; bEh ( M i ) = eh ( M i ) ;

8 m 2 f 1; :::; Ncr g; �
NcrX

l=1

cl ; h � l ; m
h + ( sm

D ; h ; ph )0 = � � m
h ;

8 i1 2 I1 ; B0 ( bEh ; ui 1 ) +
NcrX

l=1

cl ; h ( sl
D ; h ; ui 1 )0 = GE ( ui 1 ) :

Soit bE 2 (R2)N , la repr�esentation de bEh dans la baseB (4.40). Nous allons �ecrire les �equations
ci-dessusde fa�con matricielle. Pour cela,nousdevonsconstruire lesmatrices associ�ees�a ( s l

D ; h ; : )0

et B0.
� Soit SD 2 RN1 � Ncr la matrice compos�eedeNcr vecteurscolonnesdeRN tels que8 l 2 f 1; :::; Ncr g :

8 i1 2 I1 ; Si 1 ; l
D = ( sl

D ; h ; ui 1 ) :

� Soit C0 2 ( R1� 2 )N1 � 2N la matrice compos�eedessous-blocs Ci 1 ; j
0 2 R1� 2 tels que :

8 i1 2 I1 ; 8 j 2 I ! Ci 1 ; j
0 = Ci 1 ; j

E ;

8 i1 2 I1 ; 8 j 2 Ic Ci 1 ; j
0 =

�
0 0

�
;

8 i1 2 I1 ; 8 j 2 Ia Ci 1 ;j
0 =

�
0 B0( vj � j ; ui 1 )

�
=

�
0 ( @� j vj ; ui 1 )0

�
:

� Soit Cr 2 ( R1� 2 )N1 � 2N la matrice compos�eedessous-blocs Ci 1 ; j
r 2 R1� 2 tels que :

8 i1 2 I1 ; 8 j 2 I ! Ci 1 ; j
r =

�
0 0

�
;

8 i1 2 I1 ; 8 j 2 Ic Ci 1 ; j
r = Ci 1 ; j

E ;

8 i1 2 I1 ; 8 j 2 Ia Ci 1 ;j
r =

�
B0( vj � j ; ui 1 ) 0

�
=

�
( @� j vj ; ui 1 )0 0

�
:

Il s'agit de r�esoudrele syst�emematriciel suivant :

A0 bE + CT
0 p = L0 � Ar e;

� Xh ch + ST
D p = � � h ;

C0 bE + SD ch = G � Cr e:
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�Ecrivons ces�equations sousla forme condens�eesuivante :

�
A0 0
0 � Xh

� �
bE
ch

�
+

�
CT

0
ST

D

�
p =

�
L0 � Ar e

� � h

�

�
C0 SD

�
�

bE
ch

�
= G � Cr e:

(5.4)

Soit C0 =
�

C0 SD
�

2 R(N 1+N cr )� (2N+N cr ) . Le syst�eme (5.4) se r�e�ecrit ainsi (avec A0, E0 et L0

d�ecrits au paragraphe4.9.1) :

A0E0 + C0T p = L0;

C0E0 = G � Cr e:
(5.5)

L'algorithme de r�esolution de (5.5) est le suivant :

- R�esoudre A0E0
0 = L0, c'est-�a-dire : E0

0 =
�

bE0
c0

h

�
, avec : A0 bE = L0 � Ar e et Xh c0

h = � h ;

- R�esoudre ( C0( A0)� 1 C0T ) p = C0E0
0 � ( G � Cr e) ;

- R�esoudre A0 bE = L0 � Ar e � CT
0 p et � Xh ch = � � h � ST

D p.

5.4.1 Matrices mixtes

Les calculs de C0 et Cr sont similaires �a ceux de CE . On a :

8 i1 2 I1 ; 8 j 2 Ia Ci 1 ; j
0 =

 
0

X

Tl j Si 1 ; M j 2 Tl

Z

Tl

@� j vj ui 1 d!
!

;

8 i1 2 I1 ; 8 j 2 Ia Ci 1 ; j
r =

 X

Tl j Si 1 ; M j 2 Tl

Z

Tl

@� j vj ui 1 d! 0
!

:

5.4.2 Second membre

Nous avons remarqu�e que : B0 ( xS
l ; ui 1 ) = ( sD ; l ; ui 1 )0. Ainsi, SD 2 RN1 � Ncr est telle que :

Si 1 ; l
D = ( sD ; l ; h ; ui 1 )0 = ( esD ; l ; h ; ui 1 )0 + ( sP

D ; l ; h ; ui 1 )0 :

Le premier terme est tel que : ( sP
D ; l ; h ; ui 1 )0 = ( M1 sl ) i 1 , o�u sD ; l repr�esente l'approximation

par les �el�ements �nis P1 de Lagrange de esD ; l . Le secondterme, qui d�epend de sP
D ; l est calcul�e

directement, �a l'aide d'un sch�ema d'in t�egration num�erique (section 15.2).
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5.5 R�egularisation �a poids mixte : discr �etisation

La formulation variationnelle (3.10) discr�etis�ee par les �el�ements �nis de Taylor-Hood P2-P1

s'�ecrit de la fa�con suivante : Trouver le couple ( p
 ; h ; E 
 ; h ) 2 V1 � X 2 tel que :

8 i 2 I ! ; 8 � 2 f 1; 2g A 
 ( E 
 ; h ; vi e� ) + B
 ( p
 ; h ; uj 1 ) = L 
 ( vi e� ) ;

8 i 2 Ia ; A 
 ( E 
 ; h ; vi � i ) + B
 ( vi � i ; p
 ; h ) = L 
 ( vi � i ) ;

8 i 2 Ia ; E 
 ; h ( M i ) : � i = eh ( M i ) : � i ;

8 i 2 Ic ; E 
 ; h ( M i ) = eh( M i ) ;

8 i1 2 I1 ; B
 ( E 
 ; h ; ui 1 ) = G
 ( ui 1 ) :

(5.6)

En d�ecomposant p
 ; h dans (5.6), on obtient alors :

8 i 2 I ! ; 8� 2 f 1; 2g; A 
 ( E 
 ; h ; vi e� ) +
N1X

i 1=1

p
 ; h ( Si 1 ) B
 ( vi e� ; ui 1 ) = L 
 ( vi e� ) ;

8 i 2 Ia ; A 
 ( E 
 ; h ; vi � i ) +
N1X

i 1=1

p
 ; h ( Si 1 ) B
 ( vi � i ; ui 1 ) = L 
 ( vi � i ) ;

8 i 2 Ia ; E 
 ; h ( M i ) : � i = eh ( M i ) : � i ;

8 i 2 Ic ; E 
 ; h ( M i ) = eh ( M i ) ;

8 i1 2 I1 B
 ( E 
 ; h ; ui 1 ) = G
 ( ui 1 ) :

Soit E
 2 (R2)N , la repr�esentation de E 
 ; h dansB (4.40). Nousallons �ecrire les�equationsci-dessus
de fa�con matricielle. Pour cela, nous devons construire les matrices associ�ees�a B 
 et G
 .
� Soit C
 2 ( R1� 2 )N1 � 2N la matrice compos�eedessous-blocs Ci 1 ; j


 2 R1� 2 tels que :

8 i1 2 I1 ; 8 j 2 I ! Ci 1 ; j

 =

�
B
 ( vj e1 ; ui 1 ) B
 ( vj e2 ; ui 1 )

�

=
�

( @1vj ; ui 1 )0 ; 
 ( @2vj ; ui 1 )0 ; 

�

;

8 i1 2 I1 ; 8 j 2 Ic Ci 1 ; j

 =

�
0 0

�
;

8 i1 2 I1 ; 8 j 2 Ia Ci 1 ; j

 =

�
0 B
 ( vj � j ; ui 1 )

�
=

�
0 ( @� j vj ; ui 1 )

�
:

� Soit Cr ; 
 2 ( R1� 2 )N1 � 2N la matrice compos�eedessousblocs Ci 1 ; j
r ; 
 2 R1� 2 tels que :

8 i1 2 I1 ; 8 j 2 I ! Ci 1 ; j
r ; 
 =

�
0 0

�
;

8 i1 2 I1 ; 8 j 2 Ic Ci 1 ; j
r ; 
 =

�
B
 ( vj e1 ; ui 1 ) B
 ( vj e2 ; ui 1 )

�

=
�

( @1vj ; ui 1 )0 ; 
 ( @2vj ; ui 1 )0 ; 

�

;

8 i1 2 I1 ; 8 j 2 Ia Ci 1 ; j
r ; 
 =

�
B
 ( vj � j ; ui 1 ) 0

�
=

�
( @� j vj ; ui 1 )0 ; 
 0

�
:
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� Soit en�n G
 2 RN1 le vecteur tel que :

8 i1 2 I1 ; Gi 1

 = G
 ( ui 1 ) = ( g ; ui 1 )0 ; 
 :

Les �equations (5.6) semettent sousla forme :

A 
 E
 + CT

 p



= L
 � Ar ; 
 e;

C
 E
 = G
 � Cr ; 
 e:
(5.7)

L'algorithme de r�esolution de (5.7) est le suivant :

- R�esoudre A 
 E
 ;0 = L
 � Ar ; 
 e;

- R�esoudre ( C
 A � 1

 CT


 ) p



= C
 E
 ;0 � ( G
 � Cr ; 
 e) ;

- R�esoudre A 
 E
 = L
 � Ar ; 
 e � CT

 p



.

5.5.1 Matrices mixtes

C
 2 RN1 � 2N est compos�eedessousblocs Ci 1 ; j

 2 R2 tels que :

8 i1 2 I1 ; 8 j 2 I ! Ci 1 ; j

 =

 X

Tl j Si 1 ; M j 2 Tl

Z

Tl

r 2
 @1 vj ui 1 d!
X

Tl j Si 1 ; M j 2 Tl

Z

Tl

r 2
 @2 vj ui 1 d!
!

;

8 i1 2 I1 ; 8 j 2 Ic Ci 1 ; j

 =

�
0 0

�
;

8 i1 2 I1 ; 8 j 2 Ia Ci 1 ; j

 =

 
0

X

Tl j Si 1 ; M j 2 Tl

Z

Tl

r 2
 @� j vj ui 1 d!
!

:

Cr ; 
 2 RN1 � 2N est compos�eedessousblocs Ci 1 ; j
r ; 
 2 R1� 2 tels que :

8 i1 2 I1 ; 8 j 2 I ! Ci 1 ; j
r ; 
 =

�
0 0

�
;

8 i1 2 I1 ; 8 j 2 Ic Ci 1 ; j
r ; 
 =

 X

Tl j Si 1 ; M j 2 Tl

Z

Tl

r 2
 @1 vj ui 1 d!
X

Tl j Si 1 ; M j 2 Tl

Z

Tl

r 2
 @2 vj ui 1 d!
!

;

8 i1 2 I1 ; 8 j 2 Ia Ci 1 ; j
r ; 
 =

 X

Tl j Si 1 ; M j 2 Tl

Z

Tl

r 2
 @� j vj ui 1 d! 0
!

:

5.5.2 Second membre

G
 2 RN1 est tel que : Gi 1

 = ( g ; ui 1 )0 ; 
 . Ce calcul peut être approch�e directement, �a l'aide

d'un sch�ema d'in t�egration num�erique, ou en utilisant la fonction d'in terpolation P1 de g. Soit
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M 
 ; 1 2 RN1 � N1 le matrice de massepond�er�eeP1 telle que : 8 i 1 ; j 1 2 I1,

M i 1 ; j 1

 ; 1 = ( ui 1 ; uj 1 )0 ; 
 =

X

Tl j Si 1 ; Sj 1 2 Tl

Z

Tl

r 2
 ui 1 uj 1 d! :

Dans le secondcas,en d�eduit : G
 = M 
 ; 1 g.

5.6 Analyse d'erreur

Rappelonsque dans le casquasi-�electrostatique, le multiplicateur de Lagrangeest nul : p = 0.

Lemme 5.5 Pour les trois m�ethodes �etudi�ees,on a l'estimation d'erreur suivante sur le multipli-
cateur de Lagrange: Il existe une constante Cp qui ne d�epend quedu domaine et desdonn�eestelle
que, pour h su�samment petit :

jj ph jjQ � Cp h� ; (5.8)

o�u � est le taux de convergence du calcul de E sansmultiplicateur de Lagrange.

Ainsi, mêmesi ph ne s'annule pas, il prend despetites valeurs. La d�emonstration suivante est due
�a P. Ciarlet, Jr. [35].
D�emonstra tion. Le couple d'espaces( X ; Q ) peut repr�esenter ( X E ; L 2(! ) ), ( X 0

E ; L 2(! ) ) ou
( X 0

E ; 
 ; L 2

 (! ) ). Soit ( X h ; Qh ) le couple d'espacesdiscretis�esrespectif. � repr�esente l'espace� D

ou � 
 (m�ethode �a poids). Soit L la forme lin�eaire continue suivante : 8 F 2 X ,

L ( F ) =

8
<

:

L E ( F ) si X = X E ;
L 0 ( F ) � A 0 ( e ; F ) si X = X 0

E ;
L 
 ( F ) � A 
 ( e ; F ) si X = X 0

E ; 
 :

gX vaut g pour X = X E , et g0 sinon. Consid�erons les probl�emessuivants :
Le probl�eme direct continu :
Trouver E 2 X tel que :

( E ; F )X = L ( F ) ; 8 F 2 X : (5.9)

Le probl�eme mixte continu :
Trouver ( E ; p) 2 ( X ; Q ) tel que :

( E ; F )X + ( p; div F )Q = L ( F ) ; 8 F 2 X ; (5.10)

( div E ; q)Q = ( gX ; q)Q ; 8 q 2 Q : (5.11)

Le probl�eme mixte discr�etis�e :
Trouver ( Eh ; ph ) 2 ( X h ; Qh ) tel que :

( Eh ; Fh )X + ( ph ; div Fh )Q = L ( Fh ) ; 8 Fh 2 X h ; (5.12)

( div Eh ; qh )Q = ( gX ; qh)Q ; 8 qh 2 Qh : (5.13)

Soit � 2 � tel que � � = ph dans ! . Consid�erons v � tel que v � = grad � . On a donc v � 2 X ,
tel que : 8

<

:

div v � = ph ; dans ! ;
rot v � = 0; dans ! ;

v � : � j @! = 0; sur @! :
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v � est donc solution du probl�eme:
Trouver v � 2 X tel que :

( v � ; F )X = ( ph ; div F )Q ; 8 F 2 X : (5.14)

� Soit v �
h la solution du probl�emediscr�etis�e correspondant :

Trouver v �
h 2 X h tel que :

( v �
h ; Fh )X = ( ph ; div Fh )Q ; 8 Fh 2 X h : (5.15)

On a donc :

jj v � � v �
h jjX � inf

F h 2 X h

jj v � � v �
h jjX h ; d'apr�es le lemme de C�ea ??,

� C jj ph jjQ h� ; (5.16)

d'apr�es l'analyse d'erreur pour le probl�emediscret, o�u C est une constante qui ne d�epend que du
domaine ! .
� Choisissonsde prendre F h = Eh dans (5.15), et qh = ph dans (5.13). On a alors :
( v �

h ; Eh )X = ( ph ; div Eh )Q = ( gX ; ph )Q = ( gX ; div v � )Q .
Lorsqu'on injecte F h = v �

h dans (5.12) on obtient :

( Eh ; v �
h)X + ( ph ; div v �

h )Q = ( f ; rot v �
h )0 + ( g ; div v �

h )0 +
Z

@!
ev �

h : � d� ; si X = X E ;

= ( f 0 ; rot v �
h )0 + ( g0 ; div v �

h )Q ; sinon.

En rempla�cant le terme ( Eh ; v �
h)X par ( gX ; div v � )Q et en le transf�erant au secondmembre, on

en d�eduit :

( ph ; div v �
h )Q = ( f ; rot v �

h )0 + ( g ; div ( v �
h � v � ) )0 +

Z

@!
ev �

h : � d� ; si X = X E ;

= ( f 0 ; rot v �
h )0 + ( g0 ; div ( v �

h � v � ) )Q ; sinon.

� Comme par d�e�nition de v � , rot v � = 0, et v � : � j @! = 0, on a :

( ph ; div v �
h )Q = ( f ; rot ( v �

h � v � ) )0 + ( g ; div ( v �
h � v � ) )0

+
Z

@!
e( v �

h � v � ) : � d� ; si X = X E ;

= ( f 0 ; rot ( v �
h � v � ) )0 + ( g0 ; div ( v �

h � v � ) )Q ; sinon,

ce qui ser�e�ecrit : ( ph ; div v �
h )Q = L ( v �

h � v � ). Or, on a :

jj ph jj2
Q = ( ph ; div v � )Q = ( ph ; div ( v � � v �

h ) )Q + ( ph ; div v �
h )Q

= ( ph ; div ( v � � v �
h ) )Q + L ( v �

h � v � ) :

On en d�eduit les in�egalit�es suivantes (avec : jj L jj X 0 = sup
F 2 X

j L ( F ) j) :

jj ph jj2
Q � jj ph jjQ jj div ( v � � v �

h ) jjQ + jj L jjX 0 jj v � � v �
h jjX ;

d'apr�es l'in �egalit�e de Cauchy-Schwarz,
� ( jj ph jjQ + jj L jjX 0 ) jj v � � v �

h jjX

� C jj ph jjQ h� ( jj ph jjQ + jj L jjX 0 ) ; d'apr�es(5.16).
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D'o�u, en simpli�an t par jj ph jjQ , on a : jj ph jjQ � C h� ( jj ph jjQ + jj L jjX 0 ).
En regroupant les jj ph jjQ dans la partie gauche de l'in �egalit�e, on en d�eduit, pour h su�samen t
petit, tel que C h� < 1=2 :

jj ph jjQ �
1
2

jj ph jjQ + C h� jj L jjX 0, soit :

jj ph jjQ � 2C h� jj L jjX 0 h� :

D'o�u le r�esultat, avec Cp = 2jj L jjX 0.
�

Notons provisoirement E �
h 2 X h la solution du probl�emediscr�etis�e direct :

8 Fh 2 X h ; A ( E �
h ; Fh ) = L (Fh ) :

Soit ( Eh ; ph ) 2 X h � Qh tel que :

A ( Eh ; Fh ) + B( Fh ; ph ) = L ( Fh ) ; 8Fh 2 X ;

B( Eh ; qh ) = G( qh ) ; 8 qh 2 Q :

Lemme 5.6 On a l'estimation suivante :

jj Eh � E �
h jjX � jj ph jjQ : (5.17)

D�emonstra tion. On a : A ( Eh � E �
h ; Fh ) + B( Fh ; ph ) = 0. PrenonsF h = Eh � E �

h .
D'apr�es l'in �egalit�e de Cauchy-Schwarz, on obtient :

jj Eh � E �
h jj2

X � jj ph jjQ jj div ( Eh � E �
h ) jjQ � jj ph jjQ jj Eh � E �

h jjX :

�

Th �eor �eme 5.7 Pour les trois m�ethodes �etudi�ees, on a les mêmesestimations d'erreurs avec ou
sansmultiplicateur de Lagrange.

D�emonstra tion. D'apr�es l'in �egalit�e triangulaire, on a en e�et :

jj E � Eh jjX = jj ( E � E �
h ) + ( E �

h � Eh ) jjX

� jj E � E �
h jjX + jj E �

h � Eh jjX :

D'o�u, d'apr�es la section (5.5) : jj E � E h jjX � C h� + Cp h� = ( C + Cp ) h� .
�

5.7 Optimalit �e de l'algorithme d'Uza wa

La matrice CA � 1CT est sym�etrique et d�e�nie positive car A est une forme bilin �eaire coercitive
sur X � X , et C est de rang maximal. On peut donc appliquer donc l'algorithme du gradient
conjugu�e (voir la section 15.4) pour calculer p.

A�n de diminuer le nombre d'it �erations de l'algorithme, qui est li�e au nombre de conditionne-
ment de CA � 1CT , on utilise commematrice de pr�econditionnement la matrice de masseM. Celle-ci
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est �equivalente �a C A � 1CT si la condition inf-sup discr�ete est uniforme (commeprouv�e dans la sec-
tion 15.7). Dans ce cas, le nombre d'it �erations est ind�ependant de h. Pour r�eduire le côut d'une
it �eration, on remplacela matrice de massepleine par la matrice de masser�eduite.

Les r�esultats illustrent le fait que cet algorithme est optimal pour r�esoudrele probl�eme mixte
lorsquela condition inf-sup discr�ete uniforme est v�eri� �ee(espacesX E et X 0

E ) . Ainsi, pour l'espace
X 0

E ; 
 , l'algorithme d'Uzawa n'est pas optimal car la condition inf-sup discr�ete d�epend du pas du
maillage. Notons pour �nir que dans la mesureo�u d'une part la d�ependancenum�erique est faible
(voir les exp�eriencesnum�eriquesdu chapitre 6), et d'autre part, le multiplicateur de Lagrangeest
petit, ce n'est pas p�enalisant, si toutefois on pr�econditionne le syst�emeavec la matrice de masse�a
poids r�eduite .



Chapitre 6

R�esultats num �eriques du probl �eme
statique 2D

6.1 In tro duction

Les m�ethodes pour la r�esolution du probl�eme quasi-�electrostatique (2.1)-(2.3) ont �et�e pro-
gramm�eesen Matlab. Nous avons choisis ce logiciel de calcul scienti�que car la syntaxe est ma-
tricielle, et on dispose de plusieurs fonctions sp�ecialis�ees pour le calcul (inversion de matrices,
recherche de valeurs propres...) et la repr�esentation.

Le domaine d'�etude ! pour les tests num�eriques est un polygone non-convexe en forme de L
(�gure 6.1). Il ne comporte donc qu'un seul coin rentrant �a angle droit, tel que � = 2=3 (voir les
sections4.11 et 5.6). Nous avons travaill�e avec cinq di� �erents maillages, g�en�er�es par un maillage
initial, ra�n �e cinq fois mais non- homog�en�eis�e. Les caract�eristiques de cesmaillages sont les sui-
vantes :

Maillage 1 2 3 4 5
h, pas du maillage 2:00� 10� 1 1:00 � 10� 1 5:00 � 10� 2 2:50 � 10� 2 1:25 � 10� 2

Nombre de triangles 616 2464 9856 3942 158720
Nombre de noeudsP1 351 1317 5097 20049 79521
Nombre de noeudsP2 1317 5097 20049 79521 �

Tab. 6.1 { Caract�eristiques desmaillages.

0 2 4 6
0

1

2

3

4

Fig. 6.1 { Repr�esentation du domaine d'�etude, et du maillage 1.

135
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Nous utiliserons les notations suivantes :
- E � , l'approximation du champ �electrique calcul�ee �a l'aide despotentiels � D et � N ,
- Enat , l'approximation du champ �electrique calcul�eedans X E ,
- E � , l'approximation du champ �electrique calcul�eepar la � -approche, et � h , l'approximation de � ,
- E? , l'approximation du champ �electrique calcul�eedans X 0 ; R

E ,
- E0, l'approximation du champ �electrique calcul�ee dans X 0

E ,
- E 
 , l'approximation du champ �electrique calcul�ee dans X 0

E ; 
 .
X d�esignel'un ou l'autre des espacesconsid�er�es, et E h est de fa�con g�en�erale l'une ou l'autre des
approximations associ�ees.On appelleE le champ �electriquesolution exactedu probl�eme.On notera
la m�ethode avec condition aux limites naturelles : MCLN et la m�ethode de r�egularisation �a poids :
MRP.

Pour la MRP, nousavonspris 
 = 0:99. Ainsi, le taux de convergenceth�eorique(avec lesbonnes
hypoth�esessur les donn�ees)de cette m�ethode est d'environ 0:66. Pour la � -approche ou la MCSO,
le taux de convergenceth�eorique (avec les bonneshypoth�esessur les donn�ees) est de l'ordre de
0:33.

A�n d'�etudier le taux de convergencedesm�ethodes, nous calculons le taux de d�ecroissancede
l'erreur en norme X ou L 2(! ) entre deux maillagescons�ecutifs :

Pour i 2 f 1; :::; 4g; � i = �
log10( jj Eh i +1 � E jjX ou 0 ) � log10( jj Eh i � E jjX ou 0 )

log10( hi +1 ) � log10( hi )

Nous utiliserons la notation suivante : � meth;nor m les taux de convergencede la m�ethode meth en
norme norm. Notons que pour �etudier l'erreur en norme X , nous n'avons besoinque desdonn�ees
et de Eh . En revanche, pour calculer l'erreur en norme L 2(! ), il faut disposerd'une approximation
discr�ete du champ �electrique exact, ce qui n'est pas le casen g�en�eral.

Dansla section6.2,on pr�esente lesr�esultatsdu calcul deE h par les�el�ements �nis P1 deLagrange
continus composante par composante. Dans la section 6.3, on pr�esente les r�esultats du calcul de E
par les �el�ements �nis mixtes P1-P2 de Lagrangecontinus composante par composante.

6.2 Calcul direct

A�n de tester les m�ethodesdirectes en P1, nous choisissonsles trois cas-testssuivants :
- Cas test 1 : g sinuso•�dale en x et y, f = 0, et e = 0. On connâ�t alors la solution analytique de
(2.1)-(2.3), qui est de plus r�eguli�ere; on a donc � D = 0.
- Cas test 2 : g = sD , f = 0 et e = 0. La solution de (2.1)-(2.3) est � grad ' D = � grad e' D +
� D xP . On ne connâ�t pas grad e' D exactement, mais on peut l'approcher en calculant e' D par les
�el�ements �nis P1 de Lagrange. � grad e' D est alors (P0)2, c'est-�a-dire constant par triangle.
- Cas test 3 : f = 0, g = 0 et e = x P : � j @! . Dans ce cas, la condition aux limites tangentielle
n'est pas nulle. La solution de (2.1)-(2.3) est connue et vaut E = x P .

6.2.1 Cas r �egulier

On r�esout (2.1)-(2.3) avec : f = 0, g = 2� sin � x sin � y dans ! , e = 0 sur la fronti �ere @! .

Le champ E solution est alors : E = �
�

cos� x sin � y
sin � x cos� y

�
. Dans ce paragraphe, E0 repr�esente

l'approximation de E calcul�e dans X 0 ; R
E sanscompl�ement singulier.
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� Dans les tableaux 6.2, on a repr�esent�e �a gauche les erreurs en norme L 2(
) et �a droite les
taux de convergencede ceserreurs. Le calcul de l'erreur est fait �a l'aide d'un sch�ema d'in t�egration
num�erique �a sept points par triangle, sachant qu'on connâ�t la solution exacte en tous points. On
observe que la m�ethode qui converge le moins bien est le calcul du champ par les potentiels. En
e�et, E � est P0 alors que les autres approximations sont P1. Comme � est nul, la m�ethode du
compl�ement singulier revient �a e�ectuer le calcul du champ quasi-�electrostatique dans X 0 ; R

E . La
di� �erence(inf �erieure �a 0.01%) est due a l'erreur sur le calcul de � : � h n'est pas exactement nul.
Notons de plus qu'on obtient exactement le même r�esultat num�erique avec la � -approche et la
MCSO.

� Dans les tableaux 6.3, on a repr�esent�e �a gauche leserreursen norme X et �a droite les taux de
convergencede ceserreurs.De même,le calcul de l'erreur est fait �a l'aide d'un sch�emad'in t�egration
num�erique �a sept points par triangle, sachant qu'on connâ�t g en tous points. Pour les m�ethodes
de calcul direct, les taux de convergencesont de l'ordre de 1, ce qui correspond au taux attendu
lorsqu'on approche un champ r�egulier avec les �el�ements �nis de LagrangeP1. Le calcul du champ
dans X 0

E (avec ou sanscompl�ement singulier) convergemieux que le calcul dans X E , car on tient
compte explicitement de la condition limite (commeon le verra dans les tableaux suivants). Notons
qu'on a un facteur deux entre le taux de convergencede la � -approche en norme X E et celui en
norme L 2(
), comme c'est attendu par la th�eorie (voir le paragraphe 4.11.2). Pour la MRP, on
remarque qu'on a quasiment la même erreur en norme X 0

E et en norme X 0
E ; 
 , toujours car la

donn�ee et la solution sont r�eguli�eres. Il semble qu'on ait aussi un facteur deux entre le taux de
convergencede la MRP en norme X E et celui en norme L 2(
)

� Dans les tableaux 6.4, on a repr�esent�e �a gauche les erreurs sur la composante tangentielle sur
@! , en norme L 2(@! ) et �a droite les taux de convergencede ceserreurs. La quantit �e jj E � : � jj0 ; @!

correspond ici �a l'erreur d'in terpolation entre � x P : � j @! et � h � h( xP : � j @! ).

Maillage 1 2 3 4 5
jj E � � E jj0 3:0% 0:9% 0:3% 0:0% 0:0%

jj Enat � E jj0 4:0% 1:4% 0:4% 0:1% 0:0%
jj E � � E jj0 2:5% 0:6% 0:2% 0:0% 0:0%
jj E0 � E jj0 2:4% 0:6% 0:2% 0:0% 0:0%
jj E 
 � E jj0 1:2% 0:3% 0:1% 0:0% 0:0%

� i 1=2 2=3 3=4 4=5
� �; 0 1:80 1:75 1:68 1:62

� nat; 0 1:55 1:82 1:94 1:93
� �; 0 1:99 1:99 2:00 2:01
� 
 ;0 1:93 1:94 1:94 1:96

Tab. 6.2 { Cas r�egulier : Erreurs L 2(! ) et taux de convergence.
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Maillage 1 2 3 4 5
jj E � � E jjX E 37:0% 20:3% 11:7% 7:1% 4:5%

jj Enat � E jjX E 31:4% 15:8% 7:9% 4:0% 2:0%
jj E � � E jjX E 32:3% 16:0% 8:0% 4:0% 2:0%
jj E? � E jjX E 32:3% 16:0% 8:0% 4:0% 2:0%
jj E0 � E jjX E 32:3% 16:0% 7:9% 4:0% 2:0%

jj E 
 � E jjX 0
E ; 


30:2% 14:8% 7:4% 3:7% 1:8%

jj E 
 � E jjX 0
E

33:0% 16:1% 8:0% 4:0% 2:0%

� i 1=2 2=3 3=4 4=5
� �; X E 0:87 0:79 0:72 0:64

� nat; X E 0:99 0:99 1:00 1:00
� �; X E 1:01 1:01 1:00 1:00

� 
 ;X 0
E ; 


1:02 1:01 1:00 1:00

� 
 ;X 0
E

1:02 1:01 1:00 1:00

Tab. 6.3 { Cas r�egulier : Erreurs X et taux de convergence.

Maillage 1 2 3 4 5
jj E � � E jj0;@! 2:6% 0:1% 0:0% 0:0% 0:0%

jj Enat � E jj0;@! 5:6% 2:0% 0:6% 0:2% 0:0%
jj E � � E jj0;@! 0:0% 0:0% 0:0% 0:0% 0:0%

� i 1=2 2=3 3=4 4=5
� �;@! 1:47 1:47 1:48 1:50

� nat;@! 1:36 1:70 1:82 1:85
� �;@! 4:12 4:03 4:01 4:00

Tab. 6.4 { Cas r�egulier : Erreurs L 2(@! ) et taux de convergence.

6.2.2 Premier cas singulier

On r�esout (2.1)-(2.3) avec cette fois : f = 0, g = sD , e = 0.
Le champ E solution est alors : E = � grad ' D = � grad e' D + � xP . On ne connâ�t donc pas
exactement le champ exact, aussi on prend comme approximation du champ exact pour calculer
l'erreur en norme L 2(! ) : ED = � grad e' D ;h + � h xP , o�u e' D ;h approch�e par les �el�ements �nis P2,
et � grad e' D ;h est obtenu par projection P1-P2. Rappelonsque dansnotre situation, on a � = 2=3,
et donc 1 � � = 2� � 1. Ainsi, sD 2 H 2 � � 1� " (! ) pour tous 0 < " < 2� � 1 (d'apr �es [67], thm.
1.2.18).On est dans le cadredeshypoth�esesdu paragraphe4.11.2: le taux de convergenceattendu
pour la � -approche est bien de l'ordre de 0:33. En revanche, on ne peut pas savoir quel est le taux
de convergenceattendu pour la m�ethode �a poids car on n'a pas l'hypoth�esediv E = 0 requisepour
appliquer la proposition 4.19.De mêmequedansle casr�egulier, la � -approche et la MCSO donnent
les mêmesr�esultats num�eriques.

� Dans les tableaux 6.5, on a repr�esent�e �a gauche les erreurs en norme L 2(
), calcul�ees�a l'aide
d'un sch�ema d'in t�egration num�erique �a sept points (pour approcher au mieux x P ), et �a droite les
taux de convergencede ceserreurs. On remarqueque cette fois-ci, la donn�een'�etant pas r�eguli�ere,
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il est crucial d'utiliser le compl�ement singulier pour approcher correctement E dansX 0
E;h . Sinon, il

n'y a pas convergencevers la solution exacte (voir la quatri �emeligne : jjE 0 � ED jj0), commec'est
annonc�e par la th�eorie. En fait, E 0 convergevers une solution r�eguli�ere autre que E.

� Dans les tableaux 6.6, on a repr�esent�e �a gauche leserreursen norme X et �a droite les taux de
convergencede ceserreurs.De même,le calcul de l'erreur est fait �a l'aide d'un sch�emad'in t�egration
num�erique �a sept points par triangle (pour approcher au mieux sP

D ). Pour la � -approche, on a un
taux de convergencede l'ordre de 0:33, ce qui correspond �a la th�eorie. Le taux de convergenceen
norme L 2(! ) est de l'ordre de 0:72, ce qui est meilleur que deux fois meilleur que le taux attendu,
de l'ordre de 0:66, mais commenousne disposonspasde la solution analytique, cel�a correspond au
taux de convergenceentre deux calculs di� �erents. Notons que, contrairement au caso�u la solution
exacteest r�eguli�ere, la MRP ne convergepas en norme X 0

E .
� D�etaillons les erreurs en norme X . Dans les tableaux 6.7, on donne �a gauche les erreurs

de jj div EX � sD ; h jj0(;
 ) , de jj rot EX jj0 et de jj EX : � jj0;@! ; et �a droite les taux de convergence
correspondants. On remarquequepour lestrois m�ethodes,l'erreur est moins forte sur le rotationnel
que sur la divergence.Cel�a est dû au fait que nous avons choisi une solution �a rotationnel nul. De
même que dans l'exemple du pr�ec�edent paragraphe, pour la m�ethode du compl�ement singulier,
l'erreur jj E � : � jj0 ; @! est simplement une erreur d'in terpolation. On remarque en revanche que
pour la MCLN, l'erreur sur la composante tangentielle �a @! est m�ediocre et surtout ne d�ecrô�t
pas. En fait, on ne contr ôle pas la composante normale au bord de E nat , qui est singuli�ere au
voisinagedu coin, commec'est illustr �e sur la �gure 6.2. En e�et, sur cette �gure, on a repr�esent�e
j Enat : � j @! j arête par arête sur le bord @! . On remarquequ'au voisinagedu coin rentrant (sur A 0

et A � ), j Enat : � j @! j augmente brusquement. Cela est dû au fait que par continuit �e des�el�ements
�nis P1, j Enat : � j A 0 j tend vers j Enat : � j A � j et j Enat : � A � j tend vers j Enat : � A 0 j au voisinagedu
coin rentrant : la valeur de Enat : � sur A0 tend en son extr�emit�e vers la valeur de � E nat : � sur
A � . De même, la valeur de Enat : � sur A � tend en son extr�emit�e vers la valeur de E nat : � sur A0.
Or, cette quantit �e prend desvaleurs plus �el�ev�eesque la moyenne.

Maillage 1 2 3 4 5
jjE � � ED jj0 10:3% 6:2% 3:8% 2:3% 1:4%

jj Enat � ED jj0 51:9% 49:1% 45:5% 41:7% 37:8%
jjE � � ED jj0 12:8% 7:6% 4:6% 2:8% 1:7%
jjE0 � ED jj0 70:9% 73:3% 74:7% 75:5% �
jjE 
 � ED jj0 56:8% 45:2% 34:5% 26:7% 21%

� i 1=2 2=3 3=4 4=5
� �; 0 0:73 0:72 0:70 0:69

� nat; 0 0:24 0:22 0:20 0:17
� �; 0 0:75 0:73 0:72 0:70
� 
 ;0 0:33 0:39 0:37 0:35

Tab. 6.5 { Cas singulier 1 : Erreurs L 2(! ) et taux de convergence.
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Maillage 1 2 3 4 5
jjEnat � ED jjX E 44:2% 37:5% 32:3% 28:1% 24:9%
jjE � � ED jjX E 39:7% 31:4% 24:9% 19:8% 15:7%

jjE 
 � ED jjX 0
E ; 


45:3% 35:3% 28:6% 23:6% 19:6%

jjE 
 � ED jjX 0
E

76:3% 93:8% � � �

� i 1=2 2=3 3=4 4=5
� nat; X E 0:24 0:22 0:20 0:17
� �; X E 0:34 0:33 0:33 0:33

� 
 ;X 0
E ; 


0:34 0:30 0:28 0:27

Tab. 6.6 { Cas singulier 1 : Erreurs X et taux de convergence.

Maillage 1 2 3 4 5
jj rot Enat jj0 14:4% 13:3% 12:0% 10:7% 9:6%

jjdiv Enat � sD jj0 37:8% 30:2% 24:2% 19:5% 15:7%
jjEnat : � j@! jj0;@! 17:7% 17:9% 17:7% 17:3% 16:7%

jj rot E � jj0 13:5% 10:5% 8:2% 6:4% 5:0%
jjdiv E � � sD jj0 37:3% 29:6% 23:6% 18:7% 14:8%
jjE � : � j@! jj0;@! 0:0% 0:0% 0:0% 0:0% 0:0%

jj rot E 
 jj0 25:7% 21:9% 17:7% 14:4% 11:7%
jjdiv E 
 � sD jj0 ; 
 37:3% 27:7% 22:4% 18:7% 15:8%

� i 1=2 2=3 3=4 4=5
� nat; rot 0:11 0:15 0:17 0:16
� nat; div 0:32 0:32 0:31 0:31
� nat;@! � 0:02 0:02 0:03 0:05
� �; rot 0:36 0:36 0:35 0:35
� �; div 0:33 0:33 0:34 0:34
� �;@! 2:00 2:00 2:00 2:01
� 
 ;rot 0:23 0:31 0:30 0:30
� 
 ;div 
 0:43 0:31 0:26 0:24

Tab. 6.7 { Cas singulier 1 : Erreurs rot , div , E : � j@! , et taux de convergence.
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Fig. 6.2 { Cas singulier 1 : j Enat : � j @! j arête par arête.

6.2.3 Second cas singulier

On r�esout (2.1)-(2.3) avec : f = 0, g = 0, e = x P : � . Le champ E solution est alors : E = x P

(donc � = 1). On ne donne que l'erreur en norme L 2(! ) et en norme X E puisque nous venons
d'analyser l'erreur au bord au premier cas-test singulier et que les comportements sont similaires
entre les deux cas singuliers. Ce test permet de v�eri�er la robustessedu code : il montre qu'il
fonctionne correctement pour des probl�emesavec condition aux limites non homog�enes,et qu'il
donne de bons r�esultats mêmeavec desdonn�eestr �essinguli�eres.

� Dans les tableaux 6.8, on a repr�esent�e �a gauche les erreurs en norme L 2(! ), calcul�ees�a l'aide
d'un sch�ema d'in t�egration num�erique �a sept points (pour approcher au mieux x P ).

� Dans les tableaux 6.9, on a repr�esent�e �a gauche leserreursen norme X et �a droite les taux de
convergencede ceserreurs.De même,le calcul de l'erreur est fait �a l'aide d'un sch�emad'in t�egration
num�erique �a sept points par triangle. Pour la � -approche, on a une erreur tr �es faible car elle ne
porte pratiquement que sur la composante tangentielle �a @! .

� Dans le tableau 6.10, nous pr�esentons les r�esulats des calculs propos�es au paragraphe2.4.3.
Rappelonsque xP : � est nul sur lesarêtesdu coin rentrant, et r�egulier ailleurs. Nous pouvonsdonc
utiliser le th�eor�eme2.45. Soit e un rel�evement r�egulier de e.
On note � Gr l'approximation de � �a la Grisvard : � Gr = � ((rot eh; sN ;h )0 + (div eh ; sD ;h)0) =� ; et

l'approximation de � �a la Nazarov-Plamenevsky: � N P =
Z


 0

eh sN ;h d� =� . Pour le calcul de � Gr ,

eh est construit de sorte que :
8
>><

>>:

eh(Si ) = 0; 8i 2 I ! ;
eh : � i = 0; 8i 2 Ia;
eh : � i = xP (Si ) : � i ; 8i 2 Ia;
eh(Si ) = xP (Si ) ; 8i 2 Ic:

Les parties r�eguli�eresdes fonctions singuli�eresduales esD et esN sont approch�eesavec les �el�ements
�nis P1. Nous avonsutilis �e un sch�emad'in t�egration �a sept points par triangle pour le calcul de � Gr ,
et �a quatre points par arête pour le calcul de � N P . Le premier sch�emaest exact pour lespolynômes
de degr�e cinq et le secondpour lespolynômesde degr�e trois. Ainsi, commeon peut l'observer sur le
tableau 6.10, le calcul de � Gr est plus pr�ecis.On constate n�eanmoinsque les deux calculs donnent
de tr �esbonsr�esultats, avecun erreur inf�erieure �a 5% d�esle premier maillage. Pour lesdeux calculs,
le taux de convergenceest de l'ordre de 1.
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Maillage 1 2 3 4 5
jj Enat � xP jj0 69:6% 65:6% 55:2% 49:5% 44:5%
jj E � � xP jj0 0:4% 0:1% 0:0% 0:0% 0:0%
jj E 
 � xP jj0 54:7% 42:1% 32:1% 24:6% 19:0%

� i 1=2 2=3 3=4 4=5
� nat; 0 0:08 0:11 0:13 0:15
� �; 0 1:38 1:36 1:35 1:34
� 
 ;0 0:38 0:39 0:38 0:37

Tab. 6.8 { Cas singulier 2 : Erreurs L 2(! ) et taux de convergence.

Maillage 1 2 3 4 5
jj Enat � xP jjX E 31:4% 30:2% 28:9% 27:5% 26:1%
jj E � � xP jjX E 0:2% 0:1% 0:0% 0:0% 0:0%

jj E 
 � xP jjX 0
E ; 


43:4% 36:1% 29:5% 23:9% 19:2%

� i 1=2 2=3 3=4 4=5
� nat; X E 0:06 0:06 0:07 0:08
� �; X E 1:38 1:36 1:35 1:34

� 
 ;X E ; 
 0:27 0:29 0:30 0:32

Tab. 6.9 { Cas singulier 2 : Erreurs X et taux de convergence.

Maillage 1 2 3 4 5
� Gr 0:996 0:998 0:999 1:000 1:000
� N P 0:956 0:978 0:989 0:995 0:997

Tab. 6.10 { Cas singulier 2 : Deux calculs de � .

6.3 Utilisation du multiplicateur de Lagrange

Danscette section,nousdonnonsdesr�esultatsdel'approximation du champ quasi-�electrostatique
par les �el�ements �nis de Taylor-Hood P2-P1, avec les donn�eessuivantes : f = 0, g = 1 dans ! et
e = 0. Pour les trois m�ethodes, nous avons �evalu�e le multiplicateur avec l'algorithme du gradient
conjugu�e avec un crit �ere d'arr êt �egal �a 10� 5 de trois fa�consdi� �erents :
- Sanspr�econditionner la matrice CA � 1CT (paragraphe 15.4.1),
- En pr�econditionnant cette matrice par la matrice de masseL 2(;
 ) (! ) P1 (paragraphe 15.4.2),
- En pr�econditionnant cette matrice par la matrice de masseL 2(;
 ) (! ) P1 r�eduite (sections 15.5,
15.6, et 15.7, partie IV).

Rappelonsquesi la condition inf-sup discr�ete est uniforme, la matrice CA � 1CT est �equivalente �a
la matrice demasseM, elle-m̂eme�equivalente �a la matrice demassediagonale eM. Cestrois m�ethodes
de calcul donnent le même r�esultat pour ph, on aura donc le même r�esultat pour l'approximation
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Eh, mais les algorithmes de r�esolution ne convergent pas �a la même vitesseet n'ont pas le même
côut calcul. Notons que commeph est petit, l'approximation de Eh correspond �a celle en P2.

� Dans le tableau 6.11, on donne les erreurs d'approximation de E en P2-P1 et en P1 pour la
MCLN, la MCSO et la MRP, ainsi que les taux de convergencecorrespondants. On remarque que
c'est la MCSO qui donnele r�esultat le plus pr�ecis.Notons quebien que le taux de convergencede la
MCLN soit faible, cette m�ethode donneapproximation correctesur le maillage le plus grossier.Pour
la MRP, en P2-P1, on a un taux de convergenceproche du taux th�eorique attendu. En revanche,
en P1, le taux de convergenced�ecrô�t de 0:70 �a 0:45. Ainsi, l'utilisation d'�el�ements �nis P2 tend �a
stabiliser le taux de convergence.Le taux de convergencede la MCSO est sup�erieur �a 0:33, que ce
soit en P2-P1 ou en P1 : il y a un ph�enom�enede super-convergence,certainement dû au fait que la
solution est plus r�eguli�ere que H 2 � � 1� � (! ). Pour les trois m�ethodes,notons que l'erreur en P1 sur
le maillage i + 1 est moins bonneque l'erreur en P2 sur le maillage i , pour un côut calcul similaire.
En e�et, les �el�ements �nis P2 permettent d'approcher avec plus de pr�ecision la partie r�eguli�ere de
la solution.

� Dans le tableau 6.12,on donne le nombre d'it �erations N it et le nombre de conditionnement �
de CA � 1CT (� est d�e�ni en 15.1, partie IV) pour les trois m�ethodes directes en P2-P1. Ce calcul
n'est pas r�edhibitoire pour la MCSO et la MCLN, mais on peut diminuer le nombre d'it �erations.
Pour la MRP, le calcul est beaucouptrop côuteux : le nombre d'it �erations est tr �es �el�ev�e et crô�t
tr �es rapidement.

� Dans le tableau 6.13, on donne le nombre d'it �erations et le nombre de conditionnement de
M � 1 CA � 1CT , o�u M est la matrice de masseexacte.Le nombre d'it �erations estpeu�elev�e, et surtout,
il est ind�ependant de h pour la MCLN et la MCSO. Pour la MRP, log10(� ) crô�t lin�eairement en
fonction de log10(h), avec une pente d'ordre 1. Pour les trois m�ethodes, le nombre d'it �erations est
raisonnable,n�eanmoins,chaque it �eration reste côuteusecar il faut inverser la matrice de masseM.

Dans le tableau 6.14, on donne le nombre d'it �erations et le nombre de conditionnement de
eM � 1=2 CA � 1CT eM � 1=2, o�u eM est la matrice de masser�eduite. Le nombre d'it �erations est peu �elev�e,
et le côut d'une it �eration est le même que sans pr�econditionnement. Ce pr�econditionnement est
donc bon compromis.

Maillage 1 2 3 4 5
jj Enat � E jjX E , P2-P1 11:2% 10:6% 10:0% 9:3% �

jj Enat � E jjX E , P1 16:1% 13:2% 11:7% 10:8% 10:1%
jj E? � E jjX E , P2-P1 3:7% 2:0% 1:2% 0:8% �

jj E? � E jjX E , P1 13:9% 7:8% 4:3% 2:4% 1:4%
jj E 
 � E jjX 0

E ; 

, P2-P1 7:3% 4:6% 2:9% 1:8% �

jj E 
 � E jjX 0
E ; 


, P1 19:5% 12:0% 7:7% 5:3% 4:9%

� i 1=2 2=3 3=4 4=5
� nat; X E , P2-P1 0:07 0:09 0:09 �

� nat; X E , P1 0:28 0:17 0:12 0:10
� ? ;X E , P2-P1 0:86 0:73 0:65 �

� ? ;X E , P1 0:83 0:86 0:84 0:78
� 
 ;X 0

E ; 

, P2-P1 0:67 0:67 0:69 �

� 
 ;X 0
E ; 


, P1 0:70 0:64 0:54 0:45

Tab. 6.11 { Probl�ememixte : Erreurs X et taux de convergence.
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Maillage 1 2 3 4
MCLN, Nit 21 22 22 23
MCLN, � 25 28 30 31
MCSO Nit 37 37 40 41
MCSO � 120 138 151 157
MRP Nit 137 364 > 600 �
MRP � > 104 > 105 > 106 �

Tab. 6.12 { Probl�ememixte, sanspr�econditionnement.

Maillage 1 2 3 4
MCLN, Nit 4 3 3 3
MCLN, � 1 1 1 1
MCSO Nit 7 7 7 7
MCSO � 5 5 5 5
MRP Nit 9 12 15 19
MRP � 6 12 26 56

Tab. 6.13 { Probl�ememixte, pr�econditionnement avec la matrice de masseexacte.

Maillage 1 2 3 4
MCLN, Nit 15 15 14 14
MCLN, � 8 8 9 9
MCSO Nit 25 26 27 27
MCSO � 37 41 43 45
MRP Nit 48 82 155 271
MRP � 317 1890 8900 34400

Tab. 6.14 { Probl�ememixte, pr�econditionnement avec la matrice de masser�eduite.
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6.4 Allure du champ quasi- �electrostatique

Sur les �gures qui suivent, on a repr�esent�e les valeurs normalis�eesdes composantes de E X ,
approch�e avec les �el�ements �nis de Taylor-Hood P2-P1 sur le quatri �eme maillage. On remarquera
pour les trois m�ethodes, le champ �electrique a la mêmeallure, il s'enrouleautour du coin rentrant.
Les valeurs maximales des composantes de E h sont de l'ordre de 1:3 pour la MCLN et la MRP,
alors quepour la MCSO, ellessont de l'ordre de 1:8, car on ajoute explicitement le champ singulier,
qui prend de tr �esgrandesvaleurs au voisinagedu coin rentrant.

� Sur les �gures 6.3 et 6.4, EX = Enat . On observe comme pr�evu que le champ �electrique
est tr �es intense au voisinage du coin rentrant. On peut voir sur le zoom que la condition aux
limites tangentielles n'est pas exactement nulle au voisinagedu coin rentrant, car elle est impos�ee
faiblement.

� Sur la �gure 6.5, EX = E? . De même, le champ �electrique est tr �es intenseau voisinagedu
coin rentrant. L'approximation du champ �electrique est in�nie au coin rentrant, on ne peut donc
pasrepr�esenter le champ �electriqueen cepoint. C'est pourquoi, pour la repr�esentation, on a tronqu�e
les triangles qui touchent le coin rentrant, commeon peut l'observer sur le zoom. On observe cette
fois-ci que la condition aux limites tangentielles est bien nulle partout.

� Sur la �gure 6.8, EX = E 
 . Encore une fois, on constate que le champ �electrique est tr �es
intense au voisinagedu coin rentrant. Par rapport aux �gures pr�ec�edentes, on remarque un l�eger
d�eplacement de la valeur maximale, qui est en fait un artefact de calcul. Commepour la MCSO, il
est clair que la condition aux limites tangentielles est nulle (elle est en fait exactement nulle pour
cette approche).
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Fig. 6.3 { MCLN : amplitudes relativesde Enat;x et Enat;y .

Fig. 6.4 { Enat;x et Enat;y : zoom au voisinagedu coin rentrant.
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Fig. 6.5 { MCSO : amplitudes relativesde E? ;x et E? ;y .

Fig. 6.6 { E? ;x et E? ;y : zoom au voisinagedu coin rentrant.
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Fig. 6.7 { MRP : amplitudes relativesde E
 ;x et E
 ;y .

Fig. 6.8 { E
 ;x et E
 ;y : zoom au voisinagedu coin rentrant.
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6.5 Conclusions

Pour conclure,rappelonslesprincipaux r�esultats observ�espour la MCLN, la MCSO et la MRP :
- Dans le casd'une solution r�eguli�ere, cesm�ethodessont �equivalentes (erreur en norme X de l'ordre
de 30% sur le premier maillage et de l'ordre de 2% sur le dernier).
- La m�ethode directe la plus simple �a programmer est la MCLN (pas de traitement particulier pour
les noeuds du bord ni pour les singularit�es). La m�ethode directe la plus complexe �a programmer
est la � -approche en P1 et la MCSO en P2-P1.
- L'approximation de E dans X 0 ; R

E ; k divergesi E0 62H 1(! ),
- La � -approche et la MCSO donnent exactement le mêmer�esultat num�erique en P1,
- Pour la MRP, jj div E 
 � g jj0 divergesi la solution exacteE 62H 1(! ),
- Les trois m�ethodessont robustes : ellesconvergent mêmeavec desdonn�eespeu r�eguli�eres(para-
graphe 6.2.3),
- Pour la r�esolution du probl�ememixte, le pr�econditionnement de CA � 1CT avecla matrice de masse
r�eduite permet de r�eduire nombre d'it �erations sanscôut suppl�ementaire,
- Exp�erimentalement, la m�ethodequi est la plus performante en terme depr�ecisionest la � -approche
pour le P1 et la MCSO pour le P2-P1,
- Pour la MCLN, l'approximation m�ediocredela composante tangentielle �a @! n'est pasr�edhibitoire,
car pour des donn�eespeu singuli�eres(comme cellesde la section 6.3), l'erreur de convergenceest
de l'ordre de 16% en P1 et 11% en P2-P1 d�es le premier maillage.

Nous ne pr�esentons pas tous les r�esultats obtenus, n�eanmoinsnous signalonsau lecteur que la
MRP d�epend fortement du maillage. Notons d'une part que l'utilisation de maillageshomog�en�eis�es
stabilise le taux de convergenceen P1 ; d'autre part, si le maillage est trop ra�n �e localement
autour d'un noeud autre que le coin rentrant, le champ �electrique peut prendre de grandesvaleurs
au voisinagede ce noeud.
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Troisi �eme partie

Le probl �eme tridimensionnel
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Chapitre 7

Notations et r �esultats pr �eliminaires
3D

7.1 Notations relativ es au domaine d' �etude

Le domaine d'�etude 
 � R3 est un poly�edre de fronti �ere lipschitzienne @
. On supposeen
particulier que 
 est simplement connexeet que @
 est connexe.Dans le casg�en�eral, on renvoie le
lecteur �a [5].

La fronti �ere@
 est compos�eede K facesouvertesFk , k 2 f 1; :::; K g : @
 = [ kFk . La normale
unitaire sortante �a Fk est not�ee � k .
On appeleraAk ; l l'ar ête partag�eeentre les facesFk et Fl , et � k ; l 2 ] 0; � [ \ ] � ; 2 � [ l'angle di�edre
entre cesfaces. Soit � k ; l le vecteur parall�ele �a Ak ; l , et � k = � k ; l � � k . Ainsi, le couple( � k ; � k ; l )




� k � l

FaceFl

FaceFk � k ; l
� l� � k

ArêteAk ; l

� k ; l

Fig. 7.1 { Vecteursnormaux et tangentiels �a Fk et Fl .

forme une baseorthonorm�eedans le plan g�en�er�e par Fk ; et ( � k ; � k ; l ; � k ) forme une baseortho-
norm�eede R3 (voir la �gure 7.1). On utilisera les notations suivantes :

( e1 ; e2 ; e3 ) = ( ex ; ey ; ez ) : baseorthonormale canoniquede R3.

( x1 ; x2 ; x3 ) = ( x ; y ; z ) : coordonn�eesd'un point de R3.

u = ( u1 ; u2 ; u3 ) = ( ux ; uy ; uz ) : composantes d'un champ de vecteursde R3.

u : v = u1 v1 + u2 v2 + u3 v3 2 R : produit scalaire3D entre u et v .

153
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u � v = (u2 v3 � u3v2 ; u3 v1 � u1 v3 ; u1 v2 � u2 v1) 2 R3 : produit vectoriel 3D entre u et v .

u
2
� v = u1 v2 � u2 v1 2 R : produit vectoriel 2D entre u et v .

Pour tous k 2 f 1; :::; Kg, on note :

� j Fk
= ( � 1 ; � 2 ; � 3 ) : vecteur unitaire sortant normal �a Fk .

u� = u : � j Fk
: composante normale �a Fk du vecteur u.

uT = � � ( u � � ) j Fk
: composante tangentielle �a Fk du vecteur u.

Notons que sur Fk :
u = uT + u� � :

Par abus de notation, on g�en�eraliseracesd�e�nitions �a @
.

Propri �et �es 7.1 Soient u, v , w desvecteurs deR3. On a alors lespropri�et�esvectoriel lessuivantes:

u : ( v � w ) = ( w � u ) : v ; (7.1)

u � ( v � w ) = ( u : w ) v � ( u : v ) w : (7.2)

On supposeque
 pr�esente Nar arêtesrentrantes ( Ae )e2f 1;:::;Nar g, c'est-�a-dire desarêtesdont les
anglesdi�edres,not�es( � e )e2f 1;:::;Nar g sont comprisstrictement entre � et 2� . On note ( � e )e2f 1;:::;Nar g,
et on pose:

� = min
e

� e (7.3)

D �e�nition 7.2 Soit E = [ eAe, la fermeture de l'ensembledesarêtes rentrantes de @
 . On pose
d0(x) = d(x; E).

7.2 Op�erateurs tridimensionnels

On utilisera les notations suivantes :

t : variable temporelle.

@t (:) =
@(:)
@t

: d�eriv�eepartielle par rapport au temps.

@m
t (:) =

@m (:)
@tm : d�eriv�eepartielle m i�eme par rapport au temps.

@i (:) : la d�eriv�eepartielle suivant x i .

@m
i (:) =

@m (:)
@xm

i
: la d�eriv�eepartielle m i�eme suivant x i .

@m
x v =

X

m1 ;m 2 ;m 3 � 0 j m1+ m2+ m3= m

@m v
@xm1

1 @xm2
2 @xm3

3
.
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grad v = ( @1 v ; @2 v ; @3 v ).

grad @
 v = � � ( grad v � � ) j @
 : gradient surfaciquede v sur @
, tangentiel �a @
.

rot @
 v = ( grad v � � ) j @
 : rotationnel surfaciquede v sur @
, tangentiel �a @
.

@� vj @
 = grad v : � j @
 : d�eriv�eede v sur @
 dans la direction normale �a @
.

rot @
 u : l'op�erateur adjoint de rot @
 .

div @
 u : l'op�erateur adjoint de � grad @
 .

� v = @2
1 v + @2

2 v + @2
3 v : le laplacien de v.

rot u = ( @2 u3 � @3 u2 ; @3 u1 � @1 u3 ; @1 u2 � @2 u1 ).

div u = @1 u1 + @2 u2 + @3 u3.

�u = ( � u1 ; � u2 ; � u3 ) : le laplacien vectoriel de u.

grad : u =

0

@
@1u1 @2u1 @3u1

@1u2 @2u2 @3u2

@1u3 @2u3 @3u3

1

A : le gradient matriciel de u.

Relations entre op�erateurs tridimensionnels

div rot ( : ) = 0; (7.4)

rot grad ( : ) = 0; (7.5)

div grad ( : ) = �( : ) ; (7.6)

� rot rot ( : ) + grad div ( : ) = � ( : ) ; (7.7)

div ( v � w ) = w : rot v � v : rot w : (7.8)

Propri �et �e 7.3 La relation suivante est montr�ee par �E. Heintz�e dans [69] :
Soient u et v r�eguliers. On a alors :

( div u ; div v )0 + ( rot u ; rot v )0 = ( grad : u ; grad : v )0

+
3X

� =1

( grad u� � � ; e� � v )0 ; @
 :

Propri �et �e 7.4 La relation suivante est montr�ee par A. Bu�a et P. Ciarlet, Jr. dans [29] :
Soit u 2 H(rot ; 
) . On a alors : div @
 ( u � � ) j @
 = rot u : � j @
 :

7.3 Espaces de Hilb ert usuels et leurs normes associ�ees

De fa�con g�en�erale, les espacesd�esign�es par des lettres majusculesen caract�ere calligraphiques
sont des espacesde champs vectoriels, et les espacesd�esign�es par des lettres majuscules italiques
en caract�ere normal sont desespacesde champs scalaires.Soit H (:) un espacede champs scalaires.
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On notera H(:) = H (:)3, l'espacede champs vectoriels correspondant.
d
 d�esignela mesurede l'ouvert 
 et d� d�esignela mesurede l'ouvert @
.
D(
) est l'espacedes fonctions C1 (
), �a support compact dans 
. On appelle D0(
) son dual,
l'espacedesdistributions.
Pour la d�e�nition de la dualit �e, on renvoit le lecteur �a la section 1.6.

7.3.1 Espaces de champs scalaires

L 2(
) =
�

u mesurablesur 
 :
Z



u2 d
 < 1

�
; jjujj0 =

� Z



u2 d


� 1=2

:

L 2
loc(
) =

�
u mesurablesur 
 : 8
 c j 
 c � 
 ;

Z


 c

u2 d
 < 1
�

:

L 2
0(
) =

�
u 2 L 2(
) :

Z



u d
 = 0

�
:

H 1(
) =
�

u 2 L 2(
) : grad u 2 L 2(
)
	

; jjujjH 1 =
�
jjujj2

0 + jjgrad ujj2
0

� 1=2 :

H 1
0 (
) =

�
u 2 H 1(
) : uj @
 = 0

	
; jjujjH 1

0
= jjgrad ujj0:

H 1
� (
) =

�
u 2 H 1(
) : � u 2 L 2(
)

	
; jjujjH 1

�
=

�
jjujj2

H 1 + jj � ujj2
0

� 1=2 :

H 2(
) =
�

u 2 H 1(
) : grad u 2 H 1(
)
	

; jjujjH 2 =
�
jjujj2

0 + jjgrad ujj2
H 1

� 1=2 :

L'espaceH 1(
) et sa norme sont d�e�nis dans le paragraphe7.3.2ci-dessous.L' �equivalenceentre la
norme du graphe et la semi-normedans H 1

0(
) est due �a l'in �egalit�e de Poincar�e.
On d�esignepar H � 1(
) le dual de H 1

0(
).
� N et � D sont les espacesdessolutions du Laplacien :

� N =
�

u 2 H 1(
) \ L 2
0(
) : � u 2 L 2(
) , @� uj@
 = 0

	
;

� D =
�

u 2 H 1
0 (
) : � u 2 L 2(
)

	
:

Dans � N et � D , la semi-normeest �equivalente �a la norme du graphe : jjujj � D ;N = jjujj � := jj � ujj0

(in�egalit�e de Poincar�e-Friedrichs pour � D et in�egalit�e de Poincar�e-Wirtinger et th�eor�eme de Lax-
Milgram pour � N ).
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7.3.2 Espaces de champs vectoriels

L 2(
) = L 2(
) 3; jjujj0 =
�
jju1jj2

0 + jju2jj2
0 + jju3jj2

0

� 1=2 :

H 1(
) = H 1(
) 3; jjujjH 1 =
�
jjujj2

0 + jjgrad : ujj2
0

� 1=2 :

H (rot ; 
) =
�

u 2 L 2(
) : rot u 2 L 2(
)
	

; jjujjH (rot ) =
�
jjujj2

0 + jj rot ujj2
0

� 1=2 :

H 0(rot ; 
) =
�

u 2 H(rot ; 
) : u � � j@
 = 0
	

:

H (rot 0; 
) =
�

u 2 L 2(
) : rot u = 0
	

; jjujjH (rot 0) = jjujj0:

H 0(rot 0; 
) =
�

u 2 L 2(
) : rot u = 0; u � � j@
 = 0
	

:

H (div ; 
) =
�

u 2 L 2(
) : div u 2 L 2(
)
	

; jjujjH (div ) =
�
jjujj2

0 + jjdiv ujj2
0

� 1=2 :

H 0(div ; 
) = f u 2 H(div ; 
) : u� = 0g:

H(div 0; 
) =
�

u 2 L 2(
) : div u = 0
	

; jjujjH (div 0 ) = jjujj0:

H 0(div 0; 
) =
�

u 2 L 2(
) : div u = 0; u� = 0
	

:

XE et XH sont les espacesdessolutions des�equations de Maxwell quasi-statique :

XE =
�

u 2 H(rot ; 
) \ H (div ; 
) : u � � j@
 2 L 2
t (@
)

	
:

XH =
�

u 2 H(rot ; 
) \ H (div ; 
) : u� 2 L 2(@
)
	

:

Voir le paragraphe7.3.3 pour une d�e�nition desespacesde trace.
D'apr�es [49], cesespacessont identiques alg�ebriquement et topologiquement.
Dans XE et XH , la semi-normeest �equivalente �a la norme du graphe (voir la section 8.1), d'o�u :

jjujjXE =
�
jj rot ujj2

0 + jjdiv ujj2
0 + jju � � jj2

0 ; @


� 1=2
; jjujjXH =

�
jj rot ujj2

0 + jjdiv ujj2
0 + jju� jj2

0 ; @


� 1=2
:

On consid�ere les sous-espacesde XE suivants :

X 0
E =

�
u 2 XE : u � � j@
 = 0

	
; jjujjX 0

E
=

�
jj rot ujj2

0 + jjdiv ujj2
0

� 1=2 :

VE =
�

u 2 X 0
E : div u = 0

	
; jjujjVE = jj rot ujj0:

WE =
�

u 2 X 0
E : rot u = 0

	
; jjujjWE = jjdiv ujj0:

On consid�ere les sous-espacesde XH suivants :

X 0
H = f u 2 XH : u� = 0g; jjujjX 0

H
=

�
jj rot ujj2

0 + jjdiv ujj2
0

� 1=2 :

VH =
�

u 2 X 0
H : div u = 0

	
; jjujjVH = jj rot ujj0:

WH =
�

u 2 X 0
H : rot u = 0

	
; jjujjWH = jjdiv ujj0:
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7.3.3 Espaces des traces

L 2(@
) =
�

u mesurablesur @
 :
Z

@

u2 d� < 1

�
; jj u jj0 ; @
 =

� Z

@

u2 d�

� 1=2

:

L 2
t (@
) =

�
u 2 L 2(@
) 3 : 8 k 2 f 1; :::; Kg; u : � j Fk

= 0
	

; jj u jj0 ; @
 =
� Z

@

j u j2 d�

� 1=2

:

8 u 2 H 1(
), uj@
 2 H 1=2(@
), o�u :

H 1=2( @
 ) =
�

u 2 L 2(@
) :
Z

@


Z

@


( u(x) � u(y) )2

jj x � y jj3 d�( x) d�( y ) < 1
�

:

Prop osition 7.5 L'application : H 1(
) ! H 1=2(@
) , u 7! uj@
 est surjective et continue.

H � 1=2( @
 ) est le dual de H 1=2( @
 ).
Les espacessuivants sont caract�eris�es par A. Bu�a et P. Ciarlet, Jr. dans [29].

H 1=2
� ( @
 ) =

�
u 2 L 2

t (@
) : 8 k 2 f 1; :::; Kg; u jFk
2 H 1=2( Fk )

	
:

H 1=2
? ( @
 ) =

�
v � � j @
 ; v 2 H 1(
)

	
:

H 1=2
k ( @
 ) =

�
vT ; v 2 H 1(
)

	
:

H � 1=2
? (rot @
 ; @
) = f vT ; v 2 H(rot ; @
) g :

H � 1=2
k (div @
 ; @
) =

�
v � � j@
 ; v 2 H(rot ; @
)

	
:

D'apr�es [30], H � 1=2
? (rot @
 ; @
) 0 = ( H � 1=2

k (div @
 ; @
) )0, ce qui permet de d�e�nir une formule
d'in t�egration par parties pour les �el�ements de H(rot ; 
) (voir l' �equation (7.15)).

Prop osition 7.6 L'application suivante :

XE ! L 2
t (@
) \ H � 1=2

? (rot @
 ; @
)
v 7! vT

est surjective et continue.

D�emonstra tion. Soit v 2 L 2
t (@
) \ H � 1=2

k (div @
 ; @
). Il existe donc u 2 H(rot ; 
) tel que u �

� j@
 = v. D'apr�esle th�eor�emede Lax-Milgram, il existe un unique q 2 H 1
0(
) tel que : � q = div u

dans H � 1(
). Soit F = u � grad q 2 L 2(
). On a : div F = 0 2 L 2(
), et rot F = rot u 2 L 2(
).
De plus, F � � j@
 = u � � j@
 = v 2 L 2

t (@
). Finalement, F 2 XE, et F � � j@
 = v. On en conclut

que pour tout v 2 L 2
t (@
) \ H � 1=2

k (div @
 ; @
), il existe F 2 XE tel que F � � j@
 = v j@
 . La
continuit �e est imm�ediate.

�

Ci-dessus,on a utilis �e le fait que pour tout �el�ement q 2 H 1
0(
), grad q � � j@
 = 0 (voir [65]).
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7.4 Espaces �a poids

Pour lesespaces�a poids dans lesdomainestridimensionnels, plusieursd�e�nitions sont possibles.
Nouschoisissonscellede [36], plut ôt quecellede [53] car elleestadapt�eeaux domainespoly�edriques,
pour lesquelson peut confondre les distances aux arêtes rentrantes et les distances aux coins
rentrants, ce qui n'est pas possible si le domaine pr�esente des pointes coniques �a bord r�egulier.
Pour ce casparticulier, et pour une d�e�nition plus pr�ecise,nous renvoyons le lecteur �a [53].

V l

 (
) =

8
<

:
u 2 L 2

loc(
) :
X

j j j� l

Z



d2(
 � l+ jj j)

0 j @j
x u j2 d
 < 1

9
=

;
:

On a en particulier :

V 0

 (
) = f u 2 L 2

loc(
) : d

0u 2 L 2(
) g; jj u jj0 ; 
 = jjd


0ujj0 ;

V 1

 (
) = f u 2 L 2

loc(
) : d
 � 1
0 u 2 L 2(
) ; d


0grad u 2 L 2(
) g; jj u jjV 1

 (
) = (jjd
 � 1

0 ujj0 + jjgrad ujj0 ; 
 )1=2 ;

V 1
0 (
) = f u 2 L 2

loc(
) : d� 1
0 u 2 L 2(
) ; grad u 2 L 2(
) g; jj u jjV 1

0 (
) = (jjd� 1
0 ujj0 + jjgrad ujj0)1=2 :

On utilisera aussi la notation : L 2

 (
) := V 0


 (
), et le produit scalairede L 2

 (
) ainsi que la norme

associ�eeseront not�es :

(u; v)0 ; 
 :=
Z



d2 


0 u v d
 ; jj u jj0 ; 
 :=
Z



d2 


0 u2 d
 :

Pour 0 < 
 < 1, on d�e�nit de plus :

H 1
0 ; 
 (
) = f � 2 V 1


 (
) : � j@
 = 0g; jj � jjH 1
0 ; 


= jjgrad � jj0 ; 
 :

� 
 = f � 2 H 1
0(
) : � � 2 L 2


 (
) g; jj � jj � ; 
 = jj � � jj0 ; 
 :

H (div 
 ; 
) =
�

u 2 L 2(
) : div u 2 L 2

 (
)

	
; jjujjH (div 
 ) =

�
jjujj2

0 + jjdiv ujj2
0 ; 


� 1=2 :

H 0(div 
 ; 
) = f u 2 H(div 
 ; 
) : u� = 0g:

X 0
E ; 
 = f u 2 H 0(rot ; 
) \ H (div 
 ; 
) g ; jjujjX 0

E ; 

= ( jj rot ujj2

0 + jjdiv ujj2
0 ; 
 )1=2:

X 0
H ; 
 = f u 2 H(rot ; 
) \ H 0(div 
 ; 
) g ; jjujjX 0

H ; 

= ( jjujj2

0 + jj rot ujj2
0 + jjdiv ujj2

0 ; 
 )1=2:

Notons que H 1
0 ; 
 (
) est la fermeture des fonctions C1

0 (
) dans V 1

 (
). En particulier, H 1

0(
) est
la fermeture des fonctions C1

0 (
) dans V 1
0 (
). Pour X 0

E ; 
 , l' �equivalenceentre la semi-normeet la
norme du graphe est prouv�eedans la section 8.5.

Prop osition 7.7 Dans H 1
0 ; 
 (
) , la norme du graphe jjujj V 1



la semi-norme d�e�nie par : juj1;
 :=

jjgrad d

0 ujj0 et sont �equivalente.

D�emonstra tion. Faisonsla preuve par contradiction. Supposonsqu'il existe (qn)n 2 H 1
0;
 (
) une

suite telle que : 8n, jj d
 � 1
0 qn jj0 = 1 ou jj d


0 grad qn jj0 = 1; et jjgrad d

0 qn jj0 ! 0.

� Supposonsque jj d
 � 1
0 qn jj0 = 1.
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Comme jjgrad d

0 qn jj0 ! 0 et que d


0 qn j@
 = 0, alors d

0 qn 2 H 1

0(
). D'o�u d

0 qn ! 0 dans H 1

0 (
).
Or d'apr�es [53], l'injection de V 1

0 (
) dans V 0
� 1(
) est continue, d'o�u, comme H 1

0(
) � V 1
0 (
) :

d� 1
0 ( d


0 qn ) ! 0 dans L 2(
), ce qui contredit l'hypoth�eseinitiale.
� Supposonsque jj d


0 grad qn jj0 = 1.
Prenonsle casd'une unique arête rentrante, le long de l'axe z = 0. Posonsd0 = r , la distanceortho-
gonale�a cette arête, telle que: r 2 = x2

1+ x2
2. Pour i 2 f 1; 2g : @i ( r 
 qn ) = 
 x i r 
 � 2qn + r 
 @i qn , c'est-

�a-dire r 
 @i qn = @i ( r 
 qn ) � 
 x i r 
 � 2qn . Or jj x i r 
 � 2qn jj0 � jj r 
 � 1qn jj0 ! 0 et jj @i ( r 
 qn ) jj0 ! 0
par hypoth�ese.De plus, @3( r 
 qn ) = r 
 @3qn . D'o�u r 
 @i qn ! 0 pour 8 i , et jj r 
 grad qn jj0 ! 0, ce
qui contredit l'hypoth�eseinitiale.

�

7.5 Form ules d'in t �egration par parties classiques dans un ouvert

7.5.1 Form ules de Green

8u 2 D(
) ; 8v 2 D(
) ;
Z



grad u : grad v d
 +

Z



� u v d
 =

Z

@

@� u v d� : (7.9)

8u 2 D(
) 3 ; 8v 2 D(
) ;
Z



u : grad v d
 +

Z



div u v d
 =

Z

@

u� v d� : (7.10)

8u 2 D(
) 3 ; 8v 2 D(
 )3;
Z



rot u:v d
 �

Z



u:rot v d
 =

Z

@

u : (v � � ) d� : (7.11)

7.5.2 G�en�eralisation des form ules de Green

Les preuves de ces formules se trouvent dans [65]. L'argument principal est la densit�e des
fonctions r�eguli�eresdans les espacesde Hilb ert consid�er�es. Ici, H = H 1=2(@
).

8u 2 H 1
� (
) ; 8v 2 H 1(
) ;

Z



grad u : grad v d
 +

Z



� u v d
 = < @� u ; v > H 0;H : (7.12)

8u 2 H(div ; 
) ; 8v 2 H 1(
) ;
Z



u : grad v d
 +

Z



div u v d
 = < u� ; v > H 0;H : (7.13)

8u 2 H(rot ; 
) ; 8 v 2 H 1(
) ;
Z



rot u : v d
 �

Z



u : rot v d
 = < u; v � � > H 0;H : (7.14)

G�en�eralisation de (7.14), prouv�eepar A. Bu�a et P. Ciarlet, Jr. [29] : 8 u ; v 2 H(rot ; 
)
Z



rot u : v d
 �

Z



u : rot v d
 = < � � (u � � ); v � � > H 0;H ; (7.15)

avec H = H � 1=2
k (div @
 ; @
).
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7.6 Espaces fonctionnels du probl �eme en temps

Lorsqu'on r�esout les �equationsde Maxwell instationnaires, le champ �electrique d�epend �a la fois
du temps t et de la variable d'espacex. On distingue cesdeux variables. En g�en�eral, on s'int�eresse
aux valeurs prises par le champ en un instant donn�e : on �etudie par exemplex ! E(x; t 0), o�u t0

est �x �e. On peut se contenter de d�e�nir alors deux types d'espacesfonctionnels et une classede
distributions �a valeurs vectorielles.

Soit T > 0 un temps �nal donn�e, m 2 N, X un espacede Banach et H un espacede Hilb ert,
de variable x tous deux.

D �e�nitions 7.8 � Cm (0; T; X ) d�esignel'ensembledesfonctions de classeCm sur [ 0; T ] �a valeurs
dans X . C'est un espace de Banach muni de la norme :

jj u jjCm ( 0 ; T ; X ) :=
mX

k=0

sup
t2 [0;T ]

jj @k
t u(t) jjX : (7.16)

� L'espace L 2 ( 0; T ; X ) est l'ensembledes fonctions mesurablesde carr�e int �egrable sur ] 0; T [ �a
valeurs dans X . C'est un espace de Banach, muni de la norme :

jj u jjL 2 ( 0 ; T ; X ) :=
� Z T

0
jj u ( : ; t ) jj2

X dt
� 1=2

: (7.17)

Si X = H , l'espace L 2 ( 0; T ; X ) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire :

( u ; v )L 2 ( 0 ; T ; X ) :=
Z T

0
( u ( : ; t ) ; v ( : ; t ) )H dt : (7.18)

� L'espace des distributions sur ] 0; T [ �a valeurs dans X , not�e D 0( ] 0; T [ ; X ) est l'ensembledes
applications lin�eaires et continues de D( ] 0; T [ ) dans X .

Par convention, on �ecrira que @m
t v 2 L 2 ( 0; T ; X ), ou de fa�con �equivalente v 2 H m ( 0; T ; X ).
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Chapitre 8

Le probl �eme statique 3D direct
contin u

8.1 In tro duction

Le domaine 
 repr�esente l'in t�erieur vide d'un conducteur parfait, qu'on borne si besoinest par
une fronti �ere arti�cielle � A ne coupant pas de singularit�es g�eom�etriques. La fronti �ere @
 est dans
ce cascompos�eede deux parties : @
 = � C [ � A , o�u � C est le conducteur parfait.
Dans cette con�guration, le champ �electrique bidimensionnelsatisfait E � � = 0 sur � C et E � � =
e� � � + c( B � � ) � � sur � A , avec :
- Pour une condition aux limites d'onde entrante : e� � � = ei � � , o�u ei est une donn�ee,
- Pour une condition aux limites absorbante : e� � � = 0.
PosonsE� � = e � � . On supposeque e � � est connu (c'est-�a-dire que (� � B) � � j � A

est connu).
Consid�eronsV� A , un voisinagede � A ne contenant pas de singularit�e.
Localement, EjV � A

2 H 1(V� A ) [36], (rem. 1, p. 562), d'apr�es [5], (thm. 2.9 p. 829 et thm. 2.12 p.

830). De plus, e � � j � C
= 0, et d'apr�es [36] (prop. 2.7 p. 15), e � � j � A

2 H 1=2
? (� A ). D'o�u, en

prolongeant e� � j � A
par 0 sur � C , on a : e� � j@
 2 H 1=2

? (@
). Ainsi, dans la suite de cette partie,
on consid�ere toujours que :

E � � sur @
 est donn�e par e � � 2 H 1=2
? (@
),

s'annulant au voisinagedescoins et desarêtesrentrants de 
.

Notons que commeE 2 H(rot ; 
), on a aussie � � j@
 2 H � 1=2
k (div @
 ; @
). Cette hypoth�esen'est

en aucun cas restrictiv e, et correspond �a une r�ealit�e de la mod�elisation. En e�et, comme on l'a
mentionn�e plus haut, on peut toujours placer la fronti �ere arti�cielle de fa�con �a ne pas couper les
singularit�esg�eom�etriques. On en d�eduit imm�ediatement la proposition suivante :

Prop osition 8.1 � A ne coupant pas de singularit�e g�eom�etrique, il existe un rel�evement r�egulier
Er 2 H 1(
) de e � � tel que : Er � � j@
 = e � � j@
 sur @
 .

Au contraire du cas bidimensionnel, on ne peut pas facilement construire de rel�evement comme
d�ecrit dans la d�emonstration de la proposition 2.2.

Nous �etudions le probl�emequasi-�electrostatique tridimensionnel, qui s'�ecrit math�ematiquement
de la fa�con suivante :

163
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Trouver E 2 XE tel que :

rot E = f dans 
 f 2 L 2(
) ; (8.1)

div E = g dans 
 g 2 L 2(
) ; (8.2)

E � � = e � � sur @
 e � � 2 L 2
t (@
) ; (8.3)

o�u f = @t B et g = �=" 0 sont connus. Lorsque le probl�emeest statique, f = 0.

En vertu de la relation (7.4), div f = 0, d'o�u f 2 H(div 0; 
). D'autre part, on a la relation de
compatibilit �e suivante entre e et f (propri �et�e 7.4).

f : � j @
 = rot E: � j @
 = div @
 (e � � j @
 ) : (8.4)

D �e�nitions 8.2 On appelle la norme du graphe(ou norme naturelle) de XE la quantit�e suivante :

jjv jj0;rot ;div ;L 2
t (@
) :=

�
jjv jj2

0 + jj rot v jj2
0 + jjdiv v jj2

0 +
Z

@

jv � � j2 d�

� 1=2

:

On appelle la semi-norme de XE la quantit�e suivante :

jv jrot ;div ;L 2
t (@
) :=

�
jj rot v jj2

0 + jjdiv v jj2
0 +

Z

@

jv � � j2 d�

� 1=2

:

P. Fernandezet G. Gilardi ont montr �e dans [61] le th�eor�emesuivant :

Th �eor �eme 8.3 L'inje ction de XE dans L 2(
) est compacte.

Ce th�eor�emepermet de montrer le lemme suivant :

Lemme 8.4 Il existe une constante C > 0 ne d�ependant que de 
 telle que :

8v 2 XE , jjv jj0 � Cjv jrot ;div ;L 2
t (@
) : (8.5)

D�emonstra tion. Raisonnonspar l'absurde. Supposonsque 8n 2 N � , il existe vn 2 XE tel que :

jjvn jj0 = 1 et jvn jrot ;div ;L 2
t (@
) �

1
n

: (8.6)

La suite (vn )n2 N� est born�eedans XE. Comme l'injection de XE dans L 2(
) est compacte,il existe
une sous-suiteextraite de (v n )n2 N� , que l'on assimile �a (v n )n2 N� , qui converge fortement dans
L 2(
) vers v . On en d�eduit que (div v n )n2 N� et (rot vn )n2 N� convergent au sensdesdistributions
vers div v et rot v respectivement. D'apr�es (8.6), on obtient la convergenceforte dans L 2(
) et la
valeur de la limite : �

rot vn ! rot v = 0 dans L 2(
) ;
div vn ! div v = 0 dans L 2(
) :

On a alors vn ! v dans H(rot 0; 
) \ H (div 0; 
). On en d�eduit la convergencede la trace :
vn � � j@
 ! v � � j@
 dans H � 1=2

k (div @
 ; @
). D'apr�es (8.6), on a v � � j@
 = 0 au sens des
distributions.

 est simplement connexeet v 2 L 2(
) est tel que rot v = 0 dans 
. On en d�eduit qu'il existe
un unique p 2 H 1(
) tel que v = grad p [65] (thm. 2.9, p. 31). Comme grad p � � j @
 = 0, p est
constant sur chaquecomposante connexede @
 [65] (rem. 1.3, p. 35). Posonsa savaleur. p satisfait
alors le probl�emede Dirichlet homog�enesuivant :
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Trouver p 2 H 1(
) tel que :
�

� p = 0 dans 
 ;
pj @
 = a sur @
 :

D'apr�es le th�eor�eme de Lax-Milgram, ce probl�emeadmet une unique solution : p = a dans 
. On
en d�eduit que v = grad p = 0. Commev n ! v dansL 2(
), on a n�ecessairement jjv jj 0 = 1, et donc
v 6= 0, ce qui contredit la conclusionpr�ec�edente.

�
On en d�eduit alors le th�eor�emequi suit :

Th �eor �eme 8.5 Dans XE, la semi-norme est �equivalente �a la norme du graphe : la semi-norme
d�e�nit une norme sur XE.

D�emonstra tion. du th�eor�eme 8.5 L'in �egalit�e (8.5) permet de montrer que :

C0jjv jj0;rot ;div ;L 2
t (@
) � jv jrot ;div ;L 2

t (@
) � jjv jj0;rot ;div ;L 2
t (@
) , avec : C0 = 1=

p
C2 + 1:

Les normesjjv jj0;rot ;div ;L 2
t (@
) et jv jrot ;div ;L 2

t (@
) sont donc �equivalentes.
�

D �e�nitions 8.6 On peut d�e�nir la norme de XE par :

jjv jjXE =
�

jj rot v jj2
0 + jjdiv v jj2

0 +
Z

@

jv � � j2 d�

� 1=2

:

Le produit scalaire dans XE �etant ainsi d�e�ni :

( u ; v )XE = ( rot u ; rot v )0 + ( div u ; div v )0 +
Z

@

(u � � ) : (v � � ) d�

=
Z



rot u : rot v d
 +

Z



div u div v d
 +

Z

@

(u � � ) : (v � � ) d� :

X 0
E �etant un sous-espace de XE, sa norme est d�e�nie par : jjv jj XE =

�
jj rot v jj2

0 + jjdiv v jj2
0

� 1=2.
Le produit scalaire dans X 0

E est d�e�ni de la fa�con suivante :

( u ; v )X 0
E

= ( rot u ; rot v )0 + ( div u ; div v )0 =
Z



rot u : rot v d
 +

Z



div u div v d
 :

Remarque 8.7 Lorsque
 n'est pas connexe,il apparâ�t un terme suppl�ementaire dans la norme :

c'est la chargesur chaquecomposanteconnexe� k , �egale�a
Z

� k

u : � d�
Z

� k

v : � d� . Cela correspond

�a la valeur du potentiel �electrostatique �a la surface de chaqueconducteur parfait [36].

PosonsE0 = E � Er . E0 2 X 0
E satisfait les �equationssuivantes :

rot E0 = f 0 dans 
 f 0 2 L 2(
) ; (8.7)

div E0 = g0 dans 
 g0 2 L 2(
) ; (8.8)

avec f 0 = f � rot Er et g0 = g � div Er . La relation de compatibilit �e (8.4) devient : f 0 : � j@
 = 0,
d'o�u :

f 0 2 H 0(div 0 ; 
) : (8.9)

Lorsquef = 0 et e = 0, le probl�eme(8.1)-(8.3) peut être r�esolupar calcul du potentiel statique,
� 0 2 H 1

0 (
) tel que : � � � 0 = g. Le d�eveloppement de cette m�ethode fera l'ob jet dessections8.2
(probl�emecontinu) et 10.2 (probl�emediscr�etis�e).
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D'autre part, le probl�eme(8.1)-(8.3) peut ser�esoudrenum�eriquement par les �el�ements �nis de
Lagrange continus Pk , en calculant E directement dans XE. Cette m�ethode sera d�etaill�ee dans les
sections8.3 (probl�emecontinu) et 10.3 (probl�emediscr�etis�e).

Il est aussipossiblede calculer E0 par les �el�ements �nis Lagrangecontinus Pk dans X 0
E si 
 est

convexe: voir lessections8.4 (probl�emecontinu) et 10.4(probl�emediscr�etis�e). Lorsque
 n'est pas
convexe,le calcul deE0 par les�el�ements �nis deLagrangecontinusdansX 0

E neconvergepascar on ne
capte pas lesparties singuli�eresdu champ �electrique. En revanche, il convergedans l'espace�a poids
X 0

E ; 
 , commec'est d�etaill�e dans les sections8.5 (probl�eme continu) et 10.5 (probl�eme discr�etis�e).
On peut adapter la m�ethode du compl�ement singulier dans le casd'un domaineprismatique, cequi
fait l'ob jet dessections8.6 (probl�emecontinu) et 10.6 (probl�emediscret).

8.2 Champ �electrostatique 3D

Le potentiel � 0 est solution du probl�emede Dirichlet suivant : Trouver � 0 2 H 1
0 (
) tel que :

� � � 0 = g dans 
 : (8.10)

Soit E = � grad � 0 2 L 2(
). On a : div E = g, rot E = 0, et E � � j@
 = � grad � 0 � � j@
 = 0 :
E est solution de (8.1)-(8.3) avec f = 0 et e � � j@
 = 0. Le potentiel � 0 est calcul�e par les �el�ements
�nis continus Pk de Lagrange,et E est approch�e par l' �el�ement �ni discontinu Pk� 1 composante par
composante.

Prop osition 8.8 Le probl�eme (8.10) est �equivalent au probl�eme variationnel suivant (FVD) :
Trouver � 0 2 H 1

0 (
) tel que :

8 u 2 H 1
0(
) ; ( grad � 0 ; grad u )0 =

Z



gu d
 (8.11)

D'apr�es le th�eor�emede Lax-Milgram, le probl�eme(FVD) admet une unique solution � 0 2 H 1
0 (! ).

Remarque 8.9 Notons que � 0 appartient par construction �a � D , ce qui prouve que :

H 0(rot 0; 
) \ H (div ; 
) = grad � D :

Contrairementau casbidimensionnel, l'espace singulier de � D , � S
D tel que: � D = � S

D � (� D \ H 2(
))
n'est pas de dimension �nie. Ainsi, on ne peut pas d�ecomposer � 0 en une partie H 2(
) et une partie
exacte,�ecrite sousla forme d'une somme�nie.

Commel'approximation du champ �electriquepar le potentiel �electrostatiqueestcalcul�eepar d�erivation
d'�el�ements continus Pk , il y a conformit�e uniquement dans H(rot ; 
) et pas dans XE.

8.3 Champ �electrique 3D : CL naturelles

�Etudions la r�esolution du probl�eme(8.1)-(8.3) dans XE.

Prop osition 8.10 Le probl�eme (8.1)-(8.3) est �equivalent au probl�eme variationnel suivant :
Trouver E 2 XE tel que :

8 F 2 XE , ( E ; F )XE = L E ( F ); (8.12)

o�u L E est la forme lin�eaire suivante :

L E : XE ! R

F 7! ( f ; rot F )0 + ( g ; div F )0 +
Z

@

(e � � ) : (F � � ) d� :
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Comme L E 2 X 0
E, d'apr�es le th�eor�eme 1.7, p. 1.7 le probl�eme (8.12) admet une solution unique

E 2 XE, qui d�epend contin ûment desdonn�eesf , g et e � � j@
 .
D�emonstra tion. Il est clair que si E satisfait (8.1)-(8.3), alors E satisfait (8.12).
Montrons la r�eciproque. Soit h 2 L 2(
). Il existe une unique fonction � 2 H 1

0 (
) telle que
� � = h. PosonsF = grad � . On a alors : F 2 L 2(
), rot F = 0 2 L 2(
), div F = h 2 L 2(
),
F � � = grad @
 � � � = 0 2 L 2

t (@
), donc F 2 XE.
Lorsqu'on injecte F dans (8.12), on obtient : (div E; h)0 = (g; h)0. Commediv E et g appartiennent
�a L 2(
), on en d�eduit : div E = g dans L 2(
). L' �equation (8.12) ser�eduit donc �a :
Trouver E 2 XE tel que :

8 F 2 XE ( rot E ; rot F )0 +
Z

@

(E � � ) : (F � � ) d� = ( f ; rot F )0 +

Z

@

(e � � ) : (F � � ) d� :

D'apr�esla proposition 7.6, il existe E� 2 XE tel que : E� � � = e � � 2 L 2
t (@
) \ H � 1=2

k (div @
 ; @
).

PosonsE0 = E � E� 2 X 0
E . On obtient que E0 2 X 0

E satisfait :

8 F 2 XE ; ( rot E0; rot F )0 = ( f � rot E� ; rot v )0 : (8.13)

Posonsf 0 = f � rot E� . On remarqueque : f 0 2 L 2(
), div f 0 = 0 2 L 2(
), et d'apr�es(8.4), on a :

f 0: � j @
 = f : � j @
 � rot E� : � j @
 = div @
 ( e � � j @
 ) � div @
 ( e � � j @
 ) = 0:

On en d�eduit que f 0 2 H 0(div 0; 
). D'apr�es [65] (thm. 3.4 p. 45), il existe F � 2 X 0
E tel que :

f 0 = rot F � . Ainsi, (8.13) devient : ( rot E0; rot F )0 = ( rot F � ; rot F )0, ce qui se r�e�ecrit :
( rot ( E0 � F � ) ; rot F )0 = 0. ChoisissonsF = E0 � F � = E � (E� + F � ).
D'o�u : jj rot ( E � ( E� + F � ) ) jj2

0 = 0. De cette �egalit�e, on d�eduit que : rot E = rot ( E� + F � ) =
rot E� + f 0 = f dans L 2(
). Finalement, (8.12) devient :
Trouver E 2 XE tel que :

8F 2 XE ;
Z

@

(E � � ) : (F � � ) d� =

Z

@

(e � � ) : (F � � ) d� ;

ce qui se r�e�ecrit : 8F 2 XE,
Z

@

(E � � � e � � ) : (F � � ) d� = 0. En prenant F = E � E� , on a

alors :
Z

@

jE � � � e � � j2 d� = 0, d'o�u : E � � j@
 = e � � j@
 dans L 2

t (@
).

�

Nous avons donc montr �e que E satisfait les �equations (8.1)-(8.3). Les �equations (8.1)-(8.3) et
(8.12) sont donc �equivalentes sousles hypoth�eses:

f 2 H(div 0; 
) ; g 2 L 2(
) ; e � � j@
 2 L 2
t (@
) \ H � 1=2

k (div @
 ; 
) ;

et la relation de compatibilit �e : f : � j @
 = div @
 ( e � � j @
 ).
Notons pour �nir que, comme XE \ H 1(
) est densedans XE [40, 51], on peut approcher la

solution de (8.12) par les �el�ements �nis de Lagrangecontinus Pk .

Remarque 8.11 Au contraire de la m�ethodedespotentiels, cette m�ethodes'appliqueau casd�ependant
du temps.
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8.4 Champ �electrique 3D : CL essentielles

La condition aux limites �etant naturelle dansla formulation (8.12), on s'int�eresse�egalement �a la
r�esolution de (8.7)-(8.8), dans l'espaceX 0

E dans lequel la condition aux limites est prise en compte
de fa�con essentielle.

Prop osition 8.12 Le probl�eme (8.7)-(8.8) est �equivalent au probl�eme variationnel suivant :
Trouver E0 2 X 0

E tel que :

8 F 2 X 0
E , ( E ; F )X 0

E
= L 0 ( F ) � ( Er ; F )X 0

E
; (8.14)

o�u L 0 est la forme lin�eaire suivante :

L 0 : X 0
E ! R
F 7! ( f 0 ; rot F )0 + ( g0 ; div F )0:

CommeL 0 2 (X 0
E)0, d'apr�esle th�eor�eme1.7, le probl�eme(8.14) admet une solution unique E0 2 X 0

E ,
qui d�epend contin ûment desdonn�eesf 0 et g0.
D�emonstra tion. X 0

E �etant un sous-espacede XE, la d�emonstration est similaire �a celle de la
proposition 8.10.

�
Lorsque 
 est convexe, X 0 ; R

E = X 0
E . La solution de (8.14) approch�ee par les �el�ements �nis de

Lagrange continus Pk est fausselorsque 
 pr�esente des singularit�es g�eom�etriques. Contrairement
au casbidimensionnel, l'espaceX 0 ; R

E est de codimension in�nie, ainsi, on ne peut pas g�en�eraliser
la m�ethode du compl�ement singulier.

8.5 Champ �electrique 3D : r �egularisation �a poids

Dans cette section, nous reprenons les r�esultats de M. Costabel et M. Dauge dans [53], que
nous avons r�esum�espour le probl�emebidimensionneldans la section 2.5 de la partie I I. Rappelons
que lorsque 
 est non-convexe, l'espaceX 0

E \ H 1(
) est ferm�e et strictement inclus dans X 0
E , ce

qui implique que la solution du probl�eme discr�etis�e par les �el�ements �nis Pk dans l'espaceX 0
E ne

convergepasvers la bonnesolution. La m�ethode �a poids consiste�a d�eterminer un espaceX 0
E ; 
 plus

gros que X 0
E de fa�con �a avoir la densit�e de X 0

E ; 
 \ H 1(
) dans X 0
E ; 
 . Cet espaceest construit en

consid�erant que la divergencedu champ �electrique appartient �a un espacede type L 2 �a poids, o�u
le poids d�epend de la distance aux singularit�es.

La principale di� �erenceavec le cas bidimentionnel est qu'il existe des interactions entre les
singularit�es des coins et cellesdes arêtes, mais dans un poly�edre, un coin �etant une intersection
d'arêtes,on peut toujours d�e�nir le poids �a l'aide d'un produit de distancesaux arêtes.

Notons que X 0
E ; 
 \ H 1(
) = X 0 ; R

E . Comme pour le casbidimensionnel (thm. 2.60, p. 79), on
peut d�ecomposerles�el�ements de X 0

E ; 
 en une partie H 1-r�eguli�ere et une partie qui n'est pasH 1(
).

Th �eor �eme 8.13 L'espace X 0
E ; 
 se d�ecompose de la fa�con suivante :

X 0
E ; 
 = X 0 ; R

E � grad � 
 :

Ainsi, pour avoir l'injection compactede L 2(
) dans X 0
E ; 
 , on cherche �a avoir l'injection compacte

de L 2(
) dans grad � 
 , et donc celle de H 1(
) dans � 
 , ce qui est r�ealis�e lorsque V 0

 s'injecte

compactement dans H � 1(
). Or, comme pour le cas bidimensionnel (prop. 2.62, p. 80), on a le
th�eor�emesuivant :
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Th �eor �eme 8.14 L'inje ction de V 0

 dans H � 1(
) est compacte si et seulementsi 
 < 1.

On obtient alors l'injection compactedeX 0
E ; 
 dansL 2(
), cequi nouspermet d'obtenir l' �equivalence

entre la norme du graphe et la semi-normedans X 0
E ; 
 :

Prop osition 8.15 La norme du graphedansX 0
E ; 
 est �equivalente�a la semi-norme si et seulement

si 
 < 1. La norme dans X 0
E ; 
 est alors d�e�nie ainsi :

jj u jjX 0
E ; 


=
�

jj rot u jj2
0 + jj div u jj2

0;


� 1=2
: (8.15)

La preuve sefait par l'absurde, et est similaire �a celle de la proposition 2.56 (p. 78).
A�n d'obtenir la convergencedes�el�ements �nis de Galerkin dans X 0

E ; 
 , on cherche la condition

sur 
 de fa�con �a obtenir la densit�e deX 0 ; R
E dansX 0

E ; 
 , c'est-�a-dire la densit�e deX 0 ; R
E dansgrad � 
 .

Comme dans le casbidimensionnel (prop. 2.63, p. 80), on a le r�esultat suivant :

Prop osition 8.16 Quelque soit 
 , les fonctions C1 (
) �a trace nulle sur @
 sont densesdans
V 2


 \ H 1
0(
) .

Le th�eor�eme fondamental suivant (thm. 2.64, p. 80 pour le 2D) nous donne les valeurs de 
 telles
que � 
 � V 2


 :

Th �eor �eme 8.17 Pour tout 
 tel que : 1 � � < 
 � 1, l'op�erateur � est un isomorphisme de
V 2


 \ H 1
0(
) dans V 0


 . De plus, H 2(
) \ H 1
0(
) est densedans � 
 .

Ainsi, pour 1 � � < 
 � 1, les fonctions C1 (
) �a trace nulle sur @
 sont densesdans � 
 , et par
cons�equent, X 0 ; R

E est densedans grad � 
 . En pratique, cette condition permet d'un point de vue
num�erique de capter les singularit�es du champ �electrique. Le choix optimal de 
 pour lequel on a
l'injection compacte de L 2(
) dans X 0

E ; 
 et la densit�e des fonctions H 1-r�eguli�eres dans X 0
E ; 
 est

donc :

1 � � < 
 < 1 (8.16)

Prop osition 8.18 Le probl�eme (8.7)-(8.8) accompagn�e de l'hypoth�ese (8.9) est �equivalent �a la
formulation variationnel le suivante :
Trouver E0 2 X 0

E ; 
 tel que :

8F 2 X 0
E ; 
 ; ( E0 ; F )X 0

E ; 

= L 
 ( F ) � ( Er ; F )X 0

E ; 

; (8.17)

o�u L 
 est la forme lin�eaire continue suivante :

L 
 : X 0
E ; 
 ! R

F 7! ( g ; div F )0;
 + ( f ; rot F )0:

D�emonstra tion. Soit h 2 V 0

 . Consid�erons � 2 � 
 tel que �� = h. Le vecteur F = grad � est

dans X 0
E ; 
 . En l'injectant (8.17), on obtient :

( div E0 ; h )0;
 = ( g � div Er ; h )0;
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On en d�eduit que : div E0 = g � div Er := g0 au sensde V 0

 . L' �equation (8.17) ser�eduit alors �a :

Trouver E0 2 X 0
E ; 
 tel que :

8F 2 X 0
E ; 
 ; ( rot E0 ; rot F )0 = ( f � rot Er ; rot F )0 : (8.18)

Comme f � rot Er := f 0 2 H 0(div 0 ; 
), d'apr�es [65] (thm. 3.4 p. 45), il existe F � 2 X 0
E tel que :

f 0 = rot F � . D'o�u, (8.18) ser�e�ecrit :
Trouver E0 2 X 0

E ; 
 tel que :

8F 2 X 0
E ; 
 ; ( rot (E0 � F � ) ; rot F )0 = 0: (8.19)

CommeX 0
E � X 0

E ; 
 , on peut injecter E0 � F � 2 X 0
E ; 
 dans(8.19), cequi donne: jj rot E0� f 0 jj0 = 0.

On en d�eduit que rot E0 = f 0 au sensL 2(
). D'o�u le r�esultat.
�

Soit 
 < 1. Alors (:; :)X 0
E ; 


est une forme bilin �eaire coercitive sur X 0
E ; 
 � X 0

E ; 
 . D'apr�es le

th�eor�emede Lax-Milgram, il existe alors une unique solution �a la formulation variationnelle (8.17),
qui d�epend contin ûment desdonn�eesf 0 et g0.

Soit 
 satisfaisant (8.16). X 0
E ; 
 \ H 1(
) est alors densedans X 0

E ; 
 , on peut donc approcher la
solution de (8.17) par les �el�ements �nis de Lagrangecontinus Pk .

8.6 Champ �electrique 2D 1
2 : le compl �ement singulier

Nous avons vu dans la section 8.4 que dans lesdomainestridimensionnels, l'espacedessingula-
rit �es �eletromagn�etiques n'est pas de dimension �nie. On ne peut donc pas g�en�eraliser la m�ethode
du compl�ement singulier. Cependant, dans les domainesprismatique, c'est-�a-dire invariants selon
une direction, on peut d�ecomposer le champ �electromagn�etique de fa�con �a r�esoudreune s�erie de
probl�emes2D, pour lesquelson peut appliquer la m�ethode du compl�ement singulier. Ceci peut être
assezavantageux pour diminuer le côut de calcul et garder un bonne pr�ecision.

8.6.1 In tro duction

Dansceparagraphe,nousreprenonsl'approche de l'article [38], adapt�eeau probl�eme(8.1)-(8.3),
et permettant de r�esoudreles �equationsde Maxwell dansun �ltre �a stubs (voir la �gure 2.3). 
 est
un prisme droit : 
 = ! � ]0; L [, o�u ! est un polygonebidimensionneldu plan (O ; x ; y), poss�edant
Nar coins rentrants, d'angles ( � e )e2f 1;:::;Nar g sup�erieurs �a � . Les singularit�es g�eom�etriques de 

sont donc les Nar arêtesrentrantes d'anglesdi�edresint�erieurs ( � e )e2f 1;:::;Nar g.

Soit F 2 R3. On consid�ere F 2 R2 et Fz 2 R tels que : F = F + Fzez, o�u : F = Fxex + Fyey .
Le bord @! de ! est compos�e de 
 C et 
 A : @! = 
 C [ 
 A .
Le bord @
 de 
 est compos�e de � C , le conducteur parfait et de � A , la fronti �ere arti�cielle qui
borne le domaine. � C et � A sont telles que :

� C = ( 
 C � ] 0; L [ ) [ f x 2 @
 : z = 0 ou L g et � A = 
 A � ] 0; L [ :

Comme E � � j � C
= 0, on a : Ez j � C

= 0. � z d�esignerala r�eunion des bases� C \ f z = 0g et
� C \ f z = Lg. Sur � z, on a � = � ez, d'o�u, d'apr�esla condition aux limites d'un conducteur parfait
(1.28), on a : E = 0 sur � z, c'est-�a-dire Ex = Ey = 0 sur � z.

Dans cette con�guration d'apr�es [18, 42], on a la propri �et�e suivante :

Prop osition 8.19 Pour tout F 2 X 0
E , Fz 2 H 1

0(
) , et @zFx , @zFy 2 L 2(
) .
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D �e�nitions 8.20 � X A; 0
E d�esignele sous-espace de XE suivant :

X A; 0
E =

�
F 2 XE : F � � j � C

= 0 ; Fz j @
 = 0
	

: (8.20)

X A; 0
E est muni du produit scalaire suivant : 8 F ; F 0 2 X A; 0

E ,

( F ; F 0)X A; 0
E

= ( F ; F 0)X 0
E

+
Z

� A

(F � � ) : (F 0 � � ) d� ;

dont la norme associ�ee est : jj F jj X A; 0
E

=
�

jj F jj2
X 0

E
+

Z

� A

jF � � j2 d�
� 1=2

.

� On d�e�nit aussi X A
E , le sous-espace de X E sur ! suivant :

X A
E =

�
u 2 X E : u� j 
 C

= 0
	

; (8.21)

o�u u� = u : � j@! , avec � le vecteur tangentiel �a la fronti�ere polygonale@! . X A
E est muni du produit

scalaire suivant : 8 u ; v 2 X A
E ,

( u ; v )X A
E

= ( u ; v )X 0
E

+
Z


 A

u� v� d� ;

dont la norme associ�ee est : jj u jj X A
E

=
�

jj u jj2
X 0

E
+

Z


 A

u2
� d�

� 1=2

:

Rappelonsque X E est d�e�ni au paragraphe1.3.2de la partie I I). Notons que : X 0
E � X A; 0

E � XE et
X 0

E � X A
E � X E . On peut d�ecomposerX A

E de la fa�con suivante :

X A
E = f v := u0 + e, avec u0 2 X 0

E , et e 2 H 1(! ) tel que e� j 
 C
= 0g:

On en d�eduit donc que X A
E \ H 1(
) est un sous-espaceferm�e de X A

E . Ainsi, X A; 0
E \ H 1(
) est un

sous-espaceferm�e de X A; 0
E .

Prop osition 8.21 Pour tout F 2 X A; 0
E , Fz 2 H 1

0 (
) , et @zFx , @zFy 2 L 2(
) .

D�emonstra tion. Soit F 2 X A; 0
E . D'apr�es la proposition 8.1, il existe un rel�evement r�egulier de

F � � j � A
, F r 2 H 1(
), tel que : F 0 = F � F r 2 X 0

E . Appliquons la proposition 8.19 �a F 0 : on a
F0 = Fz � Fr

z 2 H 1(
), et @zFx � @zFr
x , @zFy � @zFr

y 2 L 2(
). Comme Fr
z 2 H 1

0 (
), et que @zFr
x et

@zFr
x 2 L 2(
), on en d�eduit 8.21.

�

Ainsi, seulesles composantes Fx et Fy d'un champ �electrique F de X 0
E ou X A; 0

E peuvent être
singuli�eres. Comme E 2 L 2(
) et que par ailleurs : Ex = Ey = 0 sur � z, il semble logique de
d�ecomposerE en une s�erie de Fourier de la fa�con suivante :

E( x ; y ; z ) =
1X

k=0

�
Ek ( x ; y ) sin

�
k�
L

z
�

+ Ek
z ( x ; y ) cos

�
k�
L

z
�

ez

�
; (8.22)
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Tous les vecteurs de X 0
E ou X A; 0

E seront d�ecompos�es de la même fa�con. De même, les donn�eesdu
probl�emesont d�ecompos�eesen s�erie de Fourier :

g( x ; y ; z ) =
1X

k=0

gk ( x ; y ) sin
�

k�
L

z
�

:

f ( x ; y ; z ) =
1X

k=0

�
f k ( x ; y ) cos

�
k�
L

z
�

+ fk
z ( x ; y ) sin

�
k�
L

z
�

ez

�
;

e ( x ; y ; z ) =
1X

k=0

�
ek ( x ; y ) sin

�
k�
L

z
�

+ ek
z ( x ; y ) cos

�
k�
L

z
�

ez

�
:

Commef : � j � z = 0, on d�ecomposef : z en s�erie de sinus selonla direction ez, et f en s�erie de cosinus

dans le plan ( ex ; ey ). Comme e � � j@
 est la trace tangentielle d'un vecteur de X A; 0
E \ H 1(
), on

d�ecomposee de la mêmefa�con que E.

Remarque 8.22 On peut indi� �eremment choisir de d�evelopper g en s�erie de cosinus ou de sinus
car on a simplementg 2 L 2(
) . Le choix d'un d�eveloppement en s�erie de sinus permet de simpli�er
certains calculs.

Soit F 2 X 0
E (r esp: X A; 0

E ), d�ecompos�e selon8.22. On a :

rot F =
1X

k=0

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

�
@yFk

z �
k�
L

Fk
y

�
cos

�
k�
L

z
�

�
k�
L

Fk
x � @xFk

z

�
cos

�
k�
L

z
�

rot F k sin
�

k�
L

z
�

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

;

et :

div F =
1X

k=0

�
div F k �

k�
L

Fk
z

�
sin

�
k�
L

z
�

:

On a alors pour tout F 2 X 0
E (r esp: X A; 0

E ), F k 2 X 0
E (r esp: X A

E ) et Fk
z 2 H 1

0 (! ).

Pour ( F ; Fz ) 2 X 0 ; A
E � H 1

0(! ), on pose:

F k = F ( x ; y ) sin
�

k�
L

z
�

+ Fz ( x ; y ) cos
�

k�
L

z
�

ez : (8.23)

Comme
Z L

0
cos

�
k�
L

z
�

cos
�

l �
L

z
�

dz =
L
2

� kl (et de mêmepour le produit dessinus), on a :

( E ; F k )0 =
L
2

�
( Ek ; F )0 ; ! + ( Ek

z ; Fz )0 ; !

�
;
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o�u ( : ; : )0 ; ! d�esignele produit scalaireL 2 ou L 2 dans le domaine bidimensionnel ! . Par un calcul
direct on a :

( rot E; rot F k )0 =
L
2

�
( rot Ek ; rot F )0 ; ! + ( grad ! Ek

z ; grad ! Fz )0 ; ! +
k2 � 2

L 2 ( Ek ; F )0 ; !

�
k �
L

�
( grad ! Ek

z ; F )0 ; ! + ( grad ! Fz ; Ek )0 ; !

� �
;

o�u grad ! est le gradient bidimensionnel dans ! . De plus, on a aussi :

( div E ; div F k )0 =
L
2

�
( div Ek ; div F )0 ; ! +

k2 � 2

L 2 ( Ek
z ; Fz )0 ; !

�
k �
L

�
( div ! Ek ; Fz )0 ; ! + ( div ! F k ; Ek

z )0 ; !

� �
;

o�u div ! est la divergencebidimensionnelle dans ! . Ainsi, le produit scalaire entre E0 2 X 0
E et

F k 2 X 0
E s'�ecrit alors (�a l'aide de la formule d'in t�egration par parties (1.14) dans ! ) :

(E0 ; F k )X 0
E

=
L
2

�
(E0;k ; F)X 0

E
+ (grad ! E0;k

z ; grad ! Fz)0;!

+
k2 � 2

L 2

�
(E0;k ; F)0 ; ! + (E0;k

z ; Fz)0 ; !

� �
:

(8.24)

Notons d'autre part que pour E 2 XE et F k 2 X A; 0
E , on a :

( E � � ; F k � � )0 ; � A =
L
2

� Z


 A

Ek : � F : � d�
�

:

On obtient alors le produit scalaireentre E 2 XE et F k 2 X A; 0
E , (�a l'aide de (1.14)) :

(E ; F k )X A; 0
E

= (E0 ; F k )X 0
E

+
L
2

� Z


 A

Ek : � F : � d� �
k �
L

Z


 A

F : � Ek
z d�

�
: (8.25)

Comme Ek
z j 
 A

= ek
z j 
 A

est une donn�ee du probl�eme, on pourra le passerau secondmembre la

formulation variationnelle. �Etudions les secondsmembres des formulations variationnelles. On a
pour F k 2 X 0

E (r esp: X A; 0
E ) :

( g ; div F k )0 =
L
2

�
( gk ; div F )0 ; ! �

k �
L

( gk ; Fz )0 ; !

�
;

( f ; rot F k )0 =
L
2

�
( f k ; rot Fz )0 ; ! + ( fk

z ; rot F )0 ; ! �
k �
L

Z

!
f k 2

� F d!
�

;

Z

� A

(e � � ) : (F k � � ) d� =
L
2

� Z


 A

ek : � F : � d�
�

:
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8.6.2 Cas prismatique : CL essentielles

D�ecomposonsE0 et Er selon(8.22). CommelesE0 ; k appartiennent �a X 0
E , on peut lesd�ecomposer

selon la m�ethode du compl�ement singulier orthogonal (voir le paragraphe2.4.4) :

E0 ; k = bE0 ; k +
NeX

i =1

ck
i xS

i , avec bE0 ; k 2 X 0 ; R
E , et 8 i , ck

i 2 R :

La formulation variationnelle (8.14) reste vraie pour tout vecteur F k , k 2 N, de la forme (8.23),
en particulier lorsque F = 0 ou Fz = 0. On obtient alors une s�erie de probl�emespos�esdans ! et
d�ependants de k.

Soient A k
0 et ak

D les formesbilin �eairessym�etriques et coercitives suivantes :

A k
0 : X A

E � X A
E ! R

( E ; F ) 7! ( E ; F )X 0
E

+
k2 � 2

L 2 ( E ; F )0 ; ! ;

ak
D : H 1

0 (! ) � H 1
0 (! ) ! R

( u ; v ) 7! ( grad ! u ; grad ! v )0 +
k2 � 2

L 2 ( u ; v )0 ; ! :

Soient L k
0 et lkD les formes lin�eairessuivantes :

L k
0 : X 0

E ! R

F 7! ( gk ; div F )0 ; ! + ( fk
z ; rot F )0 ; ! �

k �
L

Z

!
f k 2

� F d! ;

lkD : H 1
0(! ) ! R

v 7! ( f k ; rot v )0 ; ! �
k �
L

( gk ; v )0 ; ! :

Soient � k;j les coe�cien ts de singularit�e suivants :

� k;j =
�

( gk � div E r ; k ; sD ; j )0 ; ! + ( fk
z � rot E r ; k ; sN ; j )0 ; !

�
=� �

k
L

Z

!
f k 2

� xS
j d! ;

o�u sD ; j et sD ; j sont les fonctions singuli�eresprimales du Laplacien (partie I I, paragraphe2.2.3).
La proposition 8.12 ser�e�ecrit alors :

Prop osition 8.23 Le probl�eme (8.7)-(8.8) est �equivalent �a r�esoudre la suite de probl�emesvaria-
tionnels suivants :
Pour tout k 2 N, trouver ( bE0 ; k ; E0 ; k

z ) 2 X 0 ; R
E � H 1

0 (! ) et ( ck
i ) i 2f 1;:::;Nar g 2 RNar tels que :

D'une part :

8 F 2 X 0 ; R
E ; A k

0 ( bE0 ; k ; F ) +
k2 � 2

L 2

NeX

i =1

ck
i ( xS

i ; F )0 ; ! = L k
0 ( F ) � A k

0 ( E r ; k ; F ) ; (8.26)

8 j 2 f 1; :::; Nar g;
k2 � 2

L 2 ( bE0 ; k ; xS
j )0 ; ! +

NarX

i =1

ck
i A k

0 ( xS
i ; xS

j ) = � � k;j : (8.27)

D'autr e part :
8 v 2 H 1

0(! ) ; ak
D ( E0 ; k

z ; v ) = lkD ( v ) � ak
D ( Er ; k

z ; v ) : (8.28)



8.6. Champ �electrique 2D 1
2 : le compl �ement singulier 175

Nous obtenons donc des syst�emesd'�equations d�ecoupl�eesen ( ( bE0 ; k ; ck ) ; E0 ; k
z ), ce qui facilite

la r�esolution. On pourra au choix �ecrire un syst�eme lin�eaire en dimension trois ou deux syst�emes
lin�eaires,l'un en dimensiondeux (voir le calcul discret du champ �electrique bidimensionnelE dans
le paragraphe10.6.1),et l'autre en dimensionun (voir le calcul discret du champ �electrique scalaire
Ez dans le paragraphe10.6.3).Pour k = 0, le syst�emed'�equations( bE0 ; k ; ck ) est en plus d�ecoupl�e
car la d�ecomposition de X 0

E choisie est orthogonale.

8.6.3 Cas prismatique : CL presque essentielles

L'espaceX A
E sed�ecomposeen une partie r�eguli�ere et une partie singuli�ere [7] :

Prop osition 8.24 Soit X A ; R
E = X A

E \ H 1(! ) l'espace r�egularis�e deX A
E . On a alors la d�ecomposition

suivante :
X A

E = X A ; R
E � X 0 ; S

E : (8.29)

D�emonstra tion. Nous reprenonsla preuve de [7]. Soit ! A un voisinagede la fronti �ere arti�cielle

 A . Soit � A une fonction de troncature r�eguli�ere, qui s'annule en dehorsde ! A , et qui vaut 1 dans
un voisinagebidimensionnel VA � ! A de 
 A . Par construction, on a :

E = � A E + ( 1 � � A ) E ; avec : � A E 2 H 1(! ) et ( 1 � � A ) E 2 X 0
E :

A priori, � A E j 
 A
6= 0, alors que � A E j 
 C

= 0. Le champ �electrique se d�ecompose donc en une

sommede deux termes, l'un appartenant �a X A ; R
E et l'autre �a X 0

E , d'o�u :

X A
E = X A ; R

E � X 0
E = X A ; R

E � X 0 ; R
E � X 0 ; R

E :

Comme X 0 ; R
E est un sous-espacede X A ; R

E , on obtient (8.29).
�

Pour tout k 2 N, on d�ecomposealors E k 2 X A
E de la fa�con suivante : E k = bEk +

NarX

i =1

ck
A;i xS

i , o�u

bEk 2 X A;R
E et 8 i , ck

A;i 2 R. D�ecomposonsEk
z en E0;k

z + Er ;k
z .

Soit A k
A la forme bilin �eaire sym�etrique coercitive suivante :

A k
A : X A

E � X A
E ! R

( E ; F ) 7! A k
0 ( E ; F ) +

Z


 A

E : � F : � d� :

Soit L k
A la forme lin�eaire suivante :

L k
A : X A

E ! R

F 7! L k
0( F ) +

Z


 A

ek : � F : � d� +
k �
L

Z


 A

F : � ek
z d� :

Soient � k;j
A les coe�cien ts de singularit�e suivants :

� k;j
A =

�
( gk ; sD ; j )0 ; ! + ( fk

z ; sN ; j )0 ; !

�
=� �

k
L

Z

!
f k 2

� xS
j d! +

k
L

Z


 A

xS
j : � ek

z d� :

La proposition 8.10 ser�e�ecrit alors :
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Prop osition 8.25 Le probl�eme (8.1)-(8.3) est �equivalent la suite de probl�emesvariationnels sui-
vants :
Pour tout k 2 N, trouver ( bEk ; E0;k

z ) 2 X A ; R
E � H 1

0(! ) et ( ck
A;i ) i 2f 1;:::;Nar g 2 RNar tels que :

D'une part,

8 F 2 X A ; R
E ; A k

A ( bEk ; F ) +
NarX

i =1

ck
A;i A k

A ( xS
i ; F ) = L k

A ( F ) ; (8.30)

8 j 2 f 1; :::; Nar g; A k
A ( bEk ; xS

j ) +
NarX

i =1

ck
A;i A k

A ( xS
i ; xS

j ) = � � k;j
A : (8.31)

D'autr e part, E0;k
z satisfait (8.28)

De même que pour le calcul dans X 0
E � H 1

0(! ), on a un d�ecouplagedu syst�eme d'�equations en
( bEk ; ck ) pour la partie transverseet en Ek

z pour la partie longitudinale. Pour k = 0, le syst�eme
d'�equations ( bE0 ; k ; ck ) n'est pas d�ecoupl�e car la d�ecomposition de X A

E choisie n'est pas orthogo-
nale.



Chapitre 9

Le probl �eme statique 3D mixte
contin u

Dans ce chapitre, nous reprenonsle formalisme du chapitre 3 de la partie I I. Les preuvesde la
condition inf-sup sont les mêmesque dans le cas bidimensionnel. Dans la section 3.1, p. 85, nous
avons fait un rappel sur les formulations mixtes.

Nousrappelons�a la section17.2de la partie IV lesespacesfonctionnelsdesdi� �erentes m�ethodes.

9.1 Form ulation mixte 3D : CL naturelles

Consid�eronsle probl�eme(3.1) avec X = XE. On a alors : A ( : ; : ) = ( : ; : )XE et L = L E. Comme
div E 2 L 2(
), on prend Q = L 2(
), et l'on notera BE la forme bilin �eaire, et GE la forme lin�eaire
associ�ees:

BE : XE � L 2(
) ! R
( F ; q) 7! ( div F ; q)0 ;

(9.1)

GE : L 2(
) ! R
q 7! ( g ; q)0 :

(9.2)

Prop osition 9.1 Il existe une constante � E � 1 telle que :

inf
q2 L 2(
)

sup
F 2X E

BE( F ; q)
jj F jjXE jj q jj0

� � E:

D�emonstra tion. Soit q 2 L 2(
). Consid�erons � 2 H 1
0 (
) tel que � � � = q, et F = � grad �

(voir la section 8.2). Alors F 2 L 2(
) est �a rotationnel nul, �a divergencedans L 2(
), et v�eri�e
F � � j@
 = 0. On en d�eduit que F 2 XE et que : BE( F ; q) = jjdiv F jj2

0 = jj F jj2
XE

, et aussi :
BE( F ; q) = jj qjj2

0, d'o�u : BE( F ; q) = jj q jj0 jj F jjXE .
�

Th �eor �eme 9.2 Le probl�eme (8.1)-(8.3) est �equivalent �a la formulation suivante :
Trouver ( E ; p) 2 XE � L 2(
) tels que :

( E; F )XE + BE( F ; p) = L E( F ) 8 F 2 XE ;

BE( E ; q) = GE( q) 8 q 2 L 2(
) :
(9.3)

177
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D�emonstra tion. La condition inf-sup est satisfaite, le probl�emeest donc bien pos�e et admet une
unique solution. Montrons que (9.3) est �equivalent �a (8.12), c'est-�a-dire que p = 0. Consid�erons
F = � grad � , o�u : � 2 H 1

0(
) est solution de � � � = p. La premi�ere �equation de (9.3) devient
alors : (div E; p)0 + (p;p)0 = (g; p)0. D'apr�es la seconde�equation de (9.3), (div E; p)0 = (g; p)0,
puisquep 2 L 2(
). D'o�u : jjpjj2

0 = 0, et p = 0 au sensL 2(
).
�

Remarque 9.3 Dans le cas d�ependant du temps ou dans le cas harmonique, les conditions aux
limites tangentielles naturelles ne sont plus satisfaites quand on traite seulement la divergence
commecontrainte : il faut donc un multiplicateur deLagrangesur la divergence et sur la composante
tangentielle au bord du champ �electrique. La condition inf-sup sur ce multiplicateur de Lagrange
suppl�ementaire est v�eri� �ee pour l'induction magn�etique, mais pas pour le champ �electrique [36].

9.2 Form ulation mixte 3D : CL essentielles

Consid�eronsle probl�eme(3.1) avecX = X 0
E . On a alors : A ( : ; : ) = ( : ; : )X 0

E
et L = L 0. Comme

div E0 2 L 2(
), on prend Q = L 2(
). On en d�eduit le th�eor�emesuivant :

Th �eor �eme 9.4 Le probl�eme (8.7)-(8.8) est �equivalent �a la formulation variationnel le mixte sui-
vante :
Trouver ( E0 ; p ) 2 X 0

E � L 2(
) tels que :

( E0 ; F )X 0
E

+ BE( F ; p) = L 0( F ) � A 0( Er ; F ) 8 F 2 X 0
E ;

BE( E0 ; q) = GE( q) � ( div Er ; q)0 8 q 2 L 2(
) :
(9.4)

D�emonstra tion. X 0
E est un sousespacede XE, donc la condition inf-sup est veri� �ee automati-

quement, puisque le champ F construit appartient toujours �a X 0
E . L' �equivalenceavec le probl�eme

(8.7)-(8.8) semontre de la mêmefa�con que pour le th�eor�eme 9.2.
�

9.3 Form ulation mixte 3D : r �egularisation �a poids

Consid�erons le probl�eme (3.1) avec X = X 0
E ; 
 . On a alors : A ( : ; : ) = ( : ; : )X 0

E ; 

et L = L 
 .

Commediv E 2 L 2

 (
), on prend Q = L 2


 (
). On note B
 la forme bilin �eaire,et G
 la forme lin�eaire
associ�ees:

B
 : X 0
E ; 
 � L 2


 (
) ! R
( F ; q) 7! ( div F ; q)0 ; 
 ;

(9.5)

G
 : L 2

 (
) ! R

q 7! ( g ; q)0 ; 
 :
(9.6)

Prop osition 9.5 Il existe une constante � 
 � 1 telle que :

inf
q2 L 2


 (
)
sup

F 2X 0
E ; 


B
 ( F ; q)
jj F jjX 0

E ; 

jj q jj0

� � 
 :
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D�emonstra tion. Soit q 2 L 2

 (
). Consid�erons � 2 H 1

0 (
) tel que � � � = q. Comme L 2

 (
) �

H � 1(
), il existe une unique solution � . PosonsF = � grad � . Alors F 2 L 2(
) est �a rotationnel
nul, �a divergencedans L 2


 (
), et v�eri�e F � � j@
 = 0. On en d�eduit que F 2 X 0
E ; 
 et que :

B
 ( F ; q) = jjdiv F jj0;
 = jjF jjX 0
E ; 


.

�

Th �eor �eme 9.6 Le probl�eme (8.7)-(8.8) est �equivalent �a la formulation variationnel le mixte sui-
vante :
Trouver ( E0 ; p ) 2 X 0

E ; 
 � L 2

 (
) tels que :

( E0 ; F )X 0
E ; 


+ B
 ( F ; p) = L 
 ( F ) � A 
 ( Er ; F ) 8 F 2 X 0
E ; 
 ;

B
 ( E0 ; q) = G
 ( q) � ( div Er ; q)0 ; 
 8 q 2 L 2(
) :
(9.7)

D�emonstra tion. La condition inf-sup est satisfaite. Le probl�eme (9.7) est donc bien pos�e et
admet un unique couple (E; p) 2 XE ; 
 � L 2


 (
) solution. Montrons que p = 0, et donc que (9.7)
est �equivalente �a (8.17). Prenons F = � grad � , o�u : � 2 H 1

0(
) est la solution de � � � = p. La
premi�ere �equation de (9.7) devient alors :

( div E; p)0;
 + ( p; p)0;
 = ( g ; p)0 ; 
 :

D'apr�esla seconde�equation de (9.7), (div E; p)0;
 = (g; p)0;
 , puisquep 2 L 2

 (
). D'o�u : jjpjj2

0;
 = 0,
et on a bien p = 0 au sensL 2


 (
).
�
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Lorsqu'on introduit un multiplicateur de Lagrangesur la divergencedansle syst�emed'�equations
(8.26)-(8.28), des termes de couplage entre le syst�eme d'�equation pour le champ transverse et
l' �equation pour le champ longitudinal apparaissent. En e�et, comme p 2 L 2(
), on peut le
d�ecomposerde la fa�con suivante :

p =
1X

k=0

pk sin
�

k�
L

z
�

:

Le terme BE( F ; p) de (9.4) devient alors :

- Pour F = F k : BE( F k ; p ) =
L
2

( pk ; div F )0 ; ! ,

- Pour F = Fk
z e3 : BE( Fk

z ; p ) =
L
2

�
�

k �
L

( pk ; Fz)0 ; !

�
.

Posonsqk = qsin
�

k�
L

z
�

, q 2 L 2(! ). Le terme BE( E0 ; qk ) devient :

BE( E; qk ) =
L
2

�
( q; div Ek )0 ; ! �

k �
L

( q; Ek
z )0 ; !

�
.

Ainsi, de la formulation variationnelle mixte (9.4), on d�eduit le th�eor�emesuivant :
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Th �eor �eme 9.7 Le probl�eme (8.7)-(8.8) est �equivalent �a r�esoudre la suite de probl�emes varia-
tionnels suivants : Pour tout k 2 N, trouver ( bE0 ; k ; E0 ; k

z ; pk ) 2 X 0 ; R
E � H 1

0(! ) � L 2(! ) et
( ck

i ) i 2f 1;:::;Nar g 2 RNar tels que :

D'une part : 8 F 2 X 0 ; R
E ,

A k
0 ( bE0 ; k ; F ) +

k2 � 2

L 2

NarX

i =1

ck
i ( xS

i ; F )0 ; ! + ( pk ; div F )0 ; ! = L k
0 ( F ) � A k

0 ( E r ; k ; F ) ; (9.8)

ainsi que : 8 j 2 f 1; :::; Nar g,

k2 � 2

L 2 ( bE0 ; k ; xS
j )0 ; ! +

NarX

i =1

ck
i A k

0 ( xS
i ; xS

j ) + ( pk ; sD ; j )0 ; ! = � � k ; j ; (9.9)

et en�n : 8 q 2 L 2(! ),

( div bE0 ; k ; q)0 ; ! +
NarX

i =1

ck
i ( sD ; i ; q)0 ; ! �

k �
L

( E0 ; k
z ; q)0 ; ! = ( gk ; q)0 ; ! � ( div E r ; k ; q)0 ; !

+
k �
L

( Er ; k
z ; q)0 ; ! :

(9.10)
D'autr e part : 8 v 2 H 1

0(! ),

ak
D ( E0 ; k

z ; v ) �
k �
L

( pk ; v )0 ; ! = lkD ( v ) � ak
D ( Er ; k

z ; v ) : (9.11)

En proc�edant de la mêmefa�con pour X A
E , on obtient le th�eor�emesuivant :

Th �eor �eme 9.8 Le probl�eme (8.7)-(8.8) est �equivalent �a r�esoudre la suite de probl�emes varia-
tionnels suivants : Pour tout k 2 N, trouver ( bEk ; E0 ; k

z ; pk ) 2 X A ; R
E � H 1

0(! ) � L 2(! ) et
( ck

A;i ) i 2f 1;:::;Nar g 2 RNar tels que :

D'une part : 8 F 2 X A ; R
E ,

A k
A ( bEk ; F ) +

NarX

i =1

ck
A;i A k

A ( xS
i ; F ) + ( pk ; div F )0 ; ! = L k

A ( F ) ; (9.12)

ainsi que 8 j 2 f 1; :::; Nar g,

A k
A ( xS

j ; F ) +
NarX

i =1

ck
A;i A k

A ( xS
i ; xS

j ) + ( pk ; sD ; j )0 ; ! = � � k ; j
A ; (9.13)

et en�n : 8 q 2 L 2(! ),

( div bEk ; q)0 ; ! +
NarX

i =1

ck
A;i ( sD ; i ; q)0 ; ! �

k �
L

( E0 ; k
z ; q)0 ; ! = ( gk ; q)0 ; !

+
k �
L

( Er ; k
z ; q)0 ; ! :

(9.14)

D'autr e part ( E0 ; k
z ; pk ) satisfait (9.11).

Nousavonsdoncobtenu dessyst�emesd'�equationsen( ( ( bE0;k ; ck ) ; E0 ; k
z ) ; pk ) ou ( ( ( bEk ; ck

A ) ; E0 ; k
z ) ; pk )

coupl�ees.



Chapitre 10

Le probl �eme statique 3D direct discret

10.1 Discr �etisation du domaine d' �etude

On construit un maillagedu domaine
 constitu�edeL t�etra�edresf Tl , l = 1; :::; L g, d'in t�erieurs
non vides, tels que [ l Tl = 
, et d�e�nissant un maillage conforme :

8 l ; l0 2 f 1; :::; L gTl \ Tl0 =

8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

soit ; ;

soit un sommet commun,

soit une arête commune.

soit une face commune.

On note h = max
l

hl , o�u hl est le rayon de la sph�ere circonscrite au t�etra�edre Tl .

N
 d�esignerale nombre de points de discr�etisation int�erieurs �a 
, N@
 , le nombre de points de
discr�etisation sur le bord @
, et N = N 
 + N@
 le nombre total de points.

Ainsi, on ordonne les points de discr�etisation ( M i ) i = 1 ; N de la fa�con suivante :
- 8 i 2 I 
 , M i 2 
, et
- 8 i 2 I@
 , M i 2 @
,
o�u on a d�e�ni les ensembles d'indices suivants :

I 
 = f 1; :::; N
 g; I@
 = f N
 + 1; :::; N
 + N@
 g et I = I 
 [ I@
 :

On consid�ere :
Vk =

�
vh 2 C0(
) j 8 l 2 f 1; :::; L guh j Tl

2 Pk
	

; (10.1)

o�u Pk est l'ensemble desfonctions continues,polynômialesde degr�e k.
- Si k = 1, uh 2 V1 est une fonction continue, a�ne par t�etra�edre. Les points de discr�etisation de
maillage sont les sommetsdest�etra�edres.Il y a donc quatre degr�esde lib ert�e par t�etra�edre. uh est
compl�etement d�e�nie par sesvaleurs aux sommetsdest�etra�edresTl .
- Si k = 2, uh 2 V2 estunefonction continue,quadratique par t�etra�edre.Lespoints dediscr�etisation
du maillage sont lessommetsdest�etra�edreset lesmilieux desarêtesdest�etra�edres.Il y a donc dix
degr�es de lib ert�e par t�etra�edre. uh est compl�etement d�e�nie par sesvaleurs aux sommetset aux
milieux desarêtesde la t�etra�edrisation.
Vk est un sous-espacede dimension �nie de H 1(
). Il est engendr�e par les fonctions continues,
polynomiales par t�etra�edre ( vi ) i = 1 ; N telles que vi (M j ) = � ij . Pour tout i , vi a pour support les
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t�etra�edresTl contenant M i . On introduit l'op�erateur d'in terpolation � k tel que :

� k : H 1(
) \ C0(
) ! Vk

u 7!
NX

I = 1

u( M i ) vi :

En�n, les Fq, q 2 f 1; :::; NF g d�esigneront les facesdu bord (qui sont destriangles).
Soit � k l'op�erateur d'in terpolation au bord :

� k : H 1=2(@
) \ C0(@
) ! Vk

u 7!
X

i 2 I@


u( M i ) vi :

Remarque 10.1 Pour pr�esenter les calculs, on choisit de ne pas passer par les �el�ements �nis de
r�ef�erence car on ne fait que du P1 ou du P2. Ces �el�ements sont pr�esent�es dans la section 15.3 de
la partie IV.

10.2 �Electrostatique : discr �etisation

10.2.1 Le Laplacien avec CL de Diric hlet

Nous allons discr�etiser (8.11), qui donne une solution faible de (8.10). Il s'agit d'un probl�eme
de Dirichlet homog�ene,nousallons donc introduire V 0

k le sous-espacede H 1
0(
), de dimensionN
 :

V0
k : = Vk \ H 1

0(
) = f uh 2 Vk : uh j @
 = 0g:

Les ( vi ) i 2 I 
 forment une basede V0
k . Soit � 0

k l'op�erateur d'in terpolation associ�e �a cet espace:

� 0
k : H 1

0(
) \ C0(
) ! V0
k

u 7!
X

i 2 I 


u( M i ) vi :
(10.2)

Soit � 0 ; h 2 V0
k l'approximation de � 0, telle que : � 0 ; h =

X

j 2 I 


� 0 ; h(M j ) vj .

La formulation variationnelle (8.11) discr�etis�eedans V 0
k s'�ecrit :

Trouver � 0 ; h 2 V0
k tel que :

8 i 2 I ! , ( grad � 0 ; h ; grad vi )0 =
Z



gvi d
 ; (10.3)

o�u : � 0 ; h =
X

j 2 I !

� 0 ; h( M j ) vj .

Ce probl�eme lin�eaire est de dimension RN 
 . Il est r�esolu en pratique dans RN : on proc�ede par
pseudo-�elimination desdegr�esde lib ert�e li�esau bord @
, en modi�an t le syst�emelin�eaire (10.3) de
la fa�con suivante :
Trouver � 0 ; h 2 Vk tel que :

8 i 2 I 
 , ( grad � 0 ; h ; grad vi )0 =
Z



gvi d
 ;

8 i 2 I@
 , � 0 ; h(M i ) = 0:
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Nous allons exprimer ce probl�emelin�eaire sousforme matricielle.
Le secondmembre peut être calcul�e de 2 fa�cons:
- Si la fonction d'in terpolation gh : = � k ( g ) existe, on calcule le secondmembre par un produit
matrice-vecteur.
- Sinon, on construit directement le vecteur G 2 RN , de composantes :

Gi =
Z



gvi d
 si i 2 I 
 ;

= 0 si i 2 I@
 ;

Supposonsque gh existe. On �ecrit alors l' �equation (10.3) sousla forme :
Trouver � 0 ; h 2 V0

k tel que :

8 i 2 I 
 ,
X

j 2 I 


� 0 ; h( M j ) ( grad vj ; grad vi )0 =
X

j 2 I 


g( M j ) ( vj ; vi )0; (10.4)

avec : ( grad vj ; grad vi )0 = ( @1vj ; @1vi )0 + ( @2vj ; @2vi )0 + ( @3vj ; @3vi )0.
Consid�eronsK 0 2 RN� N , appel�eematrice de raideur interne, la matrice d'�el�ements :

K i ; j
0 = ( grad vj ; grad vi )0 si i et j 2 I 
 ;

= � ij si i ou j 2 I@
 : (10.5)

8 i ; j , K i ; j
0 = K j ; i

0 : K0 est sym�etrique. Par ailleurs, K 0 est form�eede 2 sous-blocs :

K0 =

0

@
K 
 0

0 I@


1

A ;

o�u K 
 2 RN 
 � N 
 est telle que: 8i ; j 2 I 
 , K i ; j

 = K i ; j

0 ; et I@
 2 RN@
 � N@
 est la matrice identit �e.
On remarqueque pour i ; j 2 I 
 , si M i et M j n'appartiennent pas �a un mêmet�etra�edre, l' �el�ement
K i ; j

0 nul : la matrice est donc creuse.LorsqueM i et M j appartiennent �a un mêmet�etra�edre, on a :

K i ; j
0 =

X

Tl j M i ; M j 2T l

Z

Tl

( @1vj @1vi + @2vj @2vi + @3vj @3vi ) d
 :

Consid�erons la matrice M 0 2 RN� N , appel�eematrice de masseinterne, la matrice �el�ements :

M i ; j
0 = ( vj ; vi )0 si i 2 I 
 ; 8 j 2 I ;

= 0 si i 2 I@
 ; 8 j 2 I : (10.6)

M0 est form�eede deux sous-blocs :

M0 =

0

@
M 
 M 
 ;@


0 0

1

A ;

o�u M 
 2; RN 
 � N 
 et M 
 ;@
 2; RN 
 � N@
 . On remarque que le sous-bloc M 
 est sym�etrique. De
mêmeque pour K 0, lorsqueM i et M j n'appartiennent pas �a un mêmetriangle, l' �el�ement M i ; j

0 est
nul : M0 est une matrice creuse.Comme pr�ec�edemment, 8 i 2 I 
 ; 8 j 2 I,

M i ; j
0 =

X

Tl j M i ; M j 2T l

Z

Tl

vj vi d
 :
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Supposonsque � kg existe. Soit g 2 RN tel que : g = ( g ( M 1 ) ; : : : ; g ( M N ) )T .
Posons�

0
2 RN tel que �

0
= ( � 0 ; h( M 1 ) ; :::; � 0 ; h( M N 
 ) ; 0; :::; 0)T .

On peut alors �ecrire le probl�eme(10.4) sousla forme matricielle suivante :

K0 �
0

= M0 g:

10.2.2 D�eriv ation du champ �electrique

Une fois que l'on a �evalu�e � 0 ; h , il faut calculer Eh , l'approximation de E, composante par
composante. Pour cela, il faut calculer grad � D ; h . � 0 ; h est Pk-continu, donc par d�erivation, Eh 2
(Pk� 1)3-discontinu. Par exemple, si on a utilis �e les �el�ements �nis P1 pour calculer le potentiel
�electrostatique,ceux-cisont continus, a�nes par traingles. Ainsi, le champ Eh calcul�e est discontinu,
constant par triangle. On a :

Eh = � grad � 0 ; h , avec � 0 ; h approximation de � 0, solution de 10.4: (10.7)

Pour avoir une repr�esentation continue de Eh , on utilise une projection ( Pk� 1 )3-( Pk )3 [6, 63],
c'est-�a-dire qu'au lieu de calculer directement les d�eriv�eesdu potentiel, on r�esout :

( Eh ; vi e� )0 = � ( grad � 0 ; h ; vi e� )0 ; 8i 2 I ; 8� 2 f 1; 2; 3g: (10.8)

Soit G0 2 (R3� 1)N� N la matrice telle que : 8i ; j 2 I,

Gi ; j
0 =

0

@
( vi ; @1vj )0

( vi ; @2vj )0

( vi ; @3vj )0

1

A :

Soit E la repr�esentation de Eh suivante (voir la section 10.3 suivante) :

E = (Eh;1(M 1) ; Eh;2(M 1) ; Eh;3(M 1) ; :::; Eh;1(M N) ; Eh;2(M N) ; Eh;3(M N ) )T :

On a alors :

E = � G0 �
0

: (10.9)

10.3 M �etho de avec CL naturelles : discr �etisation

XE \ H 1(
) est densedans XE [40, 51]. On d�e�nit alors une discr�etisation de XE \ H 1(
) a�n
de r�esoudrelesprobl�emespos�esdans la section8.3 �a l'aide des�el�ements �nis continus de Lagrange
Pk . Une bonne d�e�nition de cet espacediscr�etis�e est, a priori, l'espaceX k :

Xk = f vh 2 C0(
) 3 j vh j Tl
2 Pk(Tl )3 ; 8 l 2 f 1; : : : ; L gg:

Par construction, Xk � H 1(
). Lorsque k = 1, les fonctions v h de Xk sont telles que : vhjT l
=

ajT l
+ b jT l

(x), o�u aj Tl
2 R3 ; et b j Tl

(x) est une application lin�eaire de R3 dans R3. On peut donc
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consid�erer commeespaced'approximation de XE \ H 1(
) l'espace: Xk = ( Vk )3, pour lequel deux
approximations sont possibles:
� D'une part, on peut consid�erer Xk commeun espacede dimension �nie 3N sur R.
Soit ( e1 ; e2 ; e3 )T une baseorthonormale directe de R3. Les ( vi e� ) i 2 f 1 ;:::; N g ; � 2 f 1 ; 2 ; 3 g forment
une basede Xk , ce qui va nous permettre de discr�etiser la formulation variationnelle (8.12). On
cherche Eh , l'approximation de E sousla forme :

Eh =
X

j 2 I

3X

� =1

Eh ; � ( M j ) vj e� :

� D'autre part, on peut consid�erer Xk commeun espacede dimension�nie N sur R3, cequi consiste
�a chercher les N valeurs physiques de Eh aux points de la discr�etisation, c'est-�a-dire :

Eh =
X

j 2 I

Eh( M j ) vj ;

avec Eh(M j ) 2 R3. Bien sûr, on a : Eh ( M j ) = Eh;1( M j ) e1 + Eh;2( M j ) e2 + Eh;3( M j ) e3 pour
tout j , et les deux choix d'approximation co•�ncident.

En pratique, on utilise la premi�ere repr�esentation, qui consiste�a consid�erer des inconnuessca-
laires. Nous allons la d�etailler dans ce qui suit.

La formulation variationnelle (8.12) discr�etis�eedans Xk s'�ecrit :
Trouver Eh 2 Xk tel que :

8 i 2 I ; 8� 2 f 1; 2; 3g; ( Eh ; v i ; � )XE = L E ( v i ; � ) : (10.10)

En d�ecomposant Eh selon la basecanoniquede Xk dans (10.10) on obtient :

8 i 2 I ; 8 � 2 f 1; 2; 3g;
X

j 2 I

3X

� =1

Eh ; � ( M j ) ( v j ; � ; v i ; � )XE = L E( v i ; � ) :

Soit AE 2 ( R3� 3 )N� N la matrice ainsi construite, d�e�nie par les sous-blocs A i ; j
E 2 R3� 3 tels que :

A i ; j
E =

0

B
B
B
B
@

( vj e1 ; vi e1 )XE ( vj e2 ; vi e1 )XE ( vj e3 ; vi e1 )XE

( vj e1 ; vi e2 )XE ( vj e2 ; vi e2 )XE ( vj e3 ; vi e2 )XE

( vj e1 ; vi e3 )XE ( vj e2 ; vi e3 )XE ( vj e3 ; vi e3 )XE

1

C
C
C
C
A

:

Cessous-blocs agissent sur les vecteursde R3 suivants : Eh( M j ) =

0

@
Eh;1( M j )
Eh;2( M j )
Eh;3( M j )

1

A .

Par soucisde consistance,on appelle L 2 ( R3 )N le vecteur compos�e desvaleurs L E( vi v � ), i 2 I,
� 2 f 1; 2; 3g :

L = ( L E( v1 e1 ) ; L E( v1 e2 ) ; L E( v1 e3 ) ; :::; L E( vN e1 ) ; L E( vN e2 ) ; L E( vN e3 ) )T :

Selonla mêmeid�ee,posons:

E = ( Eh;1( M 1 ) ; Eh;2( M 1 ) ; Eh;3( M 1 ) ; :::; Eh;1( M N ) ; Eh;2( M N ) ; Eh;3( M N ) )T 2 ( R3 )N :

On a aussiE =

0

B
@

Eh( M 1 )
...

Eh( M N )

1

C
A 2 ( R3 )N . Le probl�eme(10.10) s'�ecrit alors : AE E = L.
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Remarque 10.2 Dans les sections 10.4 et 10.5, on utilisera une autre base de d�ecomposition de
Xk car il faudra alors �eliminer explicitement les valeurs tangentielles.

Nous allons �etudier les composantes de AE et L.

D�ecomposonsAE en 3 matrices : AE = Div + Rot + B, avec 8 i ; j 2 I :

Div i ; j =

0

B
B
B
B
@

( div (vj e1) ; div (vi e1) )0 ( div (vj e2) ; div (vi e1) )0 ( div (vj e3) ; div (vi e1) )0

( div (vj e1) ; div (vi e2) )0 ( div (vj e2) ; div (vi e2) )0 ( div (vj e3) ; div (vi e2) )0

( div (vj e1) ; div (vi e3) )0 ( div (vj e2) ; div (vi e3) )0 ( div (vj e3) ; div (vi e3) )0

1

C
C
C
C
A

;

Roti ; j =

0

B
B
B
B
@

( rot (vj e1) ; rot (vi e1) )0 ( rot (vj e2) ; rot (vi e1) )0 ( rot (vj e3) ; rot (vi e1) )0

( rot (vj e1) ; rot (vi e2) )0 ( rot (vj e2) ; rot (vi e2) )0 ( rot (vj e3) ; rot (vi e2) )0

( rot (vj e1) ; rot (vi e3) )0 ( rot (vj e2) ; rot (vi e3) )0 ( rot (vj e3) ; rot (vi e3) )0

1

C
C
C
C
A

;

Bi ; j =

0

B
B
B
B
@

( vj e1 ; T ; vi e1 ; T )0 ; @
 ( vj e2 ; T ; vi e1 ; T )0 ; @
 ( vj e3 ; T ; vi e1 ; T )0 ; @


( vj e1 ; T ; vi e2 ; T )0 ; @
 ( vj e2 ; T ; vi e2 ; T )0 ; @
 ( vj e3 ; T ; vi e2 ; T )0 ; @


( vj e1 ; T ; vi e3 ; T )0 ; @
 ( vj e2 ; T ; vi e3 ; T )0 ; @
 ( vj e3 ; T ; vi e3 ; T )0 ; @


1

C
C
C
C
A

:

Par calcul, on remarqueque :

( v i ; � � � ) : ( v j ; � � � ) = vi vj ( � �� � � � � � ) :

La matrice B s'�ecrit alors :

Bi ; j =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

Z

@

(1 � � 2

1) vj vi d� �
Z

@

� 1 � 2 vj vi d� �

Z

@

� 1 � 3 vj vi d�

�
Z

@

� 1 � 2 vj vi d�

Z

@

(1 � � 2

2)vj vi d� �
Z

@

� 2 � 3 vj vi d�

�
Z

@

� 1 � 3 vj vi d� �

Z

@

� 2 � 3 vj vi d�

Z

@

(1 � � 2

3) vj vi d�

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

; 8 i ; j 2 I@
 ;

= 0 sinon :

Notons que : Bi ; j = Bj ; i . B est donc sym�etrique par blocs 3 � 3.
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10.3.1 Matrice de raideur in terne

Les sous-blocs Div i ; j et Rot i ; j sont non nuls seulement si M i et M j sont les sommets d'un
mêmet�etra�edre. D'o�u : 8 i ; j 2 I,

Div i ; j =
X

Tl j M i ; M j 2T l

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

Z

Tl

@1vj @1vi d

Z

Tl

@2vj @1vi d

Z

Tl

@3vj @1vi d


Z

Tl

@1vj @2vi d

Z

Tl

@2vj @2vi d

Z

Tl

@3vj @2vi d


Z

Tl

@1vj @3vi d

Z

Tl

@2vj @3vi d

Z

Tl

@3vj @3vi d


1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

;

et

Rot i ; j =
X

Tl j M i ; M j 2T l

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

c2 ; 3
i ; j �

Z

Tl

@1vj @2vi d
 �
Z

Tl

@1vj @3vi d


�
Z

Tl

@2vj @1vi d
 c1 ; 3
i ; j �

Z

Tl

@2vj @3vi d


�
Z

Tl

@3vj @1vi d
 �
Z

Tl

@3vj @2vi d
 c1 ; 2
i ; j

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

;

avec 8 � ; � 2 f 1; 2; 3g, c� ; �
i ; j =

Z

Tl

( @� vj @� vi + @� vj @� vi ) d
.

Notons que la sommede cesdeux blocs est telle :

( Rot + Div ) i ; j =
X

Tl j M i ; M j 2T l

0

@
ci ; j ai ; j bi ; j

� ai ; j ci ; j di ; j

� bi ; j � di ; j ci ; j

1

A ;

avec :

ai ; j =
Z



( @2vj @1vi � @1vj @2vi ) d


ci ; j =
Z



( grad vi ; grad vj ) d


bi ; j =
Z



( @3vj @1vi � @1vj @3vi ) d


di ; j =
Z



( @3vj @2vi � @2vj @3vi ) d
 :

Rot + Div est donc anti-sym�etrique par blocs 3 � 3.

10.3.2 Matrice de masse du bord

Le bloc Bi ; j est non nul seulement si M i et M j sont les sommetsd'une mêmefacedu bord @
.
On a donc : 8 i ou j 62I@
 , Bi ; j = 0 et :
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8 i ; j 2 I@
 ,

Bi ; j =
X

Fq j M i ; M j 2 Fq

Z

Fq

vj vi d�

0

B
B
B
B
@

1 � � 2
q ; 1 � � q; 1 � q ; 2 � � q; 1 � q; 3

� � q; 1 � q; 2 1 � � 2
q ; 2 � � q; 2 � q; 3

� � q; 1 � q; 3 � � q; 2 � q ; 3 1 � � 2
q; 3

1

C
C
C
C
A

:

=
X

Fq j M i ; M j 2 Fq

 Z

Fq

vj vi d� ( I3 � � q : � T
q )

!

;

o�u I3 2 R3� 3 est la matrice identit �e de R3 et � q est le vecteur normal �a la faceFq.

10.3.3 Second membre

Le secondmembre peut-être calcul�e directement, �a l'aide de sch�emasd'in t�egration num�eriques,
ou aveclesfonctionsd'in terpolation gh := � k(g), fh := � k(f ) et eh = � k(e), �a condition qu'on puisse
d�e�nir leur valeur en chaque point de discr�etisation (voir la section 10.2). Nous allons d�evelopper
cette approche.Cecipermet d'�ecrire le secondmembre sousforme d'une sommedeproduits matrice-
vecteur, en utilisant g 2 RN , f 2 ( R3 )N et e 2 ( R3 )N :

g = ( gh( M 1 ) ; :::; gh( M N ) )T :

f = ( f h ; 1( M 1 ) ; f h ; 2( M 1 ) ; f h ; 3( M 1 ) ; :::; f h ; 1( M N ) ; f h ; 2( M N ) ; f h ; 3( M N ) )T :

e = ( 0; :::; 0; eh ; 1( M N@
 ) ; eh ; 2( M N@
 ) ; eh ; 3( M N@
 ) ; :::; eh ; 1( M N ) ; eh ; 2( M N ) ; eh ; 3( M N ) )T

Soit Lg 2 ( R3 )N� N la matrice form�eedesN � N sous-blocs (L g) i ; j 2 R3 tels que :

8 i ; j 2 I ; L i ; j
g =

X

Tl j M i ; M j 2T l

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

Z

Tl

vj @1vi d


Z

Tl

vj @2vi d


Z

Tl

vj @3vi d


1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

:

De même,on consid�ere L f 2 (R3� 3
)N� N la matrice form�ee des N � N sous-blocs L i ; j

f 2 R3� 3 tels
que :

8 i ; j 2 I ; L i ; j
f =

X

Tl j M i ; M j 2T l

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

0
Z

Tl

vj @3vi d
 �
Z

Tl

vj @2vi d


�
Z

Tl

vj @3vi d
 0
Z

Tl

vj @1vi d


Z

Tl

vj @2vi d
 �
Z

Tl

vj @1vi d
 0

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

:
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Posonsen�n L e 2 (R3� 3)N� N la matrice d�e�nie par les N � N sous-blocs :

L i ; j
e =

X

Fq j M i ; M j 2 Fq

Z

Fq

vj vi d� ( I3 � � q : � T
q ) ; si i et j 2 I@
 ;

= 0 sinon :

On peut donc calculer L sousla forme matricielle suivante : L = L g g + L f f + Le e. Pour approcher
le champ �electrique, on r�esout donc le syst�eme3N � 3N suivant :

AE E = Lg g + L f f + Le e;

avec : AE = Div + Rot + B:
(10.11)

10.4 M �etho de avec CL essentielles : discr �etisation

X 0
E \ H 1(
) est densedansX 0

E , seulement si 
 est convexe.Ainsi, la m�ethode d�ecrite ici converge
dansla caso�u 
 pr�esente dessingularit�esg�eom�etriquesseulement si lesdonn�eessont r�eguli�eres.Nous
la pr�esentons de fa�con �a expliciter l' �elimination descondisionsaux limites tangentielles, n�ecessaire
pour la dicsr�etisation de la m�ethode �a poids.

Soit Nc le nombre de sommets du domaine poly�edrique 
. Chaque sommet est un point de
discr�etisation du bord, quelquesoit le maillage consid�er�e. On appelle C l'ensemble de cessommets.
Soit Na le nombre de points de discr�etisation du bord se trouvant sur une arête de @
 et n'�etant
pas un coin. On appelle A l'ensemble de cessommets.On poseN f = N@
 � Nc � Na, le nombre
de points de discr�etisation du bord qui ne trouvent pas sur des arêtes. On ordonne les points du
bord @
 de la fa�con suivante :
- 8 i 2 I f , M i 2 @
 n( C[ A ),
- 8 i 2 Ia, M i 2 A ,
- 8 i 2 Ic, M i 2 C,
o�u on a d�ecompos�e I@
 en : I f = f N
 + 1; :::; N
 + Nf g, Ia = f N
 + Nf + 1; :::; N
 + Nf + Na g
et Ic = f N � Nc + 1; :::; N g.
On remarqueque : N
 + Nf + Na + Nc = N.

On consid�erecommeespacede discr�etisation de X 0 ; R
E le sous-espacede Xk , conformedansX 0

E :

X 0 ; R
E ; k =

�
v 2 Xk j v � � j @
 = 0 sur @


	
:

Par construction, X 0 ; R
E ; k � H 1(
).La discr�etisation de (8.14) se fait de la mêmefa�con que celle de

(8.12), mais il faut prendre en compte la condition aux limites tangentielle dans les matrices Div
et Rot, et dans les termes du secondmembre.

10.4.1 �Elimination des conditions aux limites essentielles

Propri �et �e 10.3 L'espace X 0 ; R
E ; k est de dimension �nie 3N � 2Nf � 3Na � 3Nc.
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D�emonstra tion. Soit u 2 X 0 ; R
E ; k . Comme X 0 ; R

E ; k est un sous-espacede XE ; k , il est de dimension

inf�erieure ou �egale�a 3N et on peut �ecrire u =
NX

i =1

3X

� =1

u� ( M i ) v i ; � .

� Consid�eronsun point M i , i 2 Ia, se trouvant sur l'ar ête Ak ; l (�gure 7.1, p. 153). On a :
8
<

:

u( M i ) : � k ; l = 0;
u( M i ) : � l = 0;
u( M i ) : � k = 0:

Comme les vecteurs � k ; l , � k et � l ne sont pas colin�eaires,on a n�ecessairement u( M i ) = 0. Ceci

�etant valablepour tous lespoints d'arêtes,on peut �ecrire : u =
X

i 2 InIa

3X

� =1

u� ( M i ) v i ; � . Pour chaque

vecteur de X 0 ; R
E ; k , nous �eliminons alors les trois degr�esde lib ert�e li�es �a chaquepoint d'arête. D'o�u :

dim( X 0 ; R
E ; k ) � 3N � 3Na.

� Consid�erons un coin M i , i 2 Ic. M i est l'in tersection d'au moins deux arêtes, d'o�u u(M i ) = 0.

Ceci �etant valable pour tous lescoins,on peut �ecrire : u =
N� Na � NcX

i =1

3X

� =1

u� ( M i ) v i ; � . Pour chaque

vecteur de X 0 ; R
E ; k , nous �eliminons alors les trois degr�es de lib ert�e li�es �a chaque coin. Il y en a Nc,

d'o�u : dim( X 0 ; R
E ; k ) � 3N � 3Na � 3Nc.

� Consid�eronsun point M i , i 2 I f , setrouvant sur la faceFk de 
. Commeu( M i ) � � j Fk
= 0, on

peut �ecrire u( M i ) j Fk
= u� ( M i ) � j Fk

. D'o�u : u =
N 
X

i =1

3X

� =1

u� ( M i ) v i ; � +
N 
 + N fX

i =1+N 


u� ( M i ) vi � i .

Notons qu'il n'y a pas d'ambigu•�t �e sur � ( M i ) lorsque i 2 I f car alors M i n'est ni sur une arête ni
sur un coin. Ainsi, pour chaque vecteur de X 0 ; R

E ; k , nous �eliminons deux degr�esde lib ert�e par point

du bord qui n'est pasni sur une arête ni sur un coin. D'o�u : dim( X 0 ; R
E ; k ) � 3N � 2Nf � 3Na � 3Nc.

Pour conclure, la famille B0 := ( v i ; � ) i 2 I ! ; � 2f 1;2;3g [ ( vi � i ) i 2 I f est contenue dans X 0 ; R
E ; k , d'o�u :

dim( X 0 ; R
E ; k ) � 3N � 2Nf � 3Na � 3Nc.

�

Nous avons donc montr �e la propri �et�e 10.3, et au passageque B 0 engendreX 0 ; R
E ; k . Par la suite,

on utilisera les notations suivantes : Iac = Ia [ Ic, et Nac = Na + Nc. Pour M i 2 I f , se trouvant
sur la faceFk , on appelera ( � 1

k ; � 2
k ) la basedu plan g�en�er�e par la faceFk , telle que ( � 1

k ; � 2
k ; � k )

soit une baseorthonorm�ee directe. On utilisera donc deux types de baselocale de R3 selon l'em-
placement de M i :
- 8 i 2 I 
 , M i 2 
, on travaille dans la basecanonique( e1 ; e2 ; e3 ),
- 8 i 2 I f , M i 2 @
 n(A [ C), on travaille dans la baselocale ( � 1

k ; � 2
k ; � k ),

- 8 i 2 Iac, M i 2 A [ C, a�n de lever l'ambigu•�t �e sur le vecteur normal, on travaille dans la base
canonique( e1 ; e2 ; e3 ).
On appelle B la basede Xk ainsi form�ee:

B = (v i ; � ) i 2 I 
 [ Iac ; � 2f 1 ; 2 ; 3 g [ (vi � 1
i ) i 2 I f [ (vi � 2

i ) i 2 I f [ (vi � i ) i 2 I f : (10.12)

Soit A 2 ( R3� 3 )N� N la d�ecomposition de la matrice Div + Rot dansB , qu'on �ecrit de la fa�con
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suivante :

A =

0

B
B
B
B
@

A 
 ; 
 A 
 ; f A 
 ; ac

Af ; 
 Af ; f Af ; ac

Aac ; 
 Aac ; f Aac ; ac

1

C
C
C
C
A

:

D�ecrivons les sous-matricesde A.

Les sous-blocs A i ; j 2 R3 tels que i et j 2 I 
 [ Iac sont d�e�nis dans la base ( e1 ; e2 ; e3 )T

et ont d�ej�a �et�e calcul�esdansle paragraphe10.3.1.Ils sont contenus danslessous-matricessuivantes :

- A 
 ; 
 = ( Div + Rot ) i 2 I 
 ; j 2 I 
 2 ( R3� 3 )N 
 � N 
 ;

- Aac ; ac = ( Div + Rot ) i 2 Iac ; j 2 Iac 2 ( R3� 3 )Nac � Nac ;

- A 
 ; ac = ( Div + Rot ) i 2 I 
 ; j 2 Iac 2 ( R3� 3 )N 
 � Nac ;

- Aac ; 
 = ( Div + Rot ) i 2 Iac ; j 2 I 
 2 ( R3� 3 )Nac � N 
 .

La sous-matriceA f ; f 2 ( R3� 3 )N f � N f est compos�eedesNf � Nf sous-blocs A i ; j
f ; f 2 R3� 3, tels

que : 8 i 2 I f , 8 j 2 I f :

A i ; j
f ; f =

0

B
B
B
B
B
@

( vj � 1
j ; vi � 1

i )X 0
E

( vj � 2
j ; vi � 1

i )X 0
E

( vj � j ; vi � 1
i )X 0

E

( vj � 1
j ; vi � 2

i )X 0
E

( vj � 2
j ; vi � 2

i )X 0
E

( vj � j ; vi � 2
i )X 0

E

( vj � 1
j ; vi � i )X 0

E
( vj � 2

j ; vi � i )X 0
E

( vj � j ; vi � i )X 0
E

1

C
C
C
C
C
A

:

Cessous-blocs agissent sur les vecteursde R3 d�ecompos�es dans la baselocale ( � 1
j ; � 2

j ; � j )T :

Eh( M j ) =

0

@
E� ;1( M j )
E� ;2( M j )
E� ( M j )

1

A , o�u E� ;� ( M j ) = Eh( M j ) : � �
j , � = 1; 2, et E� ( M j ) = Eh( M j ) : � j .

La sous-matriceA 
 ; f 2 ( R3� 3 )N 
 � N f est compos�eedesN
 � Nf sous-blocsde R3� 3 suivants :
8 i 2 I 
 , 8 j 2 I f ,

A i ; j

 ; f =

0

B
B
B
B
B
@

( vj � 1
j ; vi e1 )X 0

E
( vj � 2

j ; vi e1 )X 0
E

( vj � j ; vi e1 )X 0
E

( vj � 1
j ; vi e2 )X 0

E
( vj � 2

j ; vi e2 )X 0
E

( vj � j ; vi e2 )X 0
E

( vj � 1
j ; vi e3 )X 0

E
( vj � 2

j ; vi e3 )X 0
E

( vj � j ; vi e3 )X 0
E

1

C
C
C
C
C
A

:

Sym�etriquement, la sous-matriceA f ; 
 2 ( R3� 3 )N f � N 
 est telle que :
8 i 2 I f , 8 j 2 I 
 , A i ; j

f ; 
 = A j ; i

 ; f .

De même, la sous-matrice A f ; ac 2 ( R3� 3 )N f � Nac est compos�ee des Nf � Nac sous-blocs de
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R3� 3 suivants : 8 i 2 I f , 8 j 2 Iac,

A i ; j
f ; ac =

0

B
B
B
B
B
@

( vj e1 ; vi � 1
i )X 0

E
( vj e2 ; vi � 1

i )X 0
E

( vj e3 ; vi � 1
i )X 0

E

( vj e1 ; vi � 2
i )X 0

E
( vj e2 ; vi � 2

i )X 0
E

( vj e3 ; vi � 2
i )X 0

E

( vj e1 ; vi � i )X 0
E

( vj e2 ; vi � i )X 0
E

( vj e3 ; vi � i )X 0
E

1

C
C
C
C
C
A

;

et sym�etriquement, la sous-matriceAac ; f 2 ( R3� 3 )N f � N 
 est telle que :
8 i 2 I f , 8 j 2 I 
 , A i ; j

ac ; f = A j ; i
f ; ac.

Nous ne d�etaillerons pas les calculs des sous-matricesde A, car ils sont similaires aux calculs des
�el�ements de Rot et Div, expliqu�esdans le paragraphe10.3.1.
Soit F 2 Xk . A�n de d�e�nir le produit matrice-vecteur A F, o�u F est le vecteur de ( R3 )N associ�e
�a F , on d�ecomposeF dans B :

F =
X

j 2 I 
 [ Iac

3X

� =1

F� (M j ) v j ; � +
X

j 2 I f

�
F� ;1(M j ) vj � 1

j + F� ;2(M j ) vj � 2
j + F� (M j ) vj � j

�
;

o�u 8 i 2 I f , 8� 2 f 1; 2g, F� ;� (M j ) = F (M i ) : � �
i et F� (M j ) = F (M i ) : � i .

On consid�ere alors F = (F
 ; Ff ; Fac)
T le vecteur de R3N associ�e, dont les sous-composantes sont :

- F
 = (F1(M 1); F2(M 1); F3(M 1); :::; F1(M N 
 ); F2(M N 
 ); F3(M N 
 ))T 2 (R3)N 
 ,

- Ff = (F � ;1(M N 
 +1 ); F� ;2(M N 
 +1 ); F� (M N 
 +1 ); :::; F� ;1(M N� Nac ); F� ;2(M N� Nac ); F� (M N� Nac ))T 2 (R3)N f ,

- Fac = (F1(M N� Nac +1 ); F2(M N� Nac + 1); F3(M N� Nac +1 ); :::; F1(M N ); F2(M N ); F3(M N ))T 2 (R3)Nac .

Le produit matrice-vecteur A F est ainsi bien d�e�ni. Pour construire la matrice de la formulation
variationnelle (8.14) discr�etis�ee dans X 0 ; R

E ; k , on peut alors proc�eder �a l' �elimination des conditions
aux limites essentielles dans A. Cela correspond �a �eliminer d'une part les lignes et les colonnes
de A dont les �el�ements d�ependent de � 1;2 pour les sommetssitu�es �a l'in t�erieur des facesdu bord
(i 2 I f ) ; et d'autre part toutes les lignes et les colonnespour les sommetssitu�es sur les arêtes de
@
 (i 2 Iac). On appelle A0 la matrice ainsi obtenue.

Soit A 
 ; � 2 ( R3� 3 )N 
 � N f la matrice A 
 ; f dont on a �elimin�e les colonnesd�ependant de � 1;2 :
8 i 2 I 
 , 8 j 2 I f ,

A i ; j

 ; � =

0

B
B
B
B
B
@

0 0 ( vj � j ; vi e1 )X 0
E

0 0 ( vj � j ; vi e2 )X 0
E

0 0 ( vj � j ; vi e3 )X 0
E

1

C
C
C
C
C
A

:

Sym�etriquement, A � ; 
 2 ( R3� 3 )N f � N 
 est la matrice A f ; 
 dont on a �elimin�e les lignes qui
d�ependent de � 1;2 : A i ; j

� ; 
 = A j ; i

 ; � .

On consid�ere A � ; � la matrice A f ; f dont on a �elimin�e les termes d�ependant de � 1;2, sauf les
termes diagonaux, pour lesquelson a impos�e la valeur 1 :

A i ; j
� ; � =

0

@
� ij 0 0
0 � ij 0
0 0 ( vj � j ; vi � i )X 0

E

1

A :
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En e�et, A f ; f correspond �a un bloc diagonalde A. En imposant la valeur 1 sur lestermesdiagonaux
�elimin�es,on s'assureque la matrice ainsi modi� �eesoit inversible.

On en d�eduit que la structure par blocs de la matrice A0 2 ( R3� 3 )N� N est la suivante :

A0 =

0

B
B
B
B
@

A 
 ; 
 A 
 ; � 0

A � ; 
 A � ; � 0

0 0 Iac ; ac

1

C
C
C
C
A

;

o�u Iac ; ac est la matrice identit �e de ( R3� 3 )Nac � Nac .

Prop osition 10.4 La matrice A0 est inversible.

D�emonstra tion. Les sous-blocs diagonaux de A ! ; ! et A � ; � sont strictement positifs. On a :

A i ; i

 ; 
 =

0

@
jj grad vi jj2

0 0 0
0 jj grad vi jj2

0 0
0 0 jj grad vi jj2

0

1

A ; et A i ; i
� ; � =

0

@
1 0 0
0 1 0
0 0 jj grad vi jj2

0

1

A :

Le sous-bloc diagonal I ac ; ac garantit donc l'in versibilit �e de A0.
�

10.4.2 Champ �electrique

Tout se passecomme dans le cas bidimensionnel (voir la section 4.7 et le paragraphe 4.7.1),
aussinous nous contentons de donner les �el�ements matriciels, sansd�etailler la discr�etisation.

Le probl�emevariationnel (8.14) discr�etis�e dans X 0 ; R
E ; k s'�ecrit :

Trouver E0
h 2 X 0 ; R

E ; k tel que :

8 i 2 I 
 ; 8 � 2 f 1; 2; 3g; ( E0
h ; vi e� )X 0

E
= L 0( vi e� ) � ( Er ; vi e� )X 0

E
;

8 i 2 I f ; ( E0
h ; vi � i )X 0

E
= L 0( vi � i ) � ( Er ; vi � i )X 0

E
:

En regroupant E0
h et Er , on peut r�e�ecrire ces�equationssousla forme :

Trouver Eh 2 Xk tel que :

8 i 2 I 
 ; 8 � 2 f 1; 2; 3g; ( Eh ; v i ; � )X 0
E

= L 0( v i ; � ) ;
8 i 2 I f ; ( Eh ; vi � i )X 0

E
= L 0( vi � i ) ;

8 i 2 I f ; Eh ( M i ) � � i = e ( M i ) � � i ;
8 i 2 Iac ; Eh ( M i ) = e ( M i ) :

(10.13)

La derni�ere �egalit�e a lieu au sens du paragraphe 4.8.2 de la partie I I, et est d�etaill�ee dans le
paragraphe10.4.3.

Soit E = ( E
 ; Ef ; Eac )T le vecteur de R3N associ�e dont les composantes sont �egales�a celles
de Eh dans B . Consid�erons le rel�evement discret suivant : Er = ( Z
 ; E� ; Eac )T , o�u :

- Z
 est le vecteur nul de ( R3 )N 
 ;

- Er
� = (e(M N 
 +1 ):� 1

N 
 +1 ; e(M N 
 +1 ):� 2
N 
 +1 ; 0; :::; e(M N 
 +N f ):� 1

N 
 +N f
; e(M N 
 +N f ):� 2

N 
 � N f
; 0)T 2
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(R3)N f , est le vecteur contenant les valeurs descomposantes tangentielles de Eh sur @
 n(A [ C) ;

- Er
ac = (e1(M N 
 +N f +1 ); e2(M N 
 +N f +1 ); e3(M N 
 +N f +1 ); :::; e1(M N); e2(M N ); e3( M N ))T 2 (R3)Nac

est le vecteur contenant les valeurs descomposantes de e sur les arêteset aux coins du maillage.
Soit A � ; f 2 ( R3� 3 )N f � N f la matrice A f ; f dont on a �elimin�e les lignes d�ependant de � 1;2 :

8 i ; j 2 I f ,

A i ; j
� ; f =

0

B
B
B
B
@

0 0 0

0 0 0

( vj � 1
j ; vi � i )X 0

E
( vj � 2

j ; vi � i )X 0
E

( vj � j ; vi � i )X 0
E

1

C
C
C
C
A

:

Soit A � ; ac 2 ( R3� 3 )N f � Nac , la matrice A f ; ac dont on a �elimin�e les lignes d�ependant de � 1;2 :
8 i 2 I f , 8 j 2 Iac,

A i ; j
� ; ac =

0

B
B
B
B
@

0 0 0

0 0 0

( vj e1 ; vi � i )X 0
E

( vj e2 ; vi � i )X 0
E

( vj e3 ; vi � i )X 0
E

1

C
C
C
C
A

:

Soit L
 2 ( R3 )N 
 la restriction de L aux i 2 I 
 , et L� 2 ( R3 )N f le vecteur tel que :

L� = ( 0; 0; L 0( vN 
 +1 � N 
 +1 ) ; :::; 0; 0; L 0( vN 
 +N f � N 
 +N f ) ):

Soit Ar 2 ( R3� 3 )N� N la matrice d�e�nie ainsi :

Ar =

0

B
B
B
B
@

0 A 
 ; f A 
 ; ac

0 A � ; f A � ; ac

0 0 � Iac ; ac

1

C
C
C
C
A

:

PosonsL0 = ( L
 ; L� ; Zac )T 2 ( R3 )N , o�u Zac est le vecteur nul de ( R3 )Nac . On montre de la
mêmefa�con que dans le paragraphe4.7.1 que les �equations (10.13) se r�e�ecrivent sousla forme du
syst�emematriciel suivant :

A0 E = L0 � Ar Er :

Le calcul de L0 est similaire �a celui de L, e�ectu �e dans le paragraphe 10.3.3. Une fois que E est
calcul�e, on peut �ecrire l'approximation calcul�ee sur l'in t�erieur des facesdu bord, Ef dans la base
canonique( e1 ; e2 ; e3).
Pour cela, �a chaque point M i , i 2 I f , on associe Of ;i 2 R3� 3, la matrice de changement de base
telle que :

Of ;i =

0

B
B
B
B
@

� 1
1 (M i ) � 2

1 (M i ) � 1(M i )

� 1
2 (M i ) � 2

2 (M i ) � 2(M i )

� 1
3 (M i ) � 2

3 (M i ) � 3(M i )

1

C
C
C
C
A

;
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avec � 1 =
3X

� =1

� 1
� e� et � 2 =

3X

� =1

� 2
� e� . Soit Of 2 ( R3 )N f � N f la matrice diagonalepar bloc d�e�nie

par :

Of =

0

B
@

Of ;N 
 + 1 0 0

0
. . . 0

0 0 Of ;N � Nac

1

C
A :

Le vecteur correspondant aux composantes dans la base( e1 ; e2 ; e3)T s'�ecrit alors : Of Ef .

Remarque 10.5 Comme dans le cas bidimensionel, en pratique, on cr�ee la matrice et le second
membre dans la basecart�esiennecompl�ete, et on proc�ede�a une �elimination a posteriori, en faisant
un changementde base avant l' �elimination, et un autre apr�es pour revenir au syst�eme cart�esien.
Peu importe la base(� 1 ; � 2)T du bord choisie.

10.4.3 Rel �evement de la CL

Comme en 2D, il n'est pas n�ecessairede calculer un rel�evement explicite de e pour calculer Eh .
Nous d�etaillons ici comment d�eterminer Er

ac dans le caso�u @
 = � A [ � C (voir section 8.1). Pour
lespoints M i qui setrouvent sur lesarêtesou lescoinsde � C , on a toujours (Er

ac) i = (0; 0; 0)T . En
pratique, � A est un plan, et les points qui sont sur la fronti �ere � A \ � C sont g�eom�etriquement soit
desarêtes,soit descoins(voir par exemplela �gure 2.3 de la partie I). On lesconsid�erecomme�etant
despoints de � C . Prenons M i 2 � A \ � C . Si M i est g�eom�etriquement sur une arête, alors i 2 I f :
M i est interpr�et�e comme�etant un point d'une facede � C . Si M i est g�eom�etriquement un coin, alors
i 2 Ia : M i est interpr�et�e comme�etant un point d'une arête de � C , d'o�u : (Er

ac) i = (0; 0; 0)T .

10.5 R�egularisation �a poids : discr �etisation

Pour lesvaleursde 
 ad hoc, X 0
E ; 
 \ H 1(
) est densedansX 0

E ; 
 , on peut donc consid�erer comme

espaced'approximation de X 0
E ; 
 l'espace: X 0 ; R

E ; k , d�ecrit dans le paragraphe10.4.2.La formulation
variationnelle (8.17) s'�ecrit :
Trouver E0


 ; h 2 X 0 ; R
E ; k tel que :

8 i 2 I 
 , 8 � 2 f 1; 2g ( E0
h ; vi e� )X 0

E ; 

= L 
 ( vi e� ) � ( Er ; vi e� )X 0

E ; 

,

8 i 2 I f , ( E0
h ; vi � i )X 0

E ; 

= L 
 ( vi � i ) � ( Er ; vi � i )X 0

E ; 

:

(10.14)

Pour exprimer ces�equations sousforme matricielle, on proc�ede de la même fa�con que dans le
paragraphe 10.4.2 par pseudo-�elimination des degr�es de lib ert�e connus. Soit A 0 ; 
 (resp. Ar ; 
 ) la
matrice obtenue en rempla�cant l'op�erateur A 0 par A 
 dans A0 (resp. Ar ). On seram�eneau calcul
direct de E
 ; h = E0


 ; h + Er
h , avec commerel�evement discret de la condition tangentielle au bord

e le vecteur Er . On construit le vecteur L
 de la mêmefa�con que L0, en rempla�cant l'op�erateur L 0

par L 
 . Il s'agit alors de r�esoudrele syst�emelin�eaire :

A 
 E
 = L
 + Ar ; 
 Er :

Il faut construire la matrice Div 
 , qui correspond au produit scalaire dans L 2

 (
) des divergences

desvecteursde la baseB0. Cette construction est similaire �a la construction de Div. On utilise un
sch�ema d'in t�egration num�erique �a quinze points (voir le paragraphe15.3.5), partie IV).
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Remarque 10.6 D'apr �es A. Bu�a et al. [31, 32], le champ �electrique est moins singulier dans
la direction des arêtes rentrantes qu'orthogonalement �a ces directions. Ainsi, on peut imaginer
d'utiliser des�el�ements�nis anisotropes, c'est-�a-dire qu'en dehorsd'un voisinagedescoins rentrants,
les arêtes des t�etra�edres parall�eles aux arêtes de 
 sont plus longuesque les autres. En pratique,
cela permet de r�eduire le nombre de points de discr�etisation. Dans [32], les auteurs �etudient la
convergence des�el�ements �nis d'arêtes sur un mail lage anisotrope pour le probl�eme harmonique.

10.6 Cas prismatique : discr �etisation

Dans le caso�u 
 = ! � ]0; L [, (avec ! polygonede R2 et L > 0) est un prisme droit, nousavons
vu dans la section 8.6 qu'on pouvait r�e�ecrire le probl�emesousforme d'un suite de probl�emespos�es
dans ! . Les syst�emesd'�equations obtenus sont d�ecoupl�es en :
- ( ( bE0 ; k ; ck ) ; E0;k

z ) si on traite le probl�emeavec desconditions aux limites essentielles partout,
ou en :
- ( ( bEk ; ck

A ) ; E0;k
z ), si on traite le probl�emeavec desconditions aux limites essentielles seulement

sur 
 C pour la partie longitudinale du champ.
On seram�enealorspour chaquek 2 N �a la r�esolutiond'un syst�emematriciel issud'une discr�etisation
dansX 0 ; R

E ; k et d'un syst�emematriciel issud'une discr�etisation dansV 0
k(! ). Nous ne d�etaillerons pas

la formation desmatrices de discr�etisation desformulations variationnelles, puisque cela a �et�e fait
dans le chapitre 4 de partie I I, qui traite le probl�emebidimensionnel.Nous reprenonsles notations
relatives �a cette partie. Rappelons que le nombre de coins rentrants du probl�eme bidimensionnel
est �egal au nombre d'arêtesrentrantes du probl�emetridimensionnel.

10.6.1 Champ �electrique transv erse : CL essentielles

Dans ce paragraphe, on s'int�eresse�a la discr�etisation de la formulation variationnelle (8.26)-
(8.27) dans X 0 ; R

E ; k . On introduit de nouvelles matrices de ( R2� 2 )N� N et de nouveaux vecteurs de
( R2 )N , obtenus par discr�etisation (8.26)-(8.27) dans la baseB de R2 (d�e�nie en (4.40), partie I I,
section 4.7).
Soit M0 2 ( R2� 2 )N� N la matrice de massede l'espaceX 0 ; R

E ; k . Cette matrice se forme comme la
matrice A0 du probl�emebidimensionnel,en rempla�cant le produit scalairedans X 0

E : A 0 ( : ; : ) par
le produit L 2(! ) : ( : ; : )0 ; ! . On poserade mêmeM r 2 ( R2� 2 )N� N la matrice de masseappliqu�ee
au rel�evement discret, de la mêmeforme que A r .

On appelle alors Ak
0 = A0 +

k2 � 2

L 2 M0, la matrice dont les coe�cien ts correspondent aux produits

scalairesA k
0( : ; : ) dans la baseB0. De même,Ak

r = Ar +
k2 � 2

L 2 M r . ek d�esignerala repr�esentation

de ek
h d�ecompos�e dans la baseB .

Soit L k 2 ( R1� 2 )Nar � N , la matrice repr�esentant les valeurs de A k
0 ( : ; xS

l ; h ) dans la base B0 :
8 l 2 f 1; :::; Nar g,

L l ; j
k =

�
A k

0 ( vj e1 ; xS
l ; h ) A k

0 ( vj e2 ; xS
l ; h )

�
; 8 j 2 I ! ;

=
�

0 A k
0 ( vj � j ; xS

l ; h )
�

; 8 j 2 Ia ;

=
�

0 0
�

; 8 j 2 Ic :

Pour calculer cette matrice, il faut d'abord approcher les x S
l , comme c'est expliqu�e dans le

paragraphe4.9.2 de la partie I I.
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Soit Lk 2 ( R2 )N , le vecteur repr�esentant les valeurs approch�eesde L k
0 ( :) dans la baseB0 :

Li
k =

0

B
B
B
@

( gk
h ; @1vi )0;! � ( fk

z;h ; @2vi )0;! +
k �
L

( fk
y;h ; vi )0;!

( gk
h ; @2vi )0;! + ( fk

z;h ; @1vi )0;! �
k �
L

( fk
x;h ; vi )0;!

1

C
C
C
A

8 i 2 I ! ;

=

0

B
@

( gk
h ; @� vi )0;! � ( fk

z;h ; @� vi )0;!

( gk
h ; @� vi )0;! + ( fk

z;h ; @� vi )0;! �
k �
L

( f k
h : � i ; vi )0;!

1

C
A 8 i 2 Ia ;

=
�

0
0

�
8 i 2 Ic :

Soit Xk
h 2 RNar � Nar la matrice des produits : A k

0 ( xS
l ; h ; xS

m ; h ). Pour le calcul des coe�cien ts
diagonaux, le calcul de ( x S

l ; h ; xS
l ; h )0;! sed�ecomposede la mêmefa�con que pour le calcul des� l ; l ,

expliqu�e au paragraphe4.4.3. On a :
Z

! R l

j xP
l j2 d! = � � l R2� l

l .

Soit � k 2 RNar , le vecteur contenant les approximations des � k;j .

Soit bE
k

2 R2N la repr�esentation de bEk dans la baseB (4.40).
Les �equations (8.26)-(8.27) semettent alors sousla forme discr�etis�ee suivante :

Pout tout k 2 N, trouver bEk 2 ( R2 )N et ch;k 2 RNar tels que :

Ak
0

bE
k

+ LT
k ck

h = Lk � Ak
r ek ;

L k
bE

k
+ � Xk

h ck
h = � � k ;

(10.15)

Soit A
0k
0 =

�
Ak

0 LT
k

L k � Xk
h

�
2 R(2N+N cr )� (2N+N cr ) , et L

0k =
�

Lk � Ak
r ek

� � k

�
2 R(2N+N cr ) . Posons:

E
0k =

 
bE

k

ck
h

!

2 R(2N+N cr ) . Les �equations (10.15) semettent sousla forme suivante :

A
0k
0 E

0k = L
0k :

L'algorithme de r�esolution de (10.15) est le suivant :

- R�esoudre Ak
0 E0 = Lk � Ak

r ek ;

- R�esoudre ( L k (Ak
0)� 1 LT

k � � Xk
h ) ck

h = L k E0 � � � k ;

- R�esoudre Ak
0

bE
k

= Lk � Ak
r ek � LT

k ck
h := Ak

0 E0 � LT
k ck

h .

10.6.2 Champ �electrique transv erse : CL presque essentielles

Dans ce paragraphe, on s'int�eresse�a la discr�etisation de la formulation variationnelle (8.30)-
(8.31). Dans un premier temps, nous allons d�eterminer une base de X A ; R

E ; k l'espacediscr�etis�e de
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X A ; R
E par les �el�ements �nis de LagrangePk :

X A ; R
E ; k =

�
v 2 X k j v : � j 
 C

= 0 sur 
 C
	

: (10.16)

Par construction, X A ; R
E ; k 2 H 1(
) et est conforme dans X A ; R

E . On suppose pour simpli�er les
notations que 
 A ne contient pas de coin (en pratique, on choisit pour 
 A un plan).

Les coins appartenant �a 
 C \ 
 A sont maintenant consid�er�es comme des points des arêtes de

 C . On supposequ'il y en a NAC , indic�espar IAC . Il restedonc Nc � NAC coinset on a Na + NAC

points d'arêtes.On restreint l'ensemble d'indices I c �a Ic0 = IcnIAC , et on compl�ete alors l'ensemble
des indices Ia, en Ia [ IAC . Soit IA l'ensemble des indices des NA points du bord appartenant �a

 A . Pour cespoints, on ne proc�ederapas �a la pseudo-�elimination. On compl�ete alors l'ensemble des
indices I ! , en Io = I ! [ IA , et on restreint l'ensemble desindices Ia [ IAC �a Ia0 := (I anIA ) [ IAC . On
en d�eduit que X A ; R

E ; k est de dimension 2N � Na0 � 2Nc0.

Soit BA la basede X A ; R
E ; k :

BA := ( v i ; � ) i 2 Io ; � 2f 1;2g [ ( vi � i ) i 2 Ia0 : (10.17)

On reprend la structure par bloc d�etaill�ee dans le paragraphe4.7.1 de la partie I I, en rempla�cant
I ! par Io, Ia par Ia0 et Ic par Ic0. On reprend la construction de la matrice A0. Consid�erons:

AA =

0

B
B
B
B
@

Ao; o Ao; � 0

A � ; o A � ; � 0

0 0 Ic0 ; c0

1

C
C
C
C
A

avec :
- Ao ; o 2 ( R2� 2 )No � No , telle que : 8 ; j 2 Io :

A i ; j
o ; o =

0

B
@

( vj e1 ; vi e1 )X A
E

( vj e2 ; vi e1 )X A
E

( vj e1 ; vi e2 )X A
E

( vj e2 ; vi e2 )X A
E

1

C
A :

- A � ; � 2 ( R2� 2 )N f 0� N f 0, telle que : 8 ; j 2 I f 0 :

A i ; j
� ; � =

0

B
@

( vj � j ; vi � i )X A
E

( vj � j ; vi � i )X A
E

( vj � j ; vi � i )X A
E

( vj � j ; vi � j )X A
E

1

C
A :

- Ao ; � 2 ( R2� 2 )No � Na0, et A � ; o 2 ( R2� 2 )Na0� No telles que :
8 i 2 Io ; 8 j 2 Ia0,

A i ; j
o ; � =

0

B
@

0 ( vj � j ; vi e1 )X A
E

0 ( vj � j ; vi e2 )X A
E

1

C
A et A j ; i

� ; o =

0

@
0 0

( vi e1 ; vj � j )X A
E

( vi e2 ; vj � j )X A
E

1

A :
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Ic0;c0 �etant la matrice identit �e de (R2� 2)Nc0� Nc0.
Soit MA la matrice construite de la même fa�con, en rempla�cant le produit scalaire ( : ; : ) X A

E
par

le produit scalaire L 2(! ). La matrice Ak
A := AA +

k2 � 2

L 2 MA repr�esente alors le produit scalaire

A k
A ( : ; : ) dans la baseBA .

Soit LA;k 2 ( R2 )Nar � N , la matrice repr�esentant A k
A ( : ; xS

l ; h ) dans la baseBA . LA;k est telle que :
8 l 2 f 1; :::; Nar g,

L l ; i
A;k =

�
A k

A ( vi e1 ; xS
l ; h ) A k

A ( vi e2 ; xS
l ; h )

�
; 8 i 2 Io ;

=
�

0 A k
A ( vi � j ; xS

l ; h )
�

; 8 i 2 Ia0 ;

=
�

0 0
�

; 8 i 2 Ic0 :

Soit LA;k 2 ( R2 )N , le vecteur repr�esentant les approximations de L k
A ( : ) dans la baseBA , L k

A est
tel que :

Li
A;k =

0

@
( gk

h ; @1vi )0 ; ! � ( f k
h ; @2vi )0 ; !

( gk
h ; @2vi )0 ; ! + ( f k

h ; @1vi )0 ; !

1

A ; 8 i 2 I ! [ Ia0 ;

=

0

B
B
B
B
@

( gk
h ; @1vi )0 ; ! � ( f k

h ; @2vi )0 ; ! +
Z


 A

ek
h : � vi � 1 d� �

k �
L

Z


 A

ek
z;h vi � 2 d�

( gk
h ; @2vi )0 ; ! + ( f k

h ; @1vi )0 ; ! +
Z


 A

ek
h : � vi � 2 d� +

k �
L

Z


 A

ek
z;h vi � 1 d�

1

C
C
C
C
A

; 8 i 2 IA ;

=
�

0
0

�
; 8 i 2 Ic0 :

Soit Xk
A;h 2 ( R1� 2 )Nar � N , telle que : 8 l ; k 2 f 1; :::; Nar g,

� (Xk
A;h ) l ; m = A k

A ( xS
l ; h ; xS

m ; h ) :

Cette matrice secalcule de la mêmefa�con que Xh .
Soit � k

A 2 RNar , le vecteur contenant les approximations des� k;j
A .

Soit bE
k
A 2 R2N la repr�esentation de bEk dans la baseBA .

Les �equations (8.30)-(8.30) semettent alors sousla forme discr�etis�ee suivante :

Pout tout k 2 N, trouver bE
k
A 2 ( R2 )N et cAk 2 RN tels que :

Ak
A

bE
k
A + LT

A;k ck
A;h = Lk

A :

LA;k
bE

k
A + Xk

A;h ck
A;h = � � k

A :

(10.18)

Soit A
0k
A =

�
Ak

A LT
A;k

LA;k � Xk
A;h

�
2 R(2N+N cr )� (2N+N cr ) , et L

0k
A =

�
Lk � Ak

r ek

� � k

�
2 R(2N+N cr ) .
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Posons: E
0k
A =

 
bE

k
A

ck
A;h

!

2 R(2N+N cr ) . Les �equations (10.15) semettent sousla forme suivante :

A
0k
A E

0k
A = L

0k
A :

L'algorithme de r�esolution de (10.18) est le suivant :

- R�esoudre Ak
A EA = LA;k ;

- R�esoudre ( L A;k (Ak
A )� 1 LT

A;k � � Xk
A;h ) ck

A;h = LA;k EA � � � k
A ;

- R�esoudre Ak
A

bE
k
A = LA;k � LT

A;k ck
A;h := Ak

A EA � LT
A;k ck

A;h .

10.6.3 Champ �electrique longitudinal

Qu'on choisissede discr�etiser le probl�emeprismatique dansX 0
E ou dansX A

E , le champ �electrique
longitudinal satisfait la formulation variationnelle (8.28). Nous allons discr�etiser cette formulation
dans l'espaceV0

k (�equation (4.9), partie I I, paragraphe4.3.1).
On introduit les matrices et les vecteurssuivants :
Soit K k

D 2 RN� N la matrice repr�esentant le produit scalaire ak
D ( : ; : ) dans la base discr�ete de

V0
k(! ), telle que :

(K k
D ) i;j = ak

D ( vi ; vj ), si i et j 2 I ! ;
= � ij , si i ou j 2 I@!

Soit KP;k
D 2 RN� N telle que :

KP;k
D =

�
0 K k

! ; @!
0 � I@!

�
;

o�u I@! est la matrice identit �e de RN@! � N@! ; et K k
! ; @! 2 RN ! � N@! est telle que :

K i ; j
! ; @! = ak

D ( vj ; vi ) si i 2 I ! ; et j 2 I@! :

Soit lk 2 RN le vecteur tel que :

lik = ( fk
h;x ; @1vi )0 ; ! � ( fk

h;y ; @2vi )0 ; ! �
k �
L

( gh ; @1vi )0 ; ! ; 8 i 2 I ! ;

= 0 sinon.

Soit ek
z la repr�esentation de ek

h;z dans la basecart�esienne.
L' �equation (8.28) semet sousla forme discr�etis�ee suivante :

Pout tout k 2 N, trouver Ek
z 2 RN tel que :

K k
D Ek

z = lk � KP;k
D ek

z : (10.19)



Chapitre 11

Le probl �eme statique 3D mixte discret

11.1 L' �el�ement �ni mixte de Taylor-Ho od P2-P1

Comme pour le cas bidimensionnel, on discr�etise le probl�emesmixte par les �el�ements �nis de
Taylor-Hood P2-P1 (section 5.1,p. 123).Le champ �electriqueest approch�e en P2 et le multiplicatuer
de Lagrangeen P1 sur un mêmemaillage. L'espaced'approximation du champ �electrique est alors :

X2 = f v 2 C0(
) 2 : v j Tl
2 P3

2 (Tl ) ; 8 l 2 f 1; :::; L gg;

et celui du multiplicateur de Lagrangeest alors :

V1 = f u 2 C0(
) : v j Tl
2 P1(Tl ) ; 8 l 2 f 1; :::; L gg:

On notera N1 le nombre de degr�es de lib ert�e P1, c'est-�a-dire le nombre de sommets de la
t�etra�edrisation du maillage; et N le nombre de degr�es de lib ert�e P2, c'est-�a-dire le nombre de
sommetsplus le nombre d'arêtesde la triangulation du maillage.

Consid�eronsSi 1 , i1 2 f 1; :::; N1 g les sommetsdestriangles Tl . Soit N1

 le nombre de sommets

int�erieurs �a 
, et N1
@
 le nombre de sommetsdu bord @
. On ordonne cespoints P1 ainsi :

8 i1 2 I1

 , Si 1 2 
, et 8 i 1 2 I1

@
 , Si 1 2 @
, o�u on a d�e�ni les ensembles d'indices suivants :

I1

 = f 1; :::; N1


 g; I@
 = f N1

 + 1; :::; N1


 + N1
@
 g et I1 = I1


 [ I1
@
 :

Soient ui 1 , i1 2 I1 les fonctions de baseP1, qui g�en�erent V1.
Le champ �electrique discret est recherch�e dans l'espace ( V 2 )3. On ordonnera les points de

discr�etisation P2 (sommets et arêtes des t�etra�edres) M i , i 2 f 1; :::; N g. Soit i 2 I tel que M i

soit un sommet de la t�etra�edrisation. Alors il existe i 1 2 I1 tel que Si 1 = M i . On consid�erera vi ,
i 2 I les fonctions de baseP2 qui g�en�erent V2. On notera Eh et ph et lesapproximations du champ
�electrique et du multiplicateur de Lagrangedans XE � L 2(
) ou X 0

E � L 2(
), et E
 ;h et p
 ;h et les
approximations dansX 0

E ; 
 � L 2

 (
). Le multiplicateur de Lagrangediscr�etis�e est d�ecompos�esainsi :

ph =
X

i 1 2 I1

ph( Si 1 ) ui 1 ; p
 ;h =
X

i 1 2 I1

p
 ;h( Si 1 ) ui 1 :

On notera p et p



2 RN1 les vecteurs associ�es �a ph et ph : p = ( ph( S1 ) ; :::; ph( SN1 ) )T et

p



= ( p
 ;h ( S1 ) ; :::; p
 ;h( SN1 ) )T .

201
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11.2 M �etho de avec CL naturelles mixte : discr �etisation

La preuve de la condition inf-sup discr�ete uniforme de la formulation mixte (9.3) pour l' �el�ement
�ni de Taylor-Hood P2-iso-P1 a �et�e faite par P. Ciarlet, Jr. et V. Girault dans [39]. De même,pour
le couple d'espace( X2 ; V1 ), la condition inf-sup discr�ete est uniforme.

Prop osition 11.1 Il existe une constante � �
E > 0, ind�ependante de h telle que :

inf
uh 2 V 1

sup
F h 2X 2

B( Fh ; uh )
jj Fh jjXE jj uh jj0

� � �
E :

La formulation variationnelle (9.3) discr�etis�ee par les �el�ements �nis de Taylor-Hood P2-P1 s'�ecrit
de la fa�con suivante :
Trouver le couple ( ph ; Eh ) 2 V1 � X2 tel que :

8 i 2 I ; 8 � 2 f 1; 3g ( Eh ; vi e� )XE + BE ( vi e� ; ph ) = L E; ( vi e� ) ;

8 i1 2 I1 BE ( Eh ; ui 1 ) = GE ( vi 1 ) :
(11.1)

En d�ecomposant ph dans (11.1), on obtient :

8 i 2 I ; 8 � 2 f 1; 3g ( Eh ; vi e� )XE +
X

j 12 I1

ph ( Sj 1 ) BE ( vi e� ; ui 1 ) = L E ( vi e� ) ;

8 i1 2 I1 BE ( Eh ; ui 1 ) = GE ( ui 1 ) :

Soit E 2 (R3)N , la repr�esentation deEh dansvect( vi e� ) i 2 I ; � 2f 1;2;3g. Nousallons�ecrire les�equations
ci-dessusde fa�con matricielle. Pour cela, nous devons construire les matrices associ�ees�a BE et GE.
� Soit CE 2 ( R1� 3 )N1 � N la matrice compos�eedessousblocs Ci 1 ; j

E 2 R3 tels que :

8 i1 2 I1 ; 8 j 2 I ; Ci 1 ; j
E =

�
( @1vj ; ui 1 )0 ( @2vj ; ui 1 ) ( @3vj ; ui 1 )

�
:

� Soit G 2 RN1 le vecteur tel que :

8 i1 2 I1 ; Gi 1 = GE( ui 1 ) :

Les �equations (11.1) semettent sousla forme :

AE E + CT
E p = L ;

CE E = G:
(11.2)

L'algorithme de r�esolution de (11.2) est le suivant :

- R�esoudre AE E0 = L ;

- R�esoudre ( CEA � 1
E CT

E ) p = CEE0 � G;

- R�esoudre AE E = L � CT
E p.

Les calculs de CE et G sont similaires aux calculs de la section 5.3 (partie I I).
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11.3 M �etho de avec CL essentielles mixte : discr �etisation

X 0 ; R
E ; 2 est un sous-espacede X2, et 8 ( Fh ; uh ) 2 X 0 ; R

E ; 2 � V1, B0( Fh ; uh ) = BE( Fh ; uh ), on a

donc aussiune condition inf-sup discr�ete pour le couple d'espaces( X 0 ; R
E ; 2 ; V1 ) :

Prop osition 11.2 Il existe une constante � �
0 > 0 ind�ependante de h telle que :

inf
uh 2 V 1

sup
F h 2X 0 ; R

E ; 2

B0( Fh ; uh )
jj Fh jjX 0

E
jj uh jj0

� � �
0:

La formulation variationnelle (9.4) discr�etis�ee par les �el�ements �nis de Taylor-Hood P2-P1 s'�ecrit
de la fa�con suivante :
Trouver le couple ( ph ; Eh ) 2 V1 � X2 tel que :

8 i 2 I 
 ; 8 � 2 f 1; 3g; ( Eh ; vi e� )X 0
E

+ B0 ( vi e� ; ph ) = L 0( vi e� ) ;

8 i 2 I f ; ( Eh ; vi � i )X 0
E

+ B0 ( vi � i ; ph ) = L 0( vi � i ) ;

8 i 2 I f ; Eh ( M i ) � � i = eh( M i ) � � i ;

8 i 2 Iac ; Eh ( M i ) = eh( M i ) ;

8 i1 2 I1 ; B0 ( E ; ui 1 ) = GE ( ui 1 ) :

(11.3)

En d�ecomposant ph dans (11.3), on obtient alors :

8 i 2 I 
 ; 8 � 2 f 1; 2; 3g; ( Eh ; vi e� )X 0
E

+
N1X

i 1=1

ph ( Si 1 ) B0 (vi e� ; ui 1 ) = L 0 (vi e� ) ;

8 i 2 I f ; ( Eh ; vi � i )X 0
E

+
N1X

i 1=1

ph ( Si 1 ) B0(vi � i ; ui 1 ) = L 0 ( vi � i ) ;

8 i 2 I f ; Eh ( M i ) � � i = eh( M i ) � � i ;

8 i 2 Iac ; Eh ( M i ) = eh ( M i ) ;

8 i1 2 I1 ;
NX

j =1

B0 ( Eh ; ui 1 ) = GE ( ui 1 ) :

Soit ER 2 (R3)N , la repr�esentation de Eh dansB (10.12). Nous allons �ecrire les �equationsci-dessus
de fa�con matricielle. Pour cela, nous devons construire les matrices associ�ees�a B0.
� Soit C0 2 ( R1� 3 )N1 � 3N la matrice compos�eedessous-blocs Ci 1 ; j

0 2 R1� 3 tels que :

8 i1 2 I1 ; 8 j 2 I 
 ; Ci 1 ; j
0 = Ci 1 ; j

E ;

8 i1 2 I1 ; 8 j 2 Iac ; Ci 1 ; j
0 =

�
0 0 0

�
;

8 i1 2 I1 ; 8 j 2 I f ; Ci 1 ;j
0 =

�
0 0 (@� j vj ; ui 1 )0

�
:
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� Soit Cr la matrice compos�eedessous-blocs Ci 1 ; j
r 2 R1� 2 tels que :

8 i1 2 I1 ; 8 j 2 I ! ; Ci 1 ; j
r =

�
0 0 0

�
;

8 i1 2 I1 ; 8 j 2 Iac ; Ci 1 ; j
r = Ci 1 ; j

E ;

8 i1 2 I1 ; 8 j 2 I f ; Ci 1 ; j
r =

�
( @� 1

j
vj ; ui 1 )0 ( @� 2

j
vj ; ui 1 )0 0

�
:

Il s'agit de r�esoudrele syst�emematriciel suivant :

A0 ER + CT
0 p = L0 � Ar Er ;

C0 ER = G � Cr Er :
(11.4)

L'algorithme de r�esolution de (11.4) est le suivant :

- R�esoudre A0 E0 = L0 ;

- R�esoudre ( C A � 1
0 CT ) p = C0E0 � ( G � Cr Er ) ;

- R�esoudre A0 ER = L0 � Ar Er � CT
0 p.

Les calculs de C0 et Cr sont similaires �a ceux de la section 5.4 (partie I I).

11.4 R�egularisation �a poids mixte : discr �etisation

Commepour le casbidimensionnel,nousn'avons pas obtenu de r�esultat th�eoriquesur la condi-
tion inf-sup discr�ete dansX 0

E ; 
 . La formulation variationnelle (9.7) discr�etis�eepar les�el�ements �nis
de Taylor-Hood P2-P1 s'�ecrit de la fa�con suivante : Trouver le couple ( p
 ; h ; E
 ; h ) 2 V1 � X2 tel
que :

8 i 2 I 
 ; 8 � 2 f 1; 3g ( E
 ; h ; vi e� )X 0
E ; 


+ B
 ( p
 ; h ; uj 1 ) = L 
 ( vi e� ) ;

8 i 2 I f ; ( E
 ; h ; vi � i )X 0
E ; 


+ B
 ( vi � i ; p
 ; h ) = L 
 ( vi � i ) ;

8 i 2 I f ; E
 ; h( M i ) � � i = eh( M i ) � � i ;

8 i 2 Iac ; E
 ; h( M i ) = eh( M i ) ;

8 i1 2 I1 B
 ( E
 ; h ; ui 1 ) = G
 ( ui 1 ):

(11.5)
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En d�ecomposant p
 ; h dans (11.5), on obtient alors :

8 i 2 I 
 ; 8 � 2 f 1; 2; 3g; ( E
 ; h ; vi e� )X 0
E ; 


+
N1X

i 1=1

p
 ; h ( Si 1 ) B
 ( vi e� ; ui 1 ) = L 
 ( vi e� ) ;

8 i 2 I f ; ( E
 ; h ; vi � i )X 0
E ; 


+
N1X

i 1=1

p
 ; h( Si 1 ) B
 ( vi � i ; ui 1 ) = L 
 ( vi � i ) ;

8 i 2 I f ; E
 ; h ( M i ) � � i = eh ( M i ) � � i ;

8 i 2 Iac ; E
 ; h ( M i ) = eh ( M i ) :

8 i1 2 I1 ; B
 ( E
 ; h ; ui 1 ) = G
 ( ui 1 ):

Soit E
 2 (R3)N , la repr�esentation de E
 ; h dans B (10.12). Nous allons �ecrire les �equations ci-
dessusde fa�con matricielle. Pour cela, nous devons construire les matrices associ�ees�a B 
 et G
 .
� Soit C
 2 ( R1� 3 )N1 � 3N la matrice compos�eedessous-blocs Ci 1 ; j


 2 R1� 3 tels que :

8 i1 2 I1 ; 8 j 2 I 
 Ci 1 ; j

 =

�
( @1vj ; ui 1 )0 ; 
 ( @2vj ; ui 1 )0 ; 
 ( @3vj ; ui 1 )0 ; 


�
;

8 i1 2 I1 ; 8 j 2 Iac Ci 1 ; j

 =

�
0 0 0

�
;

8 i1 2 I1 ; 8 j 2 I f Ci 1 ; j

 =

�
0 0 ( @� j vj ; ui 1 )0 ; 


�
:

� Soit Cr ; 
 la matrice compos�eedessousblocs Ci 1 ; j
r ; 
 2 R1� 3 tels que :

8 i1 2 I1 ; 8 j 2 I 
 Ci 1 ; j
r ; 
 =

�
0 0 0

�
;

8 i1 2 I1 ; 8 j 2 Iac Ci 1 ; j
r ; 
 =

�
( @1vj ; ui 1 )0 ; 
 ( @2vj ; ui 1 )0 ; 
 ( @3vj ; ui 1 )0 ; 


�
;

8 i1 2 I1 ; 8 j 2 I f Ci 1 ; j
r ; 
 =

�
( @� 1

j
vj ; ui 1 )0 ; 
 ( @� 2

j
vj ; ui 1 )0 ; 
 0

�
:

� Soit en�n G
 2 RN1 le vecteur tel que :

8 i1 2 I1 ; Gi 1

 = G
 ( ui 1 ) = ( g ; ui 1 )0 ; 
 :

Les �equations (11.5) semettent sousla forme :

A 
 E
 + CT

 p



= L
 � Ar ; 
 Er ;

C
 E
 = G
 � Cr ; 
 e:
(11.6)

L'algorithme de r�esolution de (11.6) est le suivant :

- R�esoudre A 
 E
 ;0 = L
 � Ar ; 
 Er ;
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- R�esoudre ( C
 A � 1

 CT


 ) p = C
 E
 ;0 � ( G
 � Cr ; 
 Er ) ;

- R�esoudre A 
 E
 = L
 � Ar ; 
 e � CT

 p.

Les calculs de C
 et Cr ; 
 sont similaires �a ceux de la section 5.5 (partie I I).

11.5 Cas prismatique mixte : discr �etisation

Nous reprenonsdans cette section les notations de la section 5.4 de la partie I I. Ainsi, ici, N1

(r esp:, N) est le nombre de points de discr�etisation P1 (r esp:, P2) de ! , etc. La partie longitudinale
du champ �electrique Ez est discr�etis�e dans V0

2, avec :

V0
2 = f u 2 C0(! ) : u j Th

2 P2 ( Th ) ; 8 Th 2 Th ( ! ) et u j @! = 0g:

On introduit la matrice mixte suivante, pour la partie longitudinale du champ �electrique Ez, cor-
respondant au produit ( pk ; v )0 ; ! discr�etis�e dans V1 � V0

2 :
Soit M k 2 RN1 � N telle que :

8i1 2 I1 ; 8j 2 I ! ; M i 1 ;j
k =

k �
L

( ui 1 ; vj )0 ; ! ;

8i1 2 I1 ; 8j 2 I@! ; M i 1 ;j
k = 0:

Soit M k ; r 2 RN1 � N telle que :

8i1 2 I1 ; 8j 2 I ! ; M i 1 ;j
k ; r = 0;

8i1 2 I1 ; 8j 2 I@! ; M i 1 ;j
k ; r =

k �
L

( ui 1 ; vj )0 ; ! :

Soit Gk 2 RN1 tel que : 8 i 1 2 I1, Gi 1
k = ( gk

h ; ui 1 )0 ; ! .

Soit pk 2 RN1 la repr�esentation discr�etis�ee de ph , l'approximation de p dans V1.

Soit Ek
z 2 RN la repr�esentation discr�etis�ee de Ez ; h, l'approximation de Ez dans V2.

11.5.1 CL essentielles

Soit bE
k

2 (R2)N la repr�esentation discr�etis�eede bEh, l'approximation de bE dans la baseB (4.40)
de X E ; 2. La discr�etisation du syst�eme de formulations variationnelles (9.8)-(9.11) se met sous la
forme :
Pour tout k 2 N, trouver ( bE

k
; ck

h ; Ek
z ; p

k
) 2 (R2)N � RNar � RN � RN1 tel que :

Ak
0

bE
k

+ LT
k ck

h + CT
0 p = Lk � Ak

r ek ;

L k
bE

k
+ � Xk

h ck
h + ST

D p = � � k ;

C0 bE
k

+ SD ck
h � M k Ek

z = Gk � Cr ; ek + M k;r ek
z ;

K k
D Ek

z � MT
k p = lk � KP;k

D ek
z ;
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Posons:

l0k = lk � KP;k
D ek

z , et G
0k = Gk � Cr ek + M r ;k ek

z :

Les�equationsci-dessussemettent aussisousla forme condens�eesuivante (en reprenant lesnotations
du paragraphe10.6.1de la partie I I) :

0

@
A

0k 0

0 K k
D

1

A

0

@
E

0k

Ek
z

1

A +

0

@
C

0T

� MT
k

1

A pk =

0

@
L0

k

l0k

1

A ;

�
C0 � M k

�
�

E
0k

Ek
z

�
= G

0k :

(11.7)

L'algorithme de r�esolution de (11.7) est le suivant :

- R�esoudre A
0k E0 = L0

k (voir l'algorithme de r�esolution de (10.15)) et K k
D E0;z = l0k ;

- R�esoudre
�

C0 � M k
�

0

@
(A

0k)� 1 0

0 (K k
D )� 1

1

A

0

@
C

0T

� MT
k

1

A p = G
0k ;

- R�esoudre A
0k E

0k = L
0k � C

0T p, et K k
D Ek

z = l0k + MT
k p.

Pour la deuxi�eme �etape, calcule une approximation de p par l'algorithme du gradient conjugu�e
(section 15.4, partie IV). Notons qu'�a chaque�etape, on devra utiliser l'algorithme de r�esolution de
(10.15).

11.5.2 CL presque essentielles

Soient CA 2 (R1� 2)N1 � N la matrice mixte suivante :

8 i1 2 I1 ; 8 j 2 Io Ci 1 ; j
A = Ci 1 ; j

E ;

8 i1 2 I1 ; 8 j 2 Ic0 Ci 1 ; j
A =

�
0 0

�
;

8 i1 2 I1 ; 8 j 2 Ia0 Ci 1 ;j
A =

�
0 ( @� j vj ; ui 1 )0

�
:

On pose: C0
A :=

�
CA SD

�
2 RN1 � (2 N + Nar ) .

Soit bE
k
A 2 (R2)N la repr�esentation discr�etis�eede bEh , l'approximation de bE dans la baseBA (10.17)

de X E ; 2. La discr�etisation du syst�emede formulations variationnelles (9.12)-(9.14), accompagn�ees
de (9.11), semet sousla forme :
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Pour tout k 2 N, trouver ( bE
k

; ck
A;h ; Ek

z ; p
k

) 2 (R2)N � RNar � RN � RN1 tel que :

Ak
A

bE
k

+ LT
A;k ck

A;h + CT
A p = LA;k ;

LA;k
bE

k
+ � Xk

A;h ck
A;h + ST

D p = � � k
A ;

CA bE
k

+ SD ck
A;h � M k Ek

z = Gk + M k ; r ek
z ;

K k
D Ek

z � MT
k p = lk � KP;k

D ek
z ;

Posons:
l0A;k = l0k � KP;k

D ek
z , et G

0k
A = Gk + M r ;k ek

z :

Les�equationsci-dessussemettent aussisousla forme condens�eesuivante (en reprenant lesnotations
du paragraphe10.6.2de la partie I I) :

0

@
A

0k
A 0

0 K k
D

1

A

0

@
E

0k
A

Ek
z

1

A +

0

@
C

0T
A

� MT
k

1

A pk =

0

@
L0

A;k

l0A;k

1

A ;

�
C0

A � M k
�

0

@
E

0k
A

Ek
z

1

A = G
0k
A :

(11.8)

L'algorithme de r�esolution de (11.8) est le suivant :

- R�esoudre A
0k
A EA = L0

A;k (voir l'algorithme de r�esolution de (10.18)) et K k
D E0;z = l0k ;

- R�esoudre
�

C0
A � M k

�
0

@
(A

0k
A )� 1 0

0 (K k
D )� 1

1

A

0

@
C

0T
A

� MT
k

1

A p = G
0k
A ;

- R�esoudre A
0k
A E

0k
A = L

0k
A � C

0T
A p, et K k

D Ek
z = l0k + MT

k p.

Pour la deuxi�eme �etape, calcule une approximation de p par l'algorithme du gradient conjugu�e
(section 15.4, partie IV). Notons qu'�a chaque�etape, on devra utiliser l'algorithme de r�esolution de
(10.18).



Chapitre 12

Le probl �eme temp orel 3D

12.1 In tro duction

Les premi�eresexp�eriencesnum�eriques de r�esolution des �equations de Maxwell instationnaires
tridimensionnelles par des �el�ements �nis continus ont �et�e r�ealis�ees en 1992 par �E. Heintz�e [69]
(voir aussi [26]). �E. Heintz�e a cod�e la m�ethode avec conditions aux limites essentielles. Ainsi,
l'approximation du champ �electromagn�etique n'�etait correcte que pour desdomainesconvexes.

Nous reprenonsle travail d' �E. Heintz�e, et nous le g�en�eralisonsau casde domainesnon-convexe,
pour lesquelson r�esout les �equationsde Maxwell instationnaires avec la m�ethode de r�egularisation
�a poids.

Dans cechapitre, 
 repr�esente l'in t�erieur d'un conducteur parfait � C , born�e �eventuellement par
une fronti �ere arti�cielle � A , exactement commec'est expliqu�e dans la section 8.1. Dans le vide, les
�equations de Maxwell s'�ecrivent :

"0 @t E � rot H = �J ; (12.1)

� 0 @tH + rot E = 0; (12.2)

div ( "0 E) = � ; (12.3)

div ( � 0 H ) = 0: (12.4)

E et H sont le champ �electrique et magn�etique, � est la densit�e de charges, et J est le vecteur
densit�e de courant. Cesquantit �esd�ependent de la variable d'espacex et de la variable de temps t.
Rappelonsque "0 est la permittivit �e di�electrique du vide, � 0 la perm�eabilit�e magn�etique du vide.
Les quantit �es "0 et � 0 sont telles que "0 � 0 c2 = 1, o�u c � 3:108m:s� 1 est la vitessede propagation
desondes�electromagn�etiques dans le vide.

On a les hypoth�esesde r�egularit�e minimale suivantes sur � et J , obtenues en analysant les
�equations de Maxwell, et en notant que l' �energie�electromagn�etique est �nie (voir par exemple[6],
chap. 2) :

@t J 2 L 2( 0; T ; L 2(
) ) ;

@t � 2 C0( 0; T ; H � 1(
) ) ;

J et � satisfont (1.6) : div J + @t � = 0:

(12.5)

Notons que les hypoth�esesde r�egularit�e sur J et � sont li�eespar l' �equation de la charge (1.6). On
supposede plus que la valeur initiale de J , not�eeJ (:; 0), existe. On a �egalement une condition de

209
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conducteur parfait :
E � � = 0 sur � C : (12.6)

Remarquonsque (12.2) et (12.6) impliquent que :

� 0 @t ( H : � ) = 0 sur � C : (12.7)

Rappelons que l' �equation de conservation de la charge (1.6) est une cons�equencedes �equations
(12.1) et (12.3).
De plus, on connait E et H au temps initial :

E(:; 0) = E0 ; (12.8)

H (:; 0) = H 0 ; (12.9)

o�u le couple (E0 ; H 0) ne d�epend que de x.
On supposeen g�en�eral que � 0 H 0 : � = 0 sur � C , de sorte que :

H : � = 0 sur � C : (12.10)

Sur la fronti �ere arti�cielle � A , on imposeune condition aux limites de Silver-M•uller, qui s'�ecrit de
deux fa�cons�equivalentes :

�
E �

r
� 0

"0
H � �

�
� � =

�
e �

r
� 0

"0
h � �

�
� � := e� � � sur � A ou bien : (12.11)

� r
� 0

"0
H + E � �

�
� � =

� r
� 0

"0
h + e � �

�
� � :=

r
� 0

"0
h � � � sur � A : (12.12)

o�u e� 2 H 1(
). On d�ecompose� A en � i
A et � a

A . Sur � i
A , on mod�elisedesondesplanes incidentes,

et sur � a
A , on imposeune condition aux limites absorbantes, de sorte que : e�

j � a
A

= 0 et h �
j � a

A
= 0

par d�e�nition, alors que e�
j � i

A
et h �

j � a
A

= 0 sont li�esaux ondesplanes.

On d�e�nit les espacesvectoriels suivants :

H A (rot ; 
) := f u 2 H(rot ; 
) : u � � @
 2 L 2
t (@
) ; u � � j � C

= 0g;

H A (div (
 ) ; 
) := f u 2 H(div (
 ) ; 
) : u : � @
 2 L 2(@
) ; u : � j � C
= 0g:

On posealors : X A
E ( ; 
 ) = H A (rot ; 
) \ H (div (
 ) ; 
), et X A

H ( ; 
 ) = H(rot ; 
) \ H A (div (
 ) ; 
).

Notons que X A ; R
E := X A

E \ H 1(
) (r esp: X A ; R
H := X A

H \ H 1(
)) est un sous-espaceferm�e de X A
E

(r esp:X A
H ). On a leshypoth�esesminimales de r�egularit�e suivantes sur le champ �electromagn�etique

initial ( E0 ; H 0 ) :

E0 2 H A ( rot ; 
 ) tel que : div (" 0 E0) = � ;

H 0 2 X A
H tel que : div ( � 0 E0 ) = 0;

�
E0 �

r
� 0

"0
H 0 � �

�
� � = e�

0 � � sur � A :

(12.13)
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Les hypoth�esesminimales de r�egularit�e sur E et H sont alors :

E 2 L 2( 0; T ; H A (rot ; 
) ) ; @t E 2 L 2( 0; T ; L 2( 
 ) ) ;

H 2 L 2( 0; T ; X A
H ) ; @t H 2 L 2( 0; T ; L 2( 
 ) ) :

(12.14)

�A partir des�equations (12.1)-(12.4) de premier ordre en temps coupl�eesen E et H , on obtient
des�equationsde secondordre en temps d�ecoupl�ees,�a partir desquelleson construit les formulations
variationnelles. L'existence et l'unicit �e des solutions d�ecoulealors du th�eor�eme suivant, dû �a J.-L
Lions et E. Magenes[78] (thm. 8.2, p. 296).

Th �eor �eme 12.1
� Soient V et H deux espaces de Hilbert tels que H 0 � H et V soit densedans H .
� Soit a une forme bilin�eaire, continue et sym�etrique sur V . On suppose qu'il existe � > 0
tel que a ( : ; : ) + � ( : ; : )H soit coercitive sur V , c'est-�a-dire :

9 � > 0j 8 v 2 V ; a ( v ; v ) + � jj v jj 2
H � � jj v jj2

V : (12.15)

On d�e�nit l'op�erateur A 2 L (V ; V 0) par : < A u ; v > V ; V 0 := a ( u ; v ).
� Soit f 2 L 2( 0; T ; H ), ( u0 ; u1 ) 2 V � H .

On consid�ere le probl�eme suivant : Trouver u tel que :
8
<

:

u00( t ) + A u ( t ) = f ( t ), dans V 0, pour t 2 ] 0; T [ ;

avec les donn�eesde Cauchy : u ( 0) = u0 et u0( 0) = u1 :
(12.16)

Le probl�eme (12.16) est �equivalent �a la formulation variationnel le suivante : Trouver u tel que :
8
<

:

< u00( t ) ; v > V 0;V + a (u ( t ) ; v ) = ( f ( t ) ; v )H ; 8 v 2 V , pour t 2 ] 0; T [ ;

avec les donn�eesde Cauchy : u ( 0) = u0 et u0( 0) = u1 :
(12.17)

Il existe une unique solution aux probl�emes(12.16) et (12.17). De plus, l'application suivante � est
continue :

� : L 2 ( 0; T ; H ) � V � H ! C0 ( 0; T ; V ) � C0 ( 0; T ; H )
( f ; u0 ; u1 ) 7! ( u ; u0)

Les preuvesde la section qui suit sont dues �a P. Ciarlet, Jr. [37].

12.2 Champ �electrique : form ulations variationnelles

12.2.1 In tro duction

Dans un premier temps, on supposeque@
 = � C : il n'y a pasde fronti �ereabsorbante. On sup-
posequeJ et � satisfont leshypoth�esesde r�egularit�e minimale (12.5). Le champ �electromagn�etique
est alors tel que :

E 2 L 2( 0; T ; H 0(rot ; 
) ) et H 2 L 2( 0; T ; X 0
H ) :

On s'int�eresse�a l' �evolution du champ �electromagn�etique (E; H) solution du probl�eme(12.1)-(12.4)
accompagn�e des conditions initiales (12.8)-(12.9), et des conditions aux limites (12.6) et (12.10)
dans l'in tervalle de temps ]0; T[ (T 2 R�

+ ) dans 
. On note : 
 T = 
 � ]0; T[. Par la suite, nous
allons d�etailler l' �etude du champ �electrique, celle du champ magn�etique �etant similaire.
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Prop osition 12.2 Dans le probl�eme de premier ordre en temps (12.1)-(12.4), on peut remplacer
(12.1) par les deux conditions suivantes:

@2
t E + c2 rot ( rot E) = � @t J ="0, dans 
 , pour t 2 ]0; T[ ; (12.18)

@t E(:; 0) = E1 :=
1
"0

( rot H 0 � J (: ; 0) ) , dans 
 , �a t = 0; (12.19)

D�emonstra tion. En d�erivant (12.1) par rapport au temps,on trouve(12.18),dansD 0(]0; T[� 
) 3 :

� 0rot @tH � c2 @2
t E = � @tJ ="0

(12:2)
) � rot ( rot E) �

1
c2 @2

t E = � 0@t J :

En consid�erant (12.1) �a t = 0, on obtient (12.19). Consid�erons la variable auxiliaire :

U := � 0rot H � c2@t E � J ="0 :

Pour montrer la r�eciproque, on consid�ere la variable auxiliaire : U := � 0rot H � c2@t E � J ="0 .
Les relations (12.2) et (12.18) donnent :

@t U = � 0rot @t H � c2 @2
t E � @t J ="0

(12:2)
= @2

t E + c2 rot ( rot E) + @t J ="0
(12:18)

= 0

U est donc une constante. Par ailleurs, on a : U(:; 0) = rot H 0 ="0 � E1 � J (:; 0) ="0 = 0.
Ainsi, U � 0, ce qu'il fallait d�emontrer.

�
On cherche alors �a r�esoudrele probl�eme (PE) suivant : Soit J et � satisfaisant l' �equation de la
charge. Trouver E tel que :

@2
t E + c2 rot ( rot E) = �

1
"0

@tJ , dans 
, pour t 2 ] 0; T [ ; (12.20)

div E =
�
"0

, dans 
, pour t 2 ] 0; T [ ; (12.21)

E � � @
 = 0, sur @
, pour t 2 ] 0; T [ ; (12.22)

E(:; 0) = E0 ; @t E(:; 0) = E1 := c2 ( rot B0 � � 0 J (: ; 0) ) , dans 
, �a t = 0, (12.23)

div E0 =
� (:; 0)

"0
; div E1 = �

1
"0

div J (:; 0), dans 
 �a t = 0. (12.24)

Dans les paragraphesqui suivent, nous utilisons la convention suivante : L 2
(
 ) (
) d�esigneau choix

L 2(
) ou L 2

 (
) ; et (:; :)0(;
 ) le produit scalaire correspondant au choix. X 0

E ( ; 
 ) d�esigneau choix

X 0
E ou X 0

E ; 
 . H 1
0 ( ; 
 ) (
) d�esigneau choix H 1

0(
) ou H 1
0 ; 
 (
). Bien sûr, L 2(
) et H 1

0(
) sont utilis �es

avec X 0
E ; et L 2


 (
) et H 1
0 ; 
 (
) sont utilis �esavec X 0

E ; 
 .

12.2.2 Form ulation variationnelle classique

Comme rot E 2 L 2( 
 ) avec E 2 H 0(rot ; 
), on a : rot ( rot E) 2 H 0(rot ; 
) 0. De plus,
comme@t J 2 L 2( 
 ), par di� �erence(voir l' �equation (12.20)), on a : @2

t E 2 H 0(rot ; 
) 0.
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En multiplian t (12.20) par une fonction test F 2 H 0(rot ; 
), et en int�egrant sur 
 �a l'aide de
la formule d'in t�egrations par parties (7.15), on obtient alors formellement (au sensdu chapitre 3
de [78]) la formulation variationnelle en E (FV) suivante :
Trouver E(:; t) 2 H 0(rot ; 
) tel que :

< @2
t E; F > H 0 ; H + c2 (rot E ; rot F )0 = �

1
"0

(@t J ; F )0 ; 8F 2 H 0(rot ; 
) ; (12.25)

(12.26)

E( : ; 0) = E0 ; @t E( : ; 0) = E1 ; (12.27)

o�u ici, H = H 0(rot ; 
) et < : ; : > H 0;H d�esignele produit de dualit �e entre H et son dual H 0. On
supposeque @t J 2 L 2( 0; T ; L 2(
) ) pour que le secondmembre de cette formulation soit bien
d�e�ni. La solution du probl�eme(PE) est alors solution de (FV).

Notons que le premier terme est souvent �ecrit sousla forme
d2

dt2 ( E ; F )0.

Prop osition 12.3 Supposonsque@t J 2 L 2 ( 0; T ; L 2(
) ), et ( E0 ; E1 ) 2 H 0(rot ; 
) � L 2(
) .
La formulation variationnel le (FV) admet une unique solution telle que :
( E ; @t E) 2 C0( 0; T ; H 0( rot ; 
 ) ) � C0( 0; T ; L 2(
) ).

D�emonstra tion. Appliquons le th�eor�eme de Lions-Magenes12.1, avec V = H 0(rot ; 
) et
H = L 2(
). V est densedans H car V contient D(
). La forme bilin �eaire sym�etrique a est telle
que : a ( u ; v ) = (rot u ; rot v )0, 8 u, v 2 V , et satisfait (12.15) avec � = � = 1. Par d�e�nition, la
donn�ee� @t J 2 L 2(0; T; H ), et par d�e�nition E0 2 V et E1 2 H . D'o�u l'existence et l'unicit �e d'une
solution �a (FV) telle que (E; E0) 2 C0(0; T; V ) \ C0(0; T; H ).

�
Montrons que la formulation variationnelle (FV) est �equivalente au probl�eme(PE), c'est-�a-dire que
E solution de (FV) satisfait (12.21).

Th �eor �eme 12.4 Supposonsque J et � satisfassentles hypoth�esesde r�egularit�e minimale (12.5),
et que ( E0 ; E1 ) 2 H 0(rot ; 
) � L 2(
) . Le probl�eme (PE) est �equivalent �a la formulation varia-
tionnelle (FV).

D�emonstra tion. Montrons que la solution E de (FV) v�eri�e la relation de Coulomb. D'apr�es la
proposition 12.3, @t E 2 C0(0; T; L 2(
)), d'o�u : div (@t E) 2 C0( 0; T ; H � 1(
) ). Posons:

V = div E � �=" 0;

une distribution de D0(
 � ]0; T [). On a la relation suivante, vraie au sensdesdistributions :

@2
t V = div ( @2

t E) � @2
t �=" 0 ;

= div ( � @t J ="0 � c2 rot rot E � @2
t �=" 0 ), d'apr�es(12.20);

= � 1="0 @t ( div J + @t � ) = 0:

D'apr�es [101] (pp. 54-55), et sachant que @t V = div (@t E) � @t �=" 0 2 C0( 0; T ; H � 1(
) ) (ce qui
signi�e que @t V(:; 0) a bien un sens),on a alors : @t V = @t V(:; 0) � ( div E1 � @t � (:; 0)="0 ) = 0,
d'apr�es(12.24). Ainsi, on obtient : V = V(:; 0) � div E0 � � 0="0 = 0, d'apr�es(12.27) et (12.23).

�

D'apr�es la proposition 12.3 et le th�eor�eme 12.4, avec les hypoth�eses(12.5), la formulation (FV)
admet une unique solution �egale�a la solution de (PE). Pour r�esoudre(PE), on peut donc discr�etiser
la formulation variationnelle (FV), par exemple avec des �el�ements �nis d'arêtes, conformesdans
H 0(rot ; 
). On d�eduit du th�eor�eme 12.4 le corollaire suivant :
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Corollaire 12.5 Supposons que les hypoth�esesdu th�eor�eme 12.4 sont v�eri� �ees, et que de plus
� 2 C0( 0; T ; L 2

( 
 ) (
) ). Il existe alors une unique solution de (PE) ou (FV) telle que :

( E ; @t E) 2 C0( 0; T ; X 0
E ( ; 
 ) ) � C0( 0; T ; L 2( 
 ) ).

12.2.3 Form ulation variationnelle augmen t �ee

Supposonsque� 2 L 2( 0; T ; L 2
(
 ) (
) ). A�n dediscr�etiser (FV) avecdes�el�ements �nis conformes

dans X 0
E ; 
 , on a ajoute un terme en c2 ( div E; div F )0(;
 ) dans le membre principal de (12.25) et

c2 ( � ; div F )0(;
 )="0 au membre de gauche. On consid�ere alors la formulation variationnelle aug-
ment�ee(FVA) suivante :
Trouver E(:; t) 2 X 0

E ( ; 
 ) tel que :

< @2
t E; F > H 0;H + c2 (E ; F )X 0

E ( ; 
 )
= �

1
"0

(@t J ; F )0 +
c2

"0
(� ; div F )0(;
 ) ; 8 F 2 X 0

E (;
 ) ;(12.28)

E( : ; 0) = E0 ; @t E( : ; 0) = E1 : (12.29)

On supposeque @t J 2 L 2( 0; T ; L 2(
) ) et � 2 L 2( 0; T ; L 2
(
 ) (
) ) pour que le secondmembre de

cette formulation soit bien d�e�ni. La solution du probl�eme(PE) est alors solution de (FVA).
Pour appliquer le th�eor�emedeLions-Magenes12.1,on devrait modi�er le secondmembre de(12.28),
de fa�con �a ce qu'il soit �egal �a ( f (t) ; F )0, o�u f 2 L 2( 0; T ; L 2(
) ). Ceci �etant, on peut utiliser la
version l�eg�erement modi� �ee de ce r�esultat, due �a C. Bernardi et F. Ben Belgacem[15] (thm. 2.3,
p. 1502). Dans ce cas, la donn�ee d'un secondmembre de la forme (� (t) ; div F )0(;
 ) est su�san te
pour conclure.

Prop osition 12.6 Supposons que @t J 2 L 2 ( 0; T ; L 2(
) ), que � 2 L 2 (0 ; T ; L 2
(
 ) (
) ) ; et que

( E0 ; E1 ) 2 X 0
E ( ; 
 ) � L 2(
) . La formulation variationnel le (FV) admet une unique solution telle

que : ( E ; @t E) 2 C0( 0; T ; X 0
E ( ;
 ) ) \ C0( 0; T ; L 2(
) ).

On veut maintenant montrer que la formulation variationnelle (FVA) est �equivalente au probl�eme
(PE). Pour cela, il faut �etablir que E, solution de (FVA) satisfait (12.21). �A cette �n, il faut
simplement prouver que div E = �=" 0, pour la solution de (FVA). On note que V = div E � �=" 0

appartient cette fois �a L 2(0 ; T ; L 2
(
 ) (
) ). Par ailleurs, si on raisonneau sensdesdistributions dans

D0(
) � ]0; T [, on a maintenant @2
t V � c2 � V = 0, cequi ne permet plus de conclure.Pour arriver

�a nos �ns, passonspar le r�esultat suivant :

Th �eor �eme 12.7 Supposons que @t � 2 C0 (0 ; T ; L 2
(
 ) (
) ) et @2

t J 2 L 2 ( 0; T ; L 2(
) ) satisfont
l' �equation de conservation de la charge. Le probl�eme (PE) est �equivalent �a (FVA).

D�emonstra tion. PosonsV = div E � �=" 0. Par hypoth�ese,V 2 C0(0 ; T ; L 2
(
 ) (
) ), et V (:; 0)

est nul. Qui plus est, comme@2
t J et @t � sont de r�egularit�essu�san tes, la formulation variationnelle

(FVA) avec secondmembre �egal �a :

�
1
"0

(@2
t J ; F )0 +

c2

"0
(@t � ; div F )0(;
 )

admet une solution unique, qui co•�ncide donc avec @t E. En cons�equence,@t E 2 C0( 0; T ; X 0
E ( ;
 ) ),

et @t V 2 C0(0 ; T ; L 2
(
 ) (
) ), et @t V(:; 0) = 0. On construit une fonction test ad hoc pour la
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formulation variationnelle (FVA) en r�esolvant le probl�emeadjoint ci-dessous:
Trouver � (:; t) 2 H 1

0 ( ; 
 )(
) tel que :

< @2
t � ; u > + c2 (grad ( (d


0) � ); grad ( (d

0) u))0 = ( (d


0) V; u)0 ; 8u 2 H 1
0 ( ; 
 ) (
) ; t 2 ; ]0; T[ ;

avec : � (T) = @t � (T) = 0:
(12.30)

Par construction (voir [78]), � 2 C0(0 ; T ; H 1
0 ( ; 
 ) (
) ) et @t � 2 C0(0 ; T ; L 2(
) ). Comme @t � est

la solution unique de (12.30) avec secondmembre �egal �a @t V, on a : @t � 2 C0(0 ; T ; H 1
0 ( ; 
 ) (
) )

et @2
t � 2 C0(0 ; T ; L 2(
) ). En particulier, �( d


0)� 2 C0(0 ; T ; L 2
(
 ) (
) ). On consid�ere alors F =

grad (d

0)� 2 C0(0 ; T ; X 0

E ( ;
 ) ), que l'on peut utiliser dans la formulation variationnelle (FVA),
int�egr�ee sur ]0; T[. Tous calculs faits, et apr�es une double int�egration par parties en temps, on
arrive �a :

Z T

0
jj V (:; t) jj2

0 ( ; 
 ) dt = 0:

�
D'apr�es la proposition 12.6 et le th�eor�eme 12.7, avec les bonnes hypoth�esessur les donn�ees, la
formulation (FVA) admet une unique solution �egale�a la solution de (PE). Pour r�esoudre(PE), on
peut donc discr�etiser la formulation variationnelle (FVA), par exempleavec des �el�ements �nis de
LagrangePk , conformesdans H 0(rot ; 
) \ H (div (
 ) ; 
).

12.2.4 Form ulation variationnelle augmen t �ee mixte

Rappelonsque lorsqu'on souhaite r�esoudrele syst�emecoupl�e Maxwell-Vlasov, a�n de satisfaire
num�eriquement l' �equation de la charge,on renforcela condition de divergencepar un multiplicateur
de Lagrange.Consid�eronsdansun premier temps la formulation variationnelle augment�ee"�a demi"
mixte (FVA 1

2M) suivante :
Trouver E(:; t) 2 X 0

E ( ; 
 ) tel que :

< @2
t E; F > H 0;H + c2 (E; F )X 0

E( ;
 )
= �

1
"0

(@t J ; F )0 +
c2

"0
(�; div F )0(;
 ) ; 8F 2 X 0

E(;
 ) (12.31)

( div E; q)0 ( ; 
 ) =
1
"0

( � ; q)0 ( ; 
 ) ; 8 q 2 L 2
(
 ) (
) ; (12.32)

E( : ; 0) = E0 ; @t E( : ; 0) = E1 : (12.33)

La solution de (FVA 1
2M) satisfait (FVA) et l' �equation de Coulomb. Si de plus on suppose que

@t � 2 C0 (0 ; T ; L 2
(
 ) (
) ), alors la solution de (FVA) satisfait (FVA 1

2M) : (FVA 1
2M) est �equivalente

�a (FVA), qui est �equivalente �a (PE). La formulation variationnelle (FVA 1
2M) va nous permettre

de montrer que la formulation variationnelle augment�ee mixte (FVAM) suivante est �equivalente �a
(PE) :
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Trouver (E(:; t) ; p(:; t)) 2 X 0
E ( ; 
 ) � L 2

(
 ) (
) tel que :

< @2
t E; F > H 0 ; H + c2 (E ; F )X 0

E ( ; 
 )
+ (p; div F )0 ( ; 
 )

= �
1
"0

(@t J ; F )0 +
c2

"0
( � ; div F )0( ; 
 ) ; 8F 2 X 0

E ( ; 
 ) ; (12.34)

( div E; q)0 ( ; 
 ) =
1
"0

( � ; q)0 ( ; 
 ) 8 q 2 L 2
(
 ) (
) ; (12.35)

E( : ; 0) = E0 ; @t E( : ; 0) = E1 : (12.36)

Pour prouver que les formulations (FVA 1
2M) et (FVAM) sont �equivalentes, il faut et il su�t de

montrer quep = 0. Notons quep est solution de (FVAM) si et seulement si p 2 C 0( 0; T ; L 2
(
 ) (
) ).

Montrons tout d'abord le lemme suivant :

Lemme 12.8 Soit F 2 H 0(rot ; 
) 0. Alors div F 2 H � 1(
) .

D�emonstra tion. Consid�eronsF 2 H 0(rot ; 
) 0. Pour tout � 2 D(
), on a grad � 2 H , d'o�u :

< div F ; � > D 0;D = � < F ; grad � > H 0;H ) j < div F ; � > D 0;D j � jj F jjH 0 jj � jjH 1 :

Donc le produit < div F ; � > D 0;D est born�e, contin ûment en fonction de jj � jj H 1 . Comme c'est
valable pour tout � 2 H 1

0(
), par densit�e de H 1
0 (
) dans D(
) et par prolongement, div F 2

H � 1(
).
�

Ce lemme nous permet de montrer la proposition suivante :

Prop osition 12.9 Supposonsque @2
t � 2 L 2( 0; T ; L 2

(
 ) (
) ). Alors p = 0 dans (12.34).

D�emonstra tion. Commep 2 C0 ( 0; T ; L 2
(
 ) (
) ), il existeun unique � (:; t) 2 C0 ( 0; T ; H 1

0 (
) )

tel que : � � = p. Soit v = grad � . On a donc v 2 C0 ( 0; T ; X 0
E ( ; 
 ) ) tel que : rot v = 0 et

div v = p (voir la section 8.2). D'apr�es [6] (p. 44), on sait que @2
t E 2 L 2(0 ; T ; H 0(rot ; 
) 0). En

injectant v dans (12.34) int�egr�ee sur ] 0; T [, on obtient, en reprenant la notation de (FV) :

Z T

0

�
< @2

t E; grad � > H 0;H + c2 ( div E; p)0(;
 ) + jj p jj2
0(;
 )

�
dt

=
Z T

0

�
�

1
"0

( @t J ; grad � )0 +
c2

"0
( � ; p )0 ( ; 
 )

�
dt :

Or, d'apr�es(12.35), div E = �=" 0. D'o�u :

Z T

0

�
< @2

t E; grad � > H 0;H + jj p jj2
0(;
 )

�
dt =

Z T

0

�
�

1
"0

( @t J ; grad � )0

�
dt :

D'apr�esle lemme12.8,comme@2
t E(: ; t) 2 H 0, pour tout t, on a �egalement div (@2

t E(: ; t)) 2 H � 1(
).
Comme � (: ; t) 2 H 1

0(
), on peut alors �ecrire :

Z T

0

�
< div (@2

t E) ; � > H � 1 ;H 1
0

+ jj p jj2
0(;
 )

�
dt =

Z T

0

�
�

1
"0

< div (@t J ) ; � > H � 1 ;H 1
0

�
dt :
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Or, on a : div (@t J ) = @t div J = � @2
t � 2 L 2( 0; T ; L 2

(
 ) (
) ) d'apr�es (1.6). De plus, comme

div E = �=" 0, alors : div (@2
t E) = @2

t �=" 0 2 L 2( 0; T ; L 2
(
 ) (
) ). Finalement, on aboutit �a :

Z T

0
jj p(:; t) jj2

0 ( ; 
 ) dt = 0:

�
On en d�eduit que lorsque@2

t � 2 L 2( 0; T ; L 2
(
 ) (
) ), (FVAM) est �equivalent �a (FVA 1

2M).

Prop osition 12.10 Supposonsque@t J 2 L 2( 0; T ; L 2(
) ) et @t � 2 C0 ( 0; T ; L 2
(
 ) (
) ) satisfont

l' �equationde la charge.Soit ( E0 ; E1 ) 2 X 0
E ( ; 
 ) � L 2(
) . La formulation variationnel le (FVAM) ad-

met une uniquesolution telle quep � 0 et ( E ; @t E) 2 C0( 0; T ; X 0
E ( ; 
 ) )� C0( 0; T ; H ( div (
 ) ; 
 ) ).

D�emonstra tion. � Pour l'existence,notonsqu'avecleshypoth�esessur lesdonn�eeset lesconditions
initiales, d'apr�es la proposition 12.3, le th�eor�eme 12.4, et le corollaire 12.5, il existe une unique
solution �a (FV) telle que (E; @t E) 2 C0(0 T; X 0

E(;
 ) ) � C0(0; T; H (div (
 ) ; 
)). On remarquealors que
(E; 0) est aussisolution de (FVAM).
� Montrons l'unicit �e : soient deux solutions de (FVAM) ( E1 ; p1 ) et ( E2 ; p2 ). Alors le couple
( E ; p) = ( E1 � E2 ; p1 � p2 ) v�eri�e :
8
><

>:

@2
t ( E ; F )0 + c2 ( rot E ; rot F )0 + c2 ( div E ; div F )0(;
 ) + ( p; div F )0(;
 ) = 0; 8F 2 X 0

E ( ; 
 ) ;

( div E; q)0(;
 ) = 0; 8 q 2 L 2
(
 ) (
) :

D'apr�esla proposition 12.9, comme0 2 H 2, on a p � 0. D'apr�es la secondeligne, (div E; div F )0(;
 )
est nul. Il reste donc :

8
<

:

< @2
t E; F > H 0 ; H + c2 (rot E ; rot F )0 = 0; 8 F 2 X 0

E ( ; 
 ) ;

div E = 0;

avecH = H 0(rot ; 
). Pour seramener �a (FV) aveccommedonn�eeJ = 0, on proc�edecommesuit :
Soit w 2 H 0(rot ; 
). Il existe un unique � w 2 H 1

0(
) tel que : � � w = div w. On a alors
v = w � grad � w 2 X 0

E ( ; 
 ) , puisque div v = 0, et rot v = rot w. En prenant F = v, on trouve
alors :

< @2
t E; w > H 0 ; H � < @2

t E; grad � w > H 0 ; H + c2 (rot E ; rot v )0 = 0;
< @2

t E; w > H 0 ; H � < div ( @2
t E) ; � w > H � 1 ; H 1

0
+ c2 (rot E; rot w )0 = 0, d'apr�es le lemme 12.8,

< @2
t E; w > H 0 ; H + c2 (rot E; rot w )0 = 0, commediv E = 0:

La derni�ere ligne correspond �a (FV) puisqu'elle est valable pour tous w 2 H 0(rot ; 
).
�

Th �eor �eme 12.11 Supposonsque @t J 2 L 2( 0; T ; L 2(
) ) et @2
t � 2 L 2 ( 0; T ; L 2

(
 ) (
) ) satisfont

l' �equation de la charge. Soit ( E0 ; E1 ) 2 X 0
E ( ; 
 ) � L 2(
) . Alors (FVAM) est �equivalente�a (PE).

D�emonstra tion. Avec ces hypoth�eses,d'apr�es la proposition 12.9, (FVAM) est �equivalent �a
(FVA 1

2M), qui est �equivalent �a (PE) d'apr�es le th�eor�eme12.7.
�
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Remarque 12.12 Voir aussi [13], pour une r�esolution directe de la (FVAM), lorsque la relation
de conservation de la charge n'est pas v�eri� �ee.

D'apr�es la proposition 12.10 et le th�eor�eme 12.11, avec les bonnes hypoth�esessur les donn�ees,
(FVAM) est�equivalent �a (PE). On peut doncapprocher la solution de(PE) endiscr�etisant (FVAM),
par exempleavec les �el�ements �nis de Taylor-Hood Pk+1 -Pk .

Consid�eronsalors les hypoth�esessuivantes sur les donn�eeset sur les conditions initiales :

@t J 2 L 2( 0; T ; L 2(
) ) ;

@2
t � 2 L 2( 0; T ; L 2

(
 ) (
) ) ;

J et � satisfont (1.6) : div J + @t � = 0;

( E0 ; E1 ) 2 X 0
E ( ; 
 ) � L 2(
) ; :

(12.37)

On a trois m�ethodesde calcul du champ �electrique :
- R�esoudre(FV) dans H 0(rot ; 
) (proposition 12.3, th�eor�eme12.4),
- R�esoudre(FVA) dans X 0

E ( ; 
 ) (proposition 12.6, th�eor�eme12.7),

- R�esoudre(FVAM) dans X 0
E ( ; 
 ) � L 2

(
 ) (
) (proposition 12.10, th�eor�eme12.11).

12.2.5 Existence d'une fron ti �ere arti�cielle

Supposonsmaintenant qu'il existe une fronti �ere arti�cielle � A . Nous allons intro duire la condi-
tion de Silver-M•uller (12.12) dans la formulation variationnelle mixte augment�ee.En d�erivant cette
condition par rapport au temps, on a :

r
� 0

"0
@t (H � � ) = � @t ((E � � ) � � ) +

r
� 0

"0
@t (h � � � ) sur � A :

On �elimine ensuite le terme @t (H � � ) en prenant la trace tangentielle (i.e. : � � j � A
) de l' �equation

de Maxwell-Faraday (12.2), soit :

r
� 0

"0
@t (H � � ) j � A

+ crot (E � � ) j � A
= 0:

On obtient alors commecondition aux limites pour E sur � A , l'expression:

@t ((E � � ) � � ) � crot (E � � ) =
r

� 0

"0
@t (h � � � ) :

En cons�equence,on doit ajouter deux termes suppl�ementaires dans la formulation variationnelle.
Cestermes proviennent de la formule d'in t�egration par parties sur le terme en rot rot :

c2 < rot (rot E) ; F > = c2
Z



rot E : rot F d
 � c2

Z

@

(rot E � � ) : F d� :
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Or, on a :

� c2
Z

@

(rot E � � ) : F d� = � c2

Z

� C

(rot E � � ) : F d� � c2
Z

� A

(rot E � � ) : F d� ;

= c2
Z

� C

rot E: (F � � ) d� � c2
Z

� A

(rot E � � ) : F d� ;

= � c2
Z

� A

(rot E � � ) : F d�, si F 2 H A (rot ; 
) ;

= � c
Z

� A

((@t E � � ) � � ) : F d� +
1
"0

Z

� A

@t (h � � � ) : F d� ;

= c
Z

� A

(@t E � � ) : (F � � ) d� +
1
"0

Z

� A

@t (h � � � ) : F d� :

La formulation variationnelle (FVAM) ser�e�ecrit alors :
Trouver (E(:; t) ; p(:t)) 2 X A

E ( ; 
 ) � L 2
(
 ) (
) tel que :

d2

dt2 ( E ; F )0 + c
Z

� A

(@t E � � ) : (F � � ) d� + c2 ( E ; F )X 0
E ( ; 
 )

+ ( p; div F )0 ( ; 
 ) = �
1
"0

( @t J ; F )0 +
c2

"0
( � ; div F )0 ( ; 
 )

�
1
"0

Z

� A

@t (h � � � ) : F d� ; 8 F 2 XE ( ; 
 ) (12.38)

(div E ; q)0 ( ; 
 ) =
1
"0

(� ; q)0 ( ; 
 ) ; 8 q 2 L 2
(
 ) (
) ; (12.39)

E( : ; 0) = E0 ; @t E( : ; 0) = E1 : (12.40)

12.3 Champ magn �etique : form ulation variationnelle

De même que pour le champ �electrique, on peut modi�er le syst�eme (12.1)-(12.4), de fa�con �a
n'avoir �a r�esoudrequ'un probl�emed�ependant de H . Rappelonsque le produit scalairedansX 0

E ( ; 
 )

et dansX 0
H ( ; 
 ) est le même.La proposition suivante semontre de la mêmefa�con que la proposition

(12.2).

Prop osition 12.13 Dans le probl�eme de premier ordre en temps(12.1)-(12.4), on peut remplacer
(12.2) par les trois conditions suivantes:

@2
t H + c2 rot ( (rot H � J ) ) = 0; dans 
 , pour t 2 ]0; T[ ; (12.41)

" � 1
0 (rot H � J ) � � = 0; sur @
 , pour t 2 ]0; T[ ; (12.42)

@t H(:; 0) = H 1 := � � � 1
0 rot E0, dans 
 , �a t = 0: (12.43)
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La formulation variationnelle mixte augment�eecorrespondant �a ce probl�emes'�ecrit :
Trouver (H (:; t) ; p(:; t)) 2 X A

H ( ; 
 ) � L 2
(
 ) (
) tel que :

d2

dt2 ( H ; F )0 + c
Z

� A

(@t H � � ) : (F � � ) d� + c2 ( H ; F )X 0
H ( ; 
 )

+ ( p; div F )0 ( ; 
 ) = c2 ( J ; rot F )0 +
1
� 0

Z

� A

@t (e� � � ) : F d� ; 8 F 2 XH ( ; 
 ) (12.44)

(div H ; q)0 ( ; 
 ) = 0; 8 q 2 L 2
(
 ) (
) ; (12.45)

H( : ; 0) = H 0 ; @t H( : ; 0) = H 1 : (12.46)

�A notre connaissance,il n'existe pas de travaux publi�es �etablissant que X 0
H ;
 \ H 1(
) soit dense

dans X 0
H ;
 . N�eanmoins d'apr�es M. Dauge (communication priv �ee), ce r�esultat est vrai sous des

hypoth�esessur 
 semblables �a cellesqui permettent de retrouver la densit�e de X 0
E;
 \ H 1(
) dans

X 0
E;
 .

12.4 Semi-discr �etisation en temps

Lorsque nous avons �etudi�e le probl�emequasi-statique, nous avons obtenu une discr�etisation en
espacedes �equations de Maxwell. Il ne nous reste qu'�a �etudier la discr�etisation en temps. Pour
cel�a, on utilise un sch�ema expicite, centr �e de secondordre en temps. Soit T le temps �nal et N t

tel que : T = Nt � t , o�u Nt 2 N� et � t > 0 est le pas de temps choisi. Posons tn = n � t,
tn+1 =2 = (n + 1=2) � t, et Un := U(tn ), Un+1 =2 := U(tn+1 =2). La d�eriv�eesecondede U est approch�ee
par un sch�ema de Newmark :

d2

dt2 U(tn ) =
Un+1 � 2Un + Un� 1

� t2 + O(� t2) :

La d�eriv�eepremi�ere est approch�eepar un sch�ema saute-mouton :

d
dt

U(tn ) =
Un+1 � Un� 1

2� t
+ O(� t2) :

Le champ �electriqueest d�e�ni aux instants entiers t n et le champ magn�etique est d�e�ni aux instants
demi-entiers tn+1 =2. On peut alors �ecrire les sch�emassemi-discr�etis�es en temps suivants :
� Pour le champ �electrique :
Pour tout n 2 f 0; :::; Nt g, trouver (En+1 ; pn+1 ) 2 X A

E ( ; 
 ) � L 2
(
 ) (
) tel que : 8 F 2 X A

E ( ; 
 ) ,

1
� t2 ( En+1 � 2En + En� 1 ; F )0 +

c
2� t

Z

� A

((En+1 � En� 1) � � ) : (F � � ) d�

+ c2 ( En ; F )X 0
E ( ; 
 )

+ ( pn+1 ; div F )0 ( ; 
 )

= �
1

"0 � t
( J n+1 =2 � J n� 1=2 ; F )0 +

c2

"0
( � n ; div F )0 ( ; 
 )

�
1

� t

Z

� A

��
1
"0

(hn+1 =2 � hn� 1=2) +
�

en+1 � en� 1

2
� �

� �
� �

�
: F d�

:= L n ( F ) ;

(12.47)
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et 8 q 2 L 2
(
 ) (
),

(div En+1 ; q)0 ( ; 
 ) =
1
"0

(� n+1 ; q)0 ( ; 
 ) ; (12.48)

avec les donn�eesinitiales :

E0 = E0 ; E� 1 = E0 � � t E1 ; p0 = 0: (12.49)

� Pour le champ magn�etique :
Pour tout n 2 f 0; :::; Nt g, trouver (H n+3 =2 ; pn+3 =2) 2 XH ( ; 
 ) � L 2

(
 ) (
) tel que : 8 F 2 X A
E ( ; 
 ) ,

1
� t2 (H n+3 =2 � 2H n+1 =2 + H n� 1=2; F )0 +

c
2� t

Z

� A

((H n+1 =2 + H n� 1=2) � � ):(F � � ) d�

+ c2 ( H n+1 =2 ; F )X 0
E ( ; 
 )

+ ( pn+1 =2 ; div F )0 ( ; 
 ) = c2 ( J n+1 =2 ; rot F )0

�
1

� 0 � t

Z

� A

" 
1
"0

(en+1 � en ) +
r

� 0

"0

 
hn+1 =2 � hn� 1=2

2
� �

!!

� �

#

: F d�

:= M n+1 =2(F ) ;
(12.50)

et, 8 q 2 L 2
(
 ) (
),

(div H n+3 =2 ; q)0 ( ; 
 ) = 0; (12.51)

avec les conditions initiales :

H 1=2 = H 0 �
� t
2

H 1 ; H � 1=2 = H 0 +
� t
2

H 1 ; p0 = 0: (12.52)

12.5 Discr �etisation compl �ete

Nous allons maintenant discr�etiser les sch�emasen espace,a�n d'avoir �a r�esoudreun syst�eme
matriciel �a chaquepasde temps.Commenousavonsbeaucoupd�etaill�e la discr�etisation du probl�eme
statique (chapitres 10 et 11 pour le champ �electrique, section 16.3 de la partie IV pour le champ
magn�etique), nous ne donnonsici que de br�eves indications pour la construction desmatrices.

12.5.1 �Elimination des CL presque essentielles

Si 
 n'est pas convexe,X A ; R
E (r esp: X A ; R

H ) n'est pas densedans X A
E (r esp: X A

H ). En revanche,
pour 1 � � < 
 < 1, X A ; R

E est densedans X A
E ; 
 . On n'a pas de preuve que X A ; R

H soit densedans
X A

H ; 
 , n�eanmoins,on supposeque c'est vrai pour 1 � � < 
 < 1 (cf M. Dauge, communication

priv �ee). Pour discr�etiser X A ; R
E , on proc�edede la mêmefa�con que pour discr�etiser X 0 ; R

E , ce qui est
expliqu�e au paragraphe 10.4. Pour simpli�er les notations, on ne di� �erencie par le cas o�u 
 est
convexe (calcul dans X 0

E et X 0
H ) du caso�u 
 n'est pas convexe (calcul dans X 0

E ; 
 et X 0
H ; 
 ).

Soit X A ; R
E ; k (r esp: X A ; R

H ; k ) l'espaceX A ; R
E (r esp: X A ; R

H ) discr�etis�e par les �el�ements �nis de La-
grangePk :

X A ; R
E ; k := f vh 2 Xk j vh � � j � C

= 0g;

X A ; R
H ; k := f vh 2 Xk j vh : � j � C

= 0g:
(12.53)
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Par construction, X A ; R
E ; k 2 H 1(
) (r esp:X A ; R

H ; k 2 H 1(
)) et est conformedansX A ; R
E (r esp:X A ; R

H ).
On va expliquer comment discr�etiser la formulation variationnelle augment�eemixte (12.38)-(12.39)
(r esp:(12.44)-(12.45))par les�el�ements �nis de Taylor-Hood dansX A ; R

E ; k+1 � Vk (r esp:X A ; R
H ; k+1 � Vk).

On supposeque � A est un plan, et que la fronti �ere � C [ � A ne contient g�eom�etriquement que
despoints d'arêtesou de coins.
� Soit IA l'ensemble des indices des NA points du bord appartenant �a � A . Pour cespoints, on ne
proc�ederapas �a la pseudo-�elimination. On compl�ete alors l'ensemble desindices I 
 en Io := I 
 [ IA ,
et on restreint l'ensemble des indices I f �a I f nIA .
� Les coins appartenant �a � C [ � A sont interpr�et�es comme �etant des points d'arêtes de � C . On
suppose qu'il y en a Na;AC , indic�es par Ia;AC . Il reste donc Nc0 := Nc � Na;AC coins et on a
Na + Na;AC points d'arêtes.On restreint l'ensemble desindices I c �a Ic0 := IcnIa;AC , et on compl�ete
l'ensemble des indices Ia par Ia [ Ia;AC .
� Les points d'arêtes de � C [ � A sont interpr�et�es comme �etant des points de face de � C . On
suppose qu'il y en a Nf ;AC , indic�es par I f ;AC . Il reste donc Na0 := Na + Na;AC � Nf ;AC . On
restreint l'ensemble des indices Ia [ Ia;AC : Ia0 := (I a [ Ia;AC )nI f ;AC , et on compl�ete l'ensemble des
indices I f nIA par I f 0 := (I f nIA ) [ I f ;AC . Par la suite, on pose: Nac0 := Na0 + Nc0 et Iac0 := Ia0 [ Ic0.
On en d�eduit que l'espaceX A ; R

E ; k , l'espaceX A ; R
E discr�etis�e par les�el�ements �nis de LagrangePk est

dedimension�nie 3N � 2Nf 0 � 3Nac0 (voir le paragraphe10.4.1)De même,l'espaceX A ; R
H ; k , l'espace

X A ; R
H discr�etis�e par les�el�ements �nis deLagrangePk estdedimension�nie 3N � Nf 0 � 2Na0 � 3Nc0

(voir le paragraphe16.3.2de la partie IV).
Soient BA , et B 0

A les basesde Xk suivantes :

BA := (v i ; � ) i 2 Io [ Iac 0 ; � 2f 1;2;3g [ (vi � �
i ) i 2 I f 0 ; � 2f 1;2g [ (vi � i ) i 2 I f 0

B 0
A := (v i ; � ) i 2 Io [ Ic0 ; � 2f 1;2;3g [ (vi � �

i ) i 2 I f 0 ; � 2f 1;2g [ (vi � i ) i 2 I f 0

[ (vi � i ) i 2 Ia0 [ (vi � �
i ) i 2 Ia0 ; � 2f 1;2g :

(12.54)

On d�ecomposerales �el�ements de X A ; R
E ; k dans BA et ceux de X A ; R

E ; k dans B 0
A Pour la signi�cation de

(vi � i ) i 2 Ia0 [ (vi � �
i ) i 2 Ia0 ; � 2f 1;2g, on revoit le lecteur au paragraphe 16.3.2 de la partie IV : � i est

un vecteur directeur de l'ar ête sur laquelle se trouve M i , et on cr�ee les vecteurs � �
i de sorte que

(� i ; � 1
i ; � 2

i ) forme une baseorthonorm�eedirecte.
On reprend la structure par bloc, d�etaill�ee au paragraphe 10.4.1 pour le champ �electrique et

au paragraphe 16.3.2 de la partie IV pour le champ magn�etique, en rempla�cant I 
 par Io, I f par
I f 0, Iac par Iac0, Ia par Ia0, Ic par Ic0. Soit AA 2 (R3� 3)N� N (r esp: A0

A 2 (R3� 3)N� N ) la matrice des
produits scalairesX 0

E ( ; 
 ) des�el�ements de la baseBA .

AA =

0

@
Ao ; o Ao ; � 0
A � ; o A � ; � 0

0 0 Iac0 ; ac0

1

A ; A0
A =

0

B
B
@

A0
o; o A0

o ; � A0
o ; � a

0
A � ; o A � ; � A � ; � a 0
A � a ; o A � a ; � A � a ; � a 0

0 0 0 I c0 ; c0

1

C
C
A ;

o�u Iac0 ; ac0 est la matrice identit �e de (R3� 3)Nac 0� Nac 0, et I c0 ; c0 est la matrice identit �e de (R3� 3)Nc0� Nc0.
Nous ne d�etaillons pas les calculs de cesmatrices car ils sont similaires �a ceux des matrice A 0 et
A0

0. On cr�ee exactement de la même fa�con M A 2 (R3� 3)N� N et M0
A 2 (R3� 3)N� N , les matrices de
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massedesprobl�emes�electrique et magn�etique, en rempla�cant le produit scalairedans X 0
E ( ; 
 ) par

le produit scalaireL 2(
).
Construisons M � A 2 (R3� 3)N� N , la matrice qui correspond aux produits scalairesL 2

t (� A ) des
composantes tangentielles sur � A desfonctions de base(v i ; � ) i 2 IA ; � 2f 1;2;3g. On a :

M i ; j
� A

=
X

Fq j M i ; M j 2 Fq

 Z

Fq

vi vj d� (I3 � � q : � T
q )

!

; 8 i ; j 2 IA ;

= � ij I3 sinon.

ConstruisonsCA et C0
A 2 ( R1� 3 )N1 � 3N les matrices desproduits mixtes :

� Soit CA 2 ( R1� 3 )N1 � 3N la matrice compos�eedessous-blocs Ci 1 ; j
A 2 R1� 3 tels que :

8 i1 2 I1 ; 8 j 2 Io Ci 1 ; j
A =

�
( @1vj ; ui 1 )0( ; 
 ) ( @2vj ; ui 1 )0 ; 
 ( @3vj ; ui 1 )0( ; 
 )

�
;

8 i1 2 I1 ; 8 j 2 Iac0 Ci 1 ; j
A ( ; 
 ) =

�
0 0 0

�
;

8 i1 2 I1 ; 8 j 2 I f 0 Ci 1 ; j
A ( ; 
 ) =

�
0 0 ( @� j vj ; ui 1 )0( ; 
 )

�
:

� Soit C0
A 2 ( R1� 3 )N1 � 3N la matrice compos�eedessous-blocs (C0

A ( ; 
 ))
i 1 ; j 2 R1� 3 tels que :

8 i1 2 I1 ; 8 j 2 Io [ Ic0 (C0
A ) i 1 ; j = Ci 1 ; j

A ;

8 i1 2 I1 ; 8 j 2 I f 0 (C0
A ( ; 
 ))

i 1 ; j =
�

( @� 1
j
vj ; ui 1 )0( ; 
 ) ( @� 2

j
vj ; ui 1 )0( ; 
 ) 0

�
;

8 i1 2 I1 ; 8 j 2 Ia0 (C0
A ( ; 
 ))

i 1 ; j =
�

( @� j vj ; ui 1 )0( ; 
 ) 0 0
�

:

12.5.2 Formation des second-mem bres

Nousavonsform�e toutes lesmatrices du membre principal de la discr�etisation de (12.38)-(12.39)
(r esp: (12.44)-(12.45)). Il ne nous reste plus qu'�a former les second-membres.

Soit n 2 f 0; :::; Nt g. On appelle Ln 2 R3 N le vecteur tel que :
- 8i 2 Io, Ln

i = ( L n (vi e1) ; L n(vi e2) ; L n(vi e3) )T ,
- 8i 2 I f 0, Ln

i = ( 0; 0; L n(vi � i ) )T ,
- 8i 2 Iac0, Ln

i = ( 0; 0; 0)T .
Soit n 2 f 0; :::; Nt g. On appelle Rn+1 2 RN1 le vecteur tel que :

- 8i 2 I1, Rn+1 = ( � n+1 ; ui 1 )0 ( ; 
 )="0 .
Soit n 2 f 0; :::; Nt g. On appelle Mn+1 =2 2 R3 N le vecteur tel que :

- 8i 2 Io, Mn+1 =2
i = ( M n+1 =2(vi e1) ; M n+1 =2(vi e2) ; M n+1 =2(vi e3) )T ,

- 8i 2 I f 0, Mn+1 =2
i = ( M n+1 =2(vi � 1

i ) ; M n+1 =2(vi � 2
i ) ; 0)T ,

- 8i 2 Ia0, Mn+1 =2
i = ( M n+1 =2(vi � i ) ; 0; 0)T ,

- 8i 2 Ic0, Mn+1 =2
i = ( 0; 0; 0)T .

12.5.3 Champ �electromagn �etique

Soit E0 et E� 1 les d�ecompositions de � k+1 (E0) et � k+1 (E� 1) dans la baseBA . De même, on
consid�ere H1=2 et H� 1=2 les d�ecompositions de � k+1 (H 1=2) et � k+1 (H � 1=2) dans la baseB 0

A . Pour
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n 2 f 1; :::; Nt + 1g, on d�esignepar En (r esp: Hn+1 =2) la d�ecomposition de En
h (r esp: H n+1 =2

h ) dans
la baseBA (r esp: B 0

A ), on d�esignepar pn 2 RN1 la d�ecomposition de ph (pour le champ �electrique
ou magn�etique) dans la basede Vk .

La FVAM (12.38)-(12.39) discr�etis�ee par un sch�ema explicite en temps et par les �el�ements
�nis de Taylor-Hood Pk+1 -Pk dans X 0 ; R

E ; k � Vk s'�ecrit alors : Pour tout n 2 f 0; :::; Ng, trouver

(En+1 � pn+1 ) 2 X 0 ; R
E ; k+1 � Vk tel que :

( MA +
c� t

2
M � A ) En+1 + CT

A pn+1 = L
0n ;

CA En+1 = Rn+1 ;
(12.55)

avec : L
0n := � t2 Ln +

�
2MA � c2 � t2 AA

�
En � ( MA �

c� t
2

M � A ) En� 1.

L'algorithme de r�esolution �a chaque pas de temps est le suivant :

- R�esoudre ( M A +
c� t

2
M � A ) E0 = L

0n ;

- R�esoudre ( CA ( MA +
c� t

2
M � A )� 1 CT

A ) pn+1 = CA E0 � Rn+1 ;

- R�esoudre ( M A +
c� t

2
M � A ) En+1 = L

0n � CT
A pn+1 .

La FVAM (12.44)-(12.45) discr�etis�ee par un sch�ema explicite en temps et par les �el�ements
�nis de Taylor-Hood Pk+1 -Pk dans X 0 ; R

H ; k+1 � Vk s'�ecrit alors : Pour tout n 2 f 0; :::; Ng, trouver

(Hn+1 � pn+1 ) 2 X 0 ; R
E ; k � Vk tel que :

( M0
A +

c� t
2

M0
� A

) Hn+1 =2 + C
0T
A pn+1 = M

0n+1 =2 ;

C0
A Hn+1 = 0;

(12.56)

avec : M
0n+1 =2 := � t2 Mn+1 =2 +

�
2M0

A � c2 � t2 A0
A

�
Hn+1 =2 � ( M0

A �
c� t

2
M0

� A
) Hn� 1=2.

L'algorithme de r�esolution �a chaque pas de temps est le suivant :

- R�esoudre ( M 0
A +

c� t
2

M0
� A

) H0 = M
0n+1 =2 ;

- R�esoudre ( C0
A ( M0

A +
c� t

2
M0

� A
)� 1 C

0T
A ) pn+1 = C0

A H0;

- R�esoudre ( M 0
A +

c� t
2

M0
� A

) Hn+3 =2 = M
0n+1 =2 � C

0T
A pn+1 .

A�n d'avoir un algorithme de calcul rapide, il est int�eressant de modi�er lesmatrices de masses
(qui sont creuses)pour obtenir des matrices diagonales.En P1 (la discr�etisation se fait alors sans
multiplicateur de Lagrange), on a la formule de quadrature suivante, exacte pour f un polynôme
P1 sur Tl :

Z

Tl

f @
 =
jTl j
4

4X

i =1

f (Si ) ;
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o�u les Si sont les sommetsde Tl . D'apr�es la section 15.5 de la partie IV, on peut construire des
matrices de massediagonales eMA et eM � A pour le champ �electrique (r esp: eM0

A et eM0
� A

pour le
champ magn�etique) �equivalentes �a M A et M � A (r esp:M0

A et M0
� A

). En revanche, pour les�el�ements
�nis P2, la seuleformule de quadrature exactepour les polynômesP2 faisant intervenir les noeuds
P2 est la suivante : pour f un polynôme P2 sur Tl :

Z

Tl

f @
 =
jTl j
6

6X

i 0=1

f (Si 0) ;

o�u lesSi 0 sont lesmilieux desarêtesde Tl . Ainsi, danscette formule de quadrature, lespoidsassoci�es
aux sommetsde Tl sont nuls. Ceci a pour cons�equenceque la matrice diagonale associ�ee �a cette
formule a desz�erossur la diagonale,et n'est donc pas inversible.Dans [45], G. Cohenproposealors
une nouvelle famille d'�el�ements �nis : les �el�ements eP2 tels que : P2 � eP2 � P4 (voir le paragraphe
15.3.4 de la partie IV), qui contiennent vingt-trois �el�ements par t�etra�edre (voir la �gure 15.3), et
dont la formule de quadrature exactepour un polynôme P4 sur Tl est telle que :

Z

Tl

f @
 =
23X

i =1

! i f (M i ) ;

o�u les (M i ) i =1 ;:::;23 sont les points eP2 du t�etra�edre, et les poids ! i associ�es sont tous strictement
positifs. Il est important de noter que les formules de quadrature en eP1 et en eP2 pr�eservent l'ordre
de convergence.

12.5.4 �Etude de la stabilit �e

Commeon utilise un sch�ema explicite, on doit imposerune condition de stabilit �e (condition de
type CFL) sur le pas de temps. Pour obtenir cette condition, on d�erive des identit �es d'�energie �a
partir des formulations variationnelles discr�etes.Dans le caso�u � et J sont nuls, on peut r�e�ecrire
la formulation variationnelle augment�ee (FVA) totalement discr�etis�e sousla forme :
Pour tout n, trouver En+1

h 2 X 0 ; R
E ; k tel que : 8Fh 2 X 0 ; R

E ; k ,

( En+1
h � 2En

h + En� 1
h ; Fh )0

� t2 + c2( En
h ; Fh )X 0

E ; ( 
 )
= 0:

Consid�erons Fh =
En+1

h � En� 1
h

2� t
, qui correspond �a la discr�etisation de @t E, qu'on met sous la

forme :
En+1

h � En
h

2� t
+

En
h � En� 1

h

2� t
:

On utilise alors l'identit �e :

( En+1
h � 2En

h + En� 1
h ; En+1

h � En
h )0 = jj En+1

h � En
h jj0 � jj En

h � En� 1
h jj0 ;

de sorte que la FVA totalement discr�etis�ee ser�e�ecrive :

1
2� t

0

@

�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
En+1

h � En
h

� t

�
�
�
�
�

�
�
�
�
�

2

0

�

�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
En

h � En� 1
h

� t

�
�
�
�
�

�
�
�
�
�

2

0

+ c2 (En+1
h ; En

h )X 0
E ; ( 
 )

� c2 (En
h ; En� 1

h )X 0
E ; ( 
 )

1

A = 0:

(12.57)
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On d�e�nit la quantit �e discr�ete W n+1 , qui a la dimension d'une �energie,par :

W n+1 =
1
2

�
�
�
�
�

�
�
�
�
�

En+1
h � En

h

� t

�
�
�
�
�

�
�
�
�
�

2

0

+
c2

2
(En+1

h ; En
h )X 0

E ; ( 
 )
; (12.58)

de sorte que l'identit �e (12.57) s'�ecrit :

1
� t

�
W n+1 � W n �

= 0;

ce qui traduit la conservation d'une �energie. Mais on n'a pas garantit la positivit �e de l' �energie.
Consid�erons la propri �et�e suivante, valable pour toute forme bilin �eaire sym�etrique A :

A (u ; v) =
1
4

(A (u + v ; u + v) � A (u � v ; u � v ))

= A
�

u + v
2

;
u + v

2

�
�

� t2

4
A

�
u � v

� t
;

u � v
� t

�
;

appliqu�eepour le produit scalairedans X 0
E ( ; 
 ) pour u = En+1

h et v = En
h . On a alors :

2W n+1 =

�
�
�
�
�

�
�
�
�
�

En+1
h � En

h

� t

�
�
�
�
�

�
�
�
�
�

2

0

+ c2

�
�
�
�
�

�
�
�
�
�

En+1
h � En

h

2

�
�
�
�
�

�
�
�
�
�

2

X 0
E ; ( 
 )

�
c2 � t2

4

�
�
�
�
�

�
�
�
�
�

En+1
h � En

h

� t

�
�
�
�
�

�
�
�
�
�

2

X 0
E ; ( 
 )

:

Consid�erons� max , la plus grande valeur propre du probl�emeaux valeurs propres suivants :
Trouver (� ; Eh) 2 R+ � X 0 ; R

E ; k tel que : 8 Fh 2 X 0 ; R
E ; k ,

( Eh ; Fh )X 0
E ( ; 
 )

= � (Eh ; Fh)0 :

� max est caract�eris�ee par :

� max = max
F h 2X 0 ; R

E ; k

jj Fh jj2
X 0

E ( ; 
 )

jj Fh jj2
0

:

On en d�eduit l'in �egalit�e suivante :

jj En+1
h � En

h jj2
X 0

E ( ; 
 )
� � max jj En+1

h � En
h jj2

0 ;

ce que nous permet d'obtenir que W n+1 satisfait l'in �egalit�e :

2W n+1 �
�

1 � c2 � t2

4
� max

� �
�
�
�
�

�
�
�
�
�

En+1
h � En

h

� t

�
�
�
�
�

�
�
�
�
�

2

0

+ c2

�
�
�
�
�

�
�
�
�
�

En+1
h � En

h

2

�
�
�
�
�

�
�
�
�
�

2

X 0
E ; ( 
 )

:

Ainsi, la condition su�san te de positivit �e de W n+1 est :

1 � c2 � t2

4
� max � 0 :

En pratique, on ne calcule pas � . On peut montrer que :

� max �
K 2

r 2
h

;
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o�u K > 0 est une constante qui d�epend de la g�eom�etrie du maillage ainsi quedu degr�e des�el�ements
�nis ; et r h est la valeur minimale des rayons dessph�eresinscrites des t�etra�edres.On choisit alors
le pas de temps � t de sorte que la condition su�san te de stabilit �e suivante soit v�eri� �ee :

� t <
2rh

cK
: (12.59)

C'est une stabilit �e de type L 2.

12.6 Pr �esentation du code de calcul

Le code de calcul, impl�ement�e en Fortran 77 a �et�e int�egralement r�ealis�e par l'auteur, aid�ee de
P. Ciarlet, Jr. pour certains aspects algorithmiques.

A�n d'optimiser le côut m�emoire, nous avons utilis �e des structures de stockage de type ma-
trices creuses.Il faut construire les fonctions de multiplications matrice-matrice et matrice-vecteur
correspondantes.

Deux typesde solveurs ont �et�e choisis :
- Pour lespetits syst�emes(au plus, desmatrices carr�eesde taille 30� 30), nousutilisons l'algorithme
du pivot de Gauss,
- Pour lesgrossyst�emes,nousutilisons l'algorithme du gradient conjugu�e,�eventuellement pr�econditionn�e.

Pour construire les matrices �el�ements �nis, nous proc�edonsen suivant ces�etapes :
- Pour le t�etra�edre de r�ef�erence,on cr�ee les coordonn�eesbarycentriques desdegr�esde lib ert�e et les
fonctions de baseassoci�ees.
- Dansunebouclesur lest�etra�edres,on calculelesfonctions debaseP1, cequi nouspermet d'obtenir
lesvaleursdesfonctions de baselocaleet/ou de leurs gradients aux points d'in t�egration num�erique.
On remplit ensuite les �el�ements desmatrices.

Une fois lesmatrices�el�ements �nis cr�e�ees,il faut �eliminer lesdegr�esdelib ert�edu bord suppl�ementaires,
a�n de satisfaire la condition aux limites E � � j � C

= 0 ou B : � j � C
= 0. Pour cela, on proc�ede en

s�electionnant pour chaque noeud les 3 lignes et les 3 colonnesqui lui correspondent. Puis on fait
un changement de baselocale, commec'est expliqu�e dans le paragraphe10.4.1.

Sur la �gure 12.1, nous avons repr�esent�e sch�ematiquement l'arb orescencedu code du calcul.



228 CHAPITRE 12. LE PR OBL �EME TEMPOREL 3D

�el�ements �nis

et du secondmembre,
Calcul de l' �energieetc.

Calcul du champ �electromagn�etique
et �eventuellement du multiplicateur
de Lagrange.

du stockage
creux.

Construction
du second
membre.

B
ou

cl
e

en
te

m
ps

Pr�eparation Construction
desvecteurs
de donn�ees.

Construction
desmatrices

Mise �a jour desdonn�ees,

Fig. 12.1 { Sch�ema du code de calcul.



Chapitre 13

Probl �eme temp orel 3D : r �esultats
num �eriques

13.1 M �etho de avec CL essentielles

Pour tester le code, on commencepar r�esoudrele probl�eme acad�emique suivant : une cavit �e
r�esonnante cubique de longueur L = 1 m, c'est-�a-dire un domaine 
 en forme de cube dont la
fronti �ere @
 est un conducteur parfait (ce test est propos�e par �E. Heintz�e dans [69]) :
Trouver E 2 X 0

E et H 2 X 0
H tels que :

8F 2 X 0
E ; @2

t (E; F )0 + c2 (E; F )X 0
E

= 0;

8F 2 X 0
H ; @2

t (H ; F )0 + c2 (H ; F )X 0
H

= 0;
(13.1)

o�u c est la vitessede la lumi�eredans le vide, avec lesconditions initiales �a divergenceet rotationnel
nuls ci-dessous:

E0 =

0

@
cos(� x) sin(� y) sin(� 2� z)
sin(� x) cos(� y) sin(� 2� z)
sin(� x) sin(� y) cos(� 2� z)

1

A ; @t E0 = 0;

et :

H 0 =
3�

� 0 !
sin(! t)

0

@
� sin(� x) cos(� y) cos(� 2� z)
cos(� x) sin(� y) cos(� 2� z)

0

1

A ; @t H 0 = 0;

o�u ! � 2:3 GHz. Cesconditions initiales v�eri�en t bien les conditions aux limites (12.6) et (12.10)
requises,ainsi que les �equations de Maxwell dans le vide. La solution exacteest alors la suivante :

E(t) = cos(! t)

0

@
cos(� x) sin(� y) sin(� 2� z)
sin(� x) cos(� y) sin(� 2� z)
sin(� x) sin(� y) cos(� 2� z)

1

A ; H(t) =
3�

� 0 !
sin(! t)

0

@
� sin(� x) cos(� y) cos(� 2� z)
cos(� x) sin(� y) cos(� 2� z)

0

1

A :

Chaque composante du champ �electromagn�etique est un mode propre de l' �equation desondes.La
p�eriode d'oscillations spatiale est de deux m�etres dans les directions x et y ; et de un m�etre dans
la direction z. Le calcul est fait pour un cube de 24576 t�etra�edres,soit 33 noeudspar côt�e, c'est-
�a-dire 33 noeuds par p�eriode d'oscillations dans les directions x et y ; et 16 noeuds par p�eriode
d'oscillations dans la direction z, cequi est sup�erieur �a la limite minimale heuristique de 10 noeuds
par p�eriode d'oscillations. Notons que les t�etra�edres de ce cube sont construits par division de

229
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sous-cubesidentiques. On a r h � 1:4 cm. Pour observer une oscillation compl�ete, on choisit comme
temps �nal Tf = 4 ns. Nous avons fait trois simulations :
- Approximation de la solution de 13.1 par les �el�ements �nis de LagrangeP1, not�ee(E1; B1).
- Approximation de la solution de 13.1 par les �el�ements �nis de Lagrange eP1 (�el�ements �nis P1 en
condensant la matrice de masse),not�ee (Ee1; Be1).
- Approximation de la solution de 13.1 par les �el�ements �nis de LagrangeP2, not�ee(E2; B2).
L'induction magn�etique est bien calcul�ee directement, et non par d�erivation du champ �electrique.
Pour les calculs en P1, le pas de temps est de l'ordre de 47ps, ce qui permet de respecter la
condition CFL (12.59) et d'avoir plus de 10 pasde temps de discr�etisation par p�eriode d'oscillations
temporelles.Nous avons observ�e lors des exp�eriencesnum�eriquesque la condition CFL �etait plus
restrictiv e pour les �el�ements �nis P2 que pour les �el�ements �nis P1. Ainsi, pour le calcul en P2, le
pas de temps est de l'ordre de 4:7 ps.

Sur la �gure 13.1, nous avons repr�esent�e les amplitudes relatives de E1;y (en bleu), Ee1;y (en
vert), E2;y (en noir) au point (0:19; 0:12; 0:12) en fonction du temps. Nous les comparons�a cellede
Ey (en rouge), la composante selonl'axe y de la solution exacte.Notons qu'�a cette �echelle (pr�ecision
relative �a 0.1%), les courbesde Ey (rouge) et E2;y (noire) sont confondues.Pour la courbe de E1;y

(bleue), nous constatonsun l�egerd�ephasageet une plus grande amplitude par rapport �a la courbe
de Ey . Ce d�ephasages'accentue au cours du temps. Il diminue lorsqu'on utilise les �el�ements �nis
eP1 (courbe verte), mais la di� �erenced'amplitude persiste.Les r�esultats pour le champ magn�etique

sont tr �es similaires. Nous avons aussi test�e la conservation de l' �energie discr�ete :
Wn+1 � W0

W0
.

L' �evolution temporelle de cette quantit �e pour le calcul P1 est donn�ee sur la �gure 13.2 (�a gauche
pour E1 et �a droite pour B1). Comme pr�evu, cette quantit �e est n�egligeable.Sur la �gure 13.3, on a
repr�esent�e l' �evolution temporelle de la norme L 2(
) de la divergence(normalis�eepar W0) de E1 (�a
gauche) et de B1 (�a droite). Cette quantit �e oscille au cours du temps, mais reste inf�erieure �a 1%.
La qualit �e de cette approximation est li�eeau fait que notre maillage soit tr �esr�egulier. Dans cecas,
il n'est pas n�ecessaired'utiliser un multiplicateur de Lagrangepour avoir de bons r�esultats.
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Fig. 13.1 { Amplitude relative de Eh;y .
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Fig. 13.2 { �Evolution temporelle de la conservation de l' �energiediscr�ete.
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Fig. 13.3 { �Evolution temporelle de la divergence.

13.2 M �etho de de r�egularisation �a poids

13.2.1 In tro duction

Nous allons maintenant pr�esenter un castest dans un domaine 3D singulier, dont la g�eom�etrie
est donn�ee sur la �gure 13.4. Le domaine de calcul 
 est un prisme droit pr�esentant une arête
rentrante d'angle di�edre 3� =2 (en rouge). Posons r la distance orthogonale �a l'ar ête rentrante.
Nous avons pris un poids 
 = 0:95 si r � 1 et 
 = 0 si r > 1 (dans la r�egion o�u le champ est
r�egulier). Sur la totalit �e de la fronti �erearti�cielle � A (en vert), on imposeune condition aux limites
de Silver-M•uller d'onde absorbante : e� = 0 et h � = 0. Une barre de courant traverse le prisme
et va g�en�erer un champ �electromagn�etique. Le vecteur densit�e de courant et la densit�e de charges
circulant dans la barre sont tels que :

J = 10� 5 ! sin
� � z

L

�
cos(! t) ez ; � = 10� 5 �

L
cos

� � z
L

�
sin(! t) ;

avec ! � 2:5 GHz. Le courant est d'in tensit�e maximale au milieu du prisme, et il s'annule en ses
extr�emit�es. Notons que J et � ici choisis sont tr �esr�eguliers.
Le champ �electrique est solution de la formulation variationnelle augment�eesuivante :
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Arêterentrante.

J

ey

ex

ez

(0; 6; 0)

(6; 3; 0)

(9; 6; 0)

(9; 3; 0)

(0; 0; 0)
(6; 0; 0)

L = 4

� A : fronti�erearti�cielle.
Courant.

Fig. 13.4 { Cas singulier : g�eom�etrie du probl�eme.

Trouver E 2 X A
E;
 tel que 8 F 2 X A

E;
 :

d2

dt2 (E; F )0 + c2 (E; F )X 0
E ; 


+ c
d
dt

Z

� A

(E � � ) : (F � � ) d� = �
d
dt

(J ="0; F )0 + c2 (�=" 0; div F )0;
 ;

Le champ magn�etique est solution de la formulation variationnelle augment�eesuivante :
Trouver H 2 X A

H ;
 tel que 8 F 2 X A
H ;
 :

d2

dt2 (H ; F )0 + c2 (H ; F )X 0



+ c
d
dt

Z

� A

(H � � ) : (F � � ) d�

= c2(J ; rot F )0 ;

Nous r�esolvons le probl�eme avec les �el�ements �nis de Lagrange eP1. Le maillage contient environ
685000 t�etra�edres,et on a r h � 3 cm. Le pas de temps est de l'ordre de 40 ps, ce qui permet de
respecter la condition CFL (12.59) et d'avoir plus de 10 pas de temps de discr�etisation par p�eriode
d'oscillations temporelles.Le temps d'observation �nal est de 25 ns, cequi permet �a l'onde g�en�er�ee
par la barre de courant d'atteindre les extr�emit�es du domaine (rappelonsque le champ sed�eplace
�a la vitesse�nie c � 3:108 m:s� 1). La longueur d'onde associ�ee �a la pulsation ! est de l'ordre de :
� = 2� c=! � 75 cm.

13.2.2 �Evolution spatiale

�Etudions l' �evolution spatiale du champ. Sur les�gures 13.5�a 13.10,on repr�esente lesvaleursdes
composantes du champ �electrique et de l'induction magn�etique dans le plan z = 2:5 m, orthogonal
�a la barre de courant, aux quatre temps suivants : T1 = 1 ns (en haut �a gauche), T2 = 8 ns (en
haut �a droite), T3 = 15 ns (en bas �a gauche), T4 = 20 ns (en bas �a droite). Au temps T1, l'onde
�electromagn�etique vient de se cr�eer autour de la barre de courant, elle se d�eveloppe et atteint la
fronti �ere arti�cielle � A , en x = 0 au temps T2. On constate que la longueur d'onde est proche de
75 cm, commeattendu. Au temps T3, l'onde est arriv �eesur l'ar ête rentrante, et au temps T4, elle
a presqueatteint l'extremit �e de droite de la fronti �ere arti�cielle � A .

Sur les �gures 13.5 et 13.7, on remarque aux temps T3 et T4 que les composantes x et y du
champ �electrique ont un comportement singulier au voisinagedu coin rentrant, commeon peut s'y
attendre. D'autre part, cecomportement ressemble �a celui qu'on observe en 2D (�gures 6.3 �a 6.8) :
lesvaleursde la composante Ee1;x sed�eveloppent plus la direction x, et lesvaleursde la composante
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Ee1;x dansla direction y (la partie transversedu champ s'enrouleautour de l'ar ête rentrante). Notons
que l'onde est r�e
 �echie lorsqu'elle atteint le conducteur parfait. On observe aussidesr�e
exions sur
la fronti �ere arti�cielle. Ce sont des r�e
exions parasites : il faudrait une condition limite d'ordre
sup�erieur �a l'ordre 1 car l'onde n'est pas plane. Sur la �gure 13.9, on constate que les valeurs de
la composante Ee1;y sont plus bassesque cellesdesdeux autres composantes (d'environ un facteur
deux), et que Ee1;z est r�egulier partout (rappelonsqu'on a la proposition 8.21). Cela s'explique de
la fa�con suivante : z est la direction de l'ar ête rentrante, et il n'y a pas de singularit�e g�eom�etrique
dans cette direction. Dans cette con�guration d'apr�esA. Bu�a et al. [31], Ee1;z 2 H 1(
).

Sur les �gures 13.5 et 13.7, on remarque que le comportement singulier des composantes x et
y de l'induction magn�etique (r esp: Be1;x et Be1;y ) existe mais est tr �esdiscret. Comme le courant est
dirig�e selonl'axe z, on s'attend �a ceque la composante z de l'induction Be1;z soit nulle. Sur la �gure
13.10, on voit que les valeurs sont au plus d'in tensit�e dix fois inf�erieure �a celle des deux autres
composantes. Pour le moment, on ne sait pasexpliquer que cette composante ait un comportement
singulier au voisinagedu coin rentrant.

Quant �a la forme du champ �electromagn�etique, on peut l'expliquer formellement avec la loi de
Biot et Savart (magn�etostatique, voir par exemple [100]). En e�et, d'apr�es cette loi, l'induction
magn�etique au point M cr�e�e par la barre de courant B J est tel que :

B(M ) =
� 0

4�

Z Z Z

B J

J � ~PM

j ~PM j2
dV ;

o�u P d�ecrit le volume B J . Ainsi, au point M , on a B(M ) /
J � ~PM M

j ~PM M j2
, o�u PM est la projection

orthogonalede M sur l'axe de la barre. Soit (x ; y ; z) lescoordonn�eesde M et (x 0; y0; z) cellesde
PM . On en d�eduit :

B(M ) /
Jz

j ~PM M j2

0

@
� (y � y0)
(x � x0)

0

1

A :

On en d�eduit alors que pour y = y0 (i.e. dans la direction verticale), Bx � 0 et que pour x = x0 (i.e.
dans la direction horizontale), By � 0. Sur la �gure 13.6, on observe en e�et au temps T1 que Be1;x
est non nulle au dessuset en dessousde la barre de courant, et oscille dans la direction verticale.
De même, sur la �gure 13.8, on observe en e�et au temps T1 que Be1;y est non nulle �a droite et �a
gauche de la barre de courant , et oscille dans la direction horizontale.

Le champ �electrique est orthogonal �a l'induction magn�etique, c'est pourquoi on a un compor-
tement orthogonal : sur la �gure 13.5, on observe au temps T1 que Ee1;x est non nulle �a droite et
�a gauche de la barre de courant, et oscille dans la direction horizontale. De même, sur la �gure
13.7, on observe en e�et au temps T1 que Ee1;y est non nulle au dessuset en dessousde la barre de
courant, et oscille dans la direction verticale. Comme le courant est dans la direction z, Ee1;z n'est
pas nul.

Notons que si on n'utilise pas de poids, on obtient le même r�esultat tant que l'onde n'a pas
atteint le coin rentrant. Une fois qu'il est atteint, les r�esultats di� �erent consid�erablement car sans
poids, on ne capte pas les singularit�esdu champ �electromagn�etique.
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Fig. 13.5 { Composante Ee1;x aux temps Ti , i = 1 �a 4, dans le plan z = 2; 5 m.

Fig. 13.6 { Composante Be1;x aux temps Ti , i = 1 �a 4, dans le plan z = 2; 5 m.
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Fig. 13.7 { Composante Ee1;y aux temps Ti , i = 1 �a 4, dans le plan z = 2; 5 m.

Fig. 13.8 { Composante Be1;y aux temps Ti , i = 1 �a 4, dans le plan z = 2; 5 m.
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Fig. 13.9 { Composante Ee1;z aux temps Ti , i = 1 �a 4, dans le plan z = 2; 5 m.

Fig. 13.10{ Composante Be1;z aux temps Ti , i = 1 �a 4, dans le plan z = 2; 5 m.



13.3. Conclusions sur les m�etho des utilis �es 237

13.2.3 �Evolution temp orelle

Sur la �gure 13.12,on a repr�esent�e l' �evolution temporelle de Ee1;x au niveaude quatre di� �erents
points de 
, situ�esdans le plan z = 2 : M 1 = (1; 1; 2), M 2 = (1; 5; 2), M 3 = (8; 5:5; 2) (�gure 13.11).
Le champ pris au point consid�er�e est nul tant que l'onde n'a pas atteint ce point. Puis on observe
desoscillations forc�ees,de p�eriode de l'ordre de 2:5 ns, cequi correspond �a la p�eriode d'oscillations
temporellesdu courant (T = 2� =! � 2:5 ns). On remarque de plus dese�ets d'in terf�erenceentre
les ondescr�e�eeset r�e
 �echies : certainesoscillations sebrisent.

M4

M1

M2

M3

Fig. 13.11{ Localisation despoints d'observation.
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Fig. 13.12{ Composante Ee1;x aux points M i , i = 1 �a 4.

13.3 Conclusions sur les m�etho des utilis �es

Le calcul du champ �electromagn�etique instationnaire avecla m�ethodeavecconditions aux limites
essentielles est connue depuis les ann�ees90. Cette m�ethode donne d'excellents r�esultats lorsque le
domaine de calcul est r�egulier, mais cette m�ethode n'est pas envisageablepour des domainessin-
guliers, ce qui bien sûr restreint fortement son utilisation. La m�ethode de r�egularisation �a poids,
invent�ee par M. Costabel et M. Dauge [53], est en quelquesorte une g�en�eralisation de la premi�ere
m�ethode aux domainessinguliers,puisquequ'elle co•�ncide aveccelle-cilorsqu'il n'y a pasde singula-
rit �e g�eom�etrique. Bien que nousn'ayons pasde r�esultats comparatifs, la m�ethode de r�egularisation
�a poids semble donner des r�esultats pour le moins corrects en P1, pour le champ �electrique aussi
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bien que pour le champ magn�etique. Facile �a impl�ementer, cette m�ethode est un concurrent s�erieux
pour les m�ethodes�el�ements �nis d'arêtesou de Galerkin discontinus.



Conclusions et perspectiv es

Nous disposonsde deux codes�el�ements �nis continus pour r�esoudreles �equationsde Maxwell :
� Un code Matlab, qui proposetrois m�ethodespour r�esoudrele probl�emequasi-�electrostatiquedans
desdomainessinguliers par les �el�ements �nis de LagrangePk (k = 1 ou 2) ou les �el�ements �nis de
Taylor-Hood P2-P1. Les trois m�ethodessont les suivantes :
- La m�ethode avecCL naturelles,qui est simple �a impl�ementer et e�cace sur desmaillagesgrossiers;
- La m�ethode du compl�ement singulier, pour laquelleon proposeune nouvelle d�ecomposition et une
nouvelle fa�con d'approcher les fonctions de basesinguli�eres.Cette m�ethode a donn�e lieu �a l'article
[72] (�a lire accompagn�e du corrigendum [73]), et semble être la plus pr�eciseen 2D (ce qui peut
s'expliquer par la connaissanceexplicite de la partie la plus singuli�ere du champ) ;
- La m�ethode de r�egularisation �a poids, introduite pas M. Costabel et M. Dauge pour le calcul
de champ �electrique en r�egime harmonique. Cette m�ethode n'avait pas encore�et�e test�ee pour le
probl�emequasi-�electrostatique mixte. Elle donnede tr �esbons r�esultats et est assezrapide �a coder.
� Un code Fortran 77, qui r�esout les �equations de Maxwell instationnaires dans des domaines
r�egulierspar des�el�ements �nis deLagrangeP1, eP1 ou P2 (cequi existait d�ej�a) ; et dansdesdomaines
singuliers par des�el�ements �nis de Lagrange eP1 (�a notre connaissance,cela n'a jamais �et�e fait). La
programmation du eP2 (voir [45]) et eP2-P1 est en cours.

D'un point de vue th�eorique, certains points sont �a �eclaircir, en particulier :
- Calcul de l'erreur d'approximation de la m�ethode avec conditions aux limites naturelles;
- Fondements th�eoriquesde la m�ethode de r�egularisation �a poidspour le champ magn�etique (notons
quenousavonstout demêmeadapt�ecette m�ethode au calcul du champ magn�etique instationnaire) ;
- Calcul de la condition inf-sup discr�ete pour la m�ethode de r�egularisation �a poids mixte ;
- Calcul de l'erreur d'approximation du probl�emeinstationnaire (en s'aidant de [44]).

La suite naturelle du travail de th�eseest l'exploitation des codes de calculs pour simuler des
exp�eriencesphysiques.Pour cel�a, il faut approfondir l' �etude num�eriquedu probl�emeinstationnaire :
- N�ecessit�e du multiplicateur de Lagrange,
- Choix d'un sch�ema explicite ou implicite en temps,
- Am�eliorer la prise en compte de conditions aux limites absorbantes en utilisant descouchesparfai-
tement adapt�ee(en anglais: P.M.L. pour perfectly matched layer) [16], a�n de r�eduire lesr�e
exions
parasites,
- Int�er̂et de combiner l'adaptation du pas de temps et du maillage, commec'est propos�e dans [17]
pour l' �equation desondesscalaire,
- Utilisation depolynômesd'ordre �elev�e, commec'est fait dans[56] pour la m�ethodeder�egularisation
�a poids en 2D.
Ainsi, il est utile de compl�eter l' �etude math�ematique et num�erique desm�ethodes,a�n d'am�eliorer
la performancedescodes.D'une part, on peut chercher �a am�eliorer la vitessede convergencede la
m�ethode avec conditions aux limites naturelle, et de l'adapter au cas instationnaire. D'autre part,
l' �etude et la programmation de la m�ethode du compl�ement singulier dans le cas prismatique est
une voie qui promet desr�esultats comp�etitifs en terme de pr�ecisionet de côut calcul. De plus, il est
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important de comparer les exp�eriencesnum�eriquesavec d'autres m�ethodes telles que les volumes
�nis ou les �el�ements �nis de Galerkin discontinus.

Notons quenousavonspr�esent�e l'utilisation des�el�ements �nis de Taylor-Hood Pk+1 -Pk sansque
nousn'en ayonseu vraiment besoin.Mais nousrappelonsque pour simuler desinteractions champ-
particule, il est souhaitablede coupler le code �a un code d'in teraction de particules, puisqu'on doit
r�esoudrele syst�emed'�equations coupl�eesMaxwell-Vlasov. Or dans ce cas, l' �equation de continuit �e
de la charge discr�ete n'est pas v�eri� �ee, et sansmultiplicateur de Lagrange, les calculs du champ
�electromagn�etique divergent. De plus, on peut envisagerde r�esoudrele probl�emeharmonique avec
les �el�ements �nis de Taylor-Hood Pk+1 -Pk , a�n de tuer les valeurs propres parasites.
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Chapitre 14

Calculs compl �ementaires pour la MCS

14.1 Calcul de � D et � N

Les calculs expos�esdans cette section ont �et�e fournis par P. Ciarlet, Jr. [35].

14.1.1 Cas d'un unique coin rentran t

Consid�erons le caso�u ! n'a qu'un seul coin rentrant O. Calculons � D ;N de la proposition 2.13.
R�e�ecrivons ' D ;N ainsi :

' D ;N = ( e' D ;N + � D ;N ( 1 � � ) ' P
D ;N ) + � D ;N � ' P

D ;N ;

o�u � est la fonction de troncature d�e�nie en 1.1.
Par construction, la fonction ( 1 � � ) s'annule dans un voisinagedu coin rentrant, de sorte que
( 1 � � ) ' P

D ;N est r�eguli�ere et ( e' D ;N + � D ;N ( 1 � � ) ' P
D ;N ) est dans H 2(! ).

D'autre part, le support de � est tel que la trace de � ' P
D (r esp:@� (� ' P

N )) s'annule sur @! . Comme
ceci est valable aussipour ' D ;N , on en d�eduit que :

( e' D ;N + � D ;N ( 1 � � ) ' P
D ;N ) 2 � R

D ;N :

Ainsi, le Laplacien de cette fonction est orthogonal �a toute fonction de SD ;N , d'o�u :

jj sD ;N jj2
0 = �

Z

!
� ' D ;N sD ;N d! = � � D ;N

Z

!
�( � ' D ;N ) sD ;N d!

= � � D ;N

� Z

!
�( � ' D ;N ) esD ;N d! +

Z

!
�( � ' D ;N ) sP

D ;N d!
�

:
(14.1)

Soient I 1 et I 2 la premi�ere et la secondeint�egrale du second-membre de 14.1. Pour I 1, rappelons
que esD ;N est dans H 1(! ) et est �a Laplacien L 2 : on peut donc appliquer l'in t�egration par parties
(1.13) pour obtenir :

I 1 = �
Z

!
grad (� ' P

D ;N ) : grad esD ;N d! +
Z

@!
@� (� ' P

D ;N ) esD ;N d�

=
Z

!
� ' P

D ;N � esD ;N d! � < @� esD ;N ; � ' P
D ;N > H 0;H +

Z

@!
@� (� ' P

D ;N ) esD ;N d� ;

avec H = H 1=2(@! ).
Le dernier terme est sousforme int�egralegrâce �a la propri �et�e @� (� ' P

D ;N ) j@! 2 L 2(@! ).
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Comme esD ;N est harmonique et que � e' D j@! = 0 (r esp: @� esN j@! = 0), les deux premiers termes
s'annulent. Soit 
 c la portion de @! d�e�nie ainsi :


 c := f (r; � ) 2 ! : r � � et � = 0 ou � =� g;

o�u � est tel que le support de � est ! \ B(O; � ), o�u B(O; � ) est la boule de centre O et de rayon � .
S�eparonsle dernier terme en une int�egralesur 
 c et une int�egralesur @! n
 c.

La premi�ere partie s'annule car d'apr�es la proposition 2.10, esD j
 c = 0 dans H 1=2(
 c) (r esp:
d'apr�es la proposition 2.16, @� (� ' P

N ) j 
 c = 0 dans L 2(
 c)) et le reste est aussinul car le support de
� ' P

D est inclus dans ! \ B(O; � ).
Qu'en est-il de I 2, qui contient la partie principale de sD ;N ?

Consid�erons! " := ! nB(O; "). Soit � " = @! " \ ! , et �ecrivons l'in t�egraleI 2 sousforme d'une limite :

I 2 = lim
" ! 0+

I "
2 avec I "

2 =
Z

! "

�( � ' P
D ;N ) sP

D ;N d! :

Comme sP
D ;N est r�egulier dans ! " , on peut appliquer l'in t�egration par parties (1.13). Comme sP

D ;N
est r�egulier sur @! " , les crochets de dualit �e sont remplac�espar des int�egrales.

I "
2 =

Z

! "

� ' P
D ;N � sP

D ;N d! +
Z

@! "

�
@� (� ' P

D ;N ) sP
D ;N � @� sP

D ;N � ' P
D ;N

�
d�

=
Z

@! "

�
@� (� ' P

D ;N ) sP
D ;N � @� sP

D ;N � ' P
D ;N

�
d� , car sP

D ;N est harmonique

=
Z

� "

�
@� (� ' P

D ;N ) sP
D ;N � @� sP

D ;N � ' P
D ;N

�
d� , grâce�a la C. L. sur @! " n� "

=
Z

� "

�
@� ' P

D ;N sP
D ;N � @� sP

D ;N ; ' P
D ;N

�
d� , car � � 1 pr�esdu coin rentrant.

La derni�ere �egalit�e est valable pour " � �=2.
On peut calculerexplicitement cette int�egraleen rempla�cant ' P

D ;N et sP
D ;N par leursexpressions.

Notons de plus que � " = f (r; � ) : r = " ; � 2 ]0; � =� [ g, de sorte que @� � � @r sur l'in terface. En
faisant le changement de variable � 0= �� , on obtient pour jj sD jj2

0 :

I "
2 =

Z � =�

� =0

�
� � " � 1 sin2(� � ) � � " � 1 sin2(� � )

�
" d� = � 2

Z �

� 0=0
sin2(� 0) d� 0 = � � :

On obtient le mêmer�esultat pour jj sN jj2
0 (il su�t de changer les sinus par descosinus). D'o�u :

� D ;N =
1
�

jj sD ;N jj2
0 :

14.1.2 Cas de plusieurs coins rentran ts

Consid�eronsmaintenant le caso�u il existe plusieurs coins rentrants.
Montrons que � i;j

D = ( sD ;i ; sD ;j )0=� . La preuve pour les � i;j
N est similaire.

R�e�ecrivons les ' D ;i , i 2 f 1; :::; Ncr g ainsi :

' D ;i =

0

@ e' D ;i +
NcrX

j =1

� i;j
D ( 1 � � j ) ' P

D ;j

1

A +
NcrX

j =1

� i;j
D � j ' P

D ;j :
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o�u � j est la fonction de troncature d�e�nie en 1.1.
Par d�e�nition desfonctions de troncature, la premi�ere partie est dans � R

D . Ainsi son Laplacien est
orthogonal �a SD et on a pour tout j 2 f 1; :::; Ncr g :

Z

!
sD ;i sD ;j d! = �

Z

!
� ' D ;i sD ;j d! = �

NcrX

k=1

� i;k
D

Z

!
�( � k ' P

D ;k ) sD ;j d! : (14.2)

Soient PD , BD , DD 2 RNcr � Ncr les matrices sym�etriques telles que : 8i , j 2 f 1; :::; Ncr g :

Pi;j
D =

Z

!
sD ;i sD ;j d! ; Bi;j

D = � i;j
D ; Di;j

D = �
Z

!
�( � i ' P

D ;i ) ; sD ;j d! :

L' �equation (14.2) s'�ecrit donc sousla forme matricielle suivante : PD = BD DD .
Il s'agit alors de montrer que : DD = � I , o�u I 2 RNcr � Ncr est la matrice identit �e de RNcr � Ncr .

Consid�eronsd'abord les termes diagonaux. Pour j donn�e, on a :
Z

!
�( � j ' P

D ;j ) sD ;j d! =
Z

!
�( � j ' P

D ;j ) esD ;j d! +
Z

!
�( � j ' P

D ;j ) sP
D ;j d! = I 1 + I 2 :

Reprenonsla preuve donn�ee dans le paragraphe 14.1.1 pr�ec�edent. En int�egrant deux fois par
parties I 1, on obtient que I 1 = 0. Pour la secondeint�egrale,on introduit ! i

" et � i
" , et on �ecrit que

I 2 = lim
" ! 0+

I "
2, avec :

I "
2 =

Z

! i
"

�( � i ' P
D ;i ) sP

D ;i d! =
Z

� i
"

�
@� ' P

D ;i sP
D ;i � @� sP

D ;i ' P
D ;i

�
d� ;

pour " � � i =2. En prenant compte de la forme circulaire de � i
" et des expressionexplicites des

parties principales, on trouve que I "
2 = � � , d'o�u :

Di;i
D = � ; 8i 2 f 1; :::; Ncr g:

Consid�erons les coe�cien ts non-diagonaux.Pour i 6= j , on a :
Z

!
�( � i ' P

D ;i ) sD ;j d! =
Z

! � i

sD ;j d! ;

o�u ! � i est le support de � i . Au voisinagedu i i�eme coin rentrant, la fonction harmonique sD ;j est
dans H 1(! � i ). En utilisant les propri �et�es des �el�ements de sD sur la fronti �ere @! , on peut montrer
que: sD ;j j @! \ @! � i

= 0 au sensH 1=2(@! \ @! � i ). En int�egrant deux fois par parties, on obtient alors :

Z

! � i

sD ;j d! = �



@� sD ;i ; � i ' P
D ;i

�
H ;H 0 +

Z

@! � i n@!
@� (� i ' P

D ;i ) sD ;i d� ;

o�u ici, H = H 1=2(@! � i ). Mais lesdeux termess'annulent, car par construction, � i ' P
D ;i 2 H 1

0 (! � i ) et
s'annule dans un voisinagede @! � i n@! , de sorte que @� (� i ' P

D ;i ) j @! � i n@! = 0. On conclut ainsi que :

Di;j
D = 0; 8i ; j 2 f 1; :::; Ncr g; i 6= j :

Ce r�esultat permet d'�etendre le d�ecouplagede M. Moussaoui[83] au caso�u il existe plusieurs coins
rentrants.
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14.2 Calcul de � D et � N

Consid�erons le cas o�u ! n'a qu'un seul coin rentrant O. Montrons que le coe�cien ts cD de la
d�ecomposition orthogonale de � 0

D dans � D est tel que :

cD =

Z

!
g0 sD d!

jj sD jj2
0

:

Rappelonsque : � 0
D = b� D + cD ' D ; avec b� D 2 � R

D .

On a donc :
Z

!
� � 0

D sD d! =
Z

!
� b� D sD d! + c

Z

!
� ' D sD d! . Comme b� D 2 � R

D , la premi�ere

int�egraledu secondmembre s'annule. Comme � � ' D = sD et � � � 0
D = g0, on en d�eduit :

Z

!
g0 sD d! = cD

Z

!
s2

D d!

d'o�u le r�esultat. Or, en d�ecomposant ' D en partie r�eguli�ere et partie principale, on obtient :

� 0
D = ( b� D + c e' D ) + c� D ' P

D ;

d'o�u en posant � D = c� D , et e� D = b� D + c e' D , on obtient que � D = ( g0 ; sD )0=� et :

� 0
D = e� D + � D ' P

D :

G�en�eralisons le r�esultat pr�ec�edent au cas o�u il existe plusieurs coins rentrants. On a alors :

� 0
D = b� D +

NcrX

i =1

ci
D ' D ;i ; avec b� D 2 � R

D . D'o�u, 8j 2 f 1; :::; Ncr g :

Z

!
� � 0

D sj
D d! = �

Z

!
g0 sj

D d! = �
NcrX

i =1

ci
D

Z

!
si

D sj
D d! ;

car � b� D est orthogonal �a sj
D et � � ' D ;i = si

D . Soient � D et cD 2 RNcr les vecteurs tels que :
� i

D = ( g0 ; si
D )0=� et ci

D = ci
D . On doit alors r�esoudrele syst�eme suivant pour obtenir les ci

D :
BD cD = � D . D'o�u, 8j 2 f 1; :::; Ncr g :

NcrX

i =1

ci
D � i;j

D = ( g0 ; si
D )0=� := � i

D :

Pour le probl�emede Neumann, la d�emonstration est similaire.

14.3 Simpli�cation du calcul de �

14.3.1 Preuv e du lemme 2.37

Soit u 2 H 1
0( B" ). Posons� ( r ; � ) = r � �= 2u( r ; � ). On rappelle que les espaces�a poids V l


 (! )
sont d�e�nis dans la section 1.4.

D'apr�es [95] (p. 46, thm 1.3), u 2 V 0
� 1( B" ). On en d�eduit que � 2 V 0

�= 2� 1( B" ). D'autre part,

grad � =
�

� �= 2r � �= 2� 1 u + r � �= 2 @r u
r � �= 2� 1 @� u

�
, en coordonn�eespolairespar rapport au coin rentrant.



14.4. Preuv e du lemme 4.16 247

Or @r u et r � 1 @� u sont dans L 2( B" ). D'o�u grad � 2 V 0
�= 2( B" ). D'o�u � appartient �a l'espacede

Sobolev �a poids V 1
�= 2( B" ).

D'apr�es [95] (p. 45, thm. 1.1), on a l'injection continue V l

 ( B" ) ,! W l ; q( B" ), pour 1 � q �

4
2
 + 2

. Ainsi � est dans l'espacede Sobolev fractionnaire W 1 ; 4=(� +2) ( B" ). D�eterminons l'espace

de Hilb ert auquel appartient � .
Pour cela,utilisons un secondth�eor�emed'injection continue dû cette fois �a P. Grisvard, [66] (p.

27, thm 1.4.4.1) : W s ; p( B" ) ,! W t ; q( B" ), pour t � s et q � p tels que : s � 2=p = t � 2=q.
RappelonsqueH t ( B" ) = W t ; 2( B" ). Il s'agit de trouver t tel que : s = 1, p = 4=(� + 2) et q = 2.
On obtient : t = 1 � �= 2. Posons: � � = (1 � � )=2 2]0; 1=4[. On en d�eduit : W 1 ; 4=(� +2) ( B" ) ,!
H 1=2+ � � ( B" ), ce qui permet de conclure.

Soit u 2 H 1( B" ), dont la trace sur @B" s'annule au voisinagedu coin rentrant. En d'autres
termes : il existe " 0 > 0 tel que 8 r 2 ] 0; " 0 [ , u ( r ; 0) = u ( r ; � =� ) = 0. Soit " 1 un r�eel tel
que 0 < "1 < "0. Soit � 2 C1 ([0; " ]) tel que : � = 1 sur [0; " 1=2] et � = 0 sur ["1 ; " ]. On pose
v = � u 2 H 1

0( B" ). On a donc u = v+ (1� � ) u. D'apr�escequi pr�ec�ede,r � �= 2 v 2 H 1=2+ � � ( B" ). Par
ailleurs, commer � �= 2 v 2 C1 ( B" ), r � �= 2 (1 � � ) u 2 H 1( B" ), et ainsi : r � �= 2 u 2 H 1=2+ � � ( B" ).

14.3.2 Preuv e du lemme 2.38

Soit " > 0. Soit "1 > ". Consid�eronsf 2 H 0
" 1

et g 2 H " 1 . On a :

< f ; g > H 0
" ; H " � jj f jjH 0

"
jj g jjH " :

Or, d'apr�es la d�e�nition de H " , lim
" ! 0

jj g jjH " = 0 car le support des int�egralessur B" tend vers 0.

Rappelonsque la norme de H 0
" est la suivante :

jj f jjH 0
"

= sup
� 2 H "

< f ; � > H 0
" ; H "

jj � jjH "

:

Pour tout � 2 H " , on d�e�nit par ~� 2 H " 1 , la fonction �egale�a � sur B" et nulle sur B" 1 nB" . On a
donc :

jj f jjH 0
"

= sup
~� 2 H " 1

< f ; ~� > H 0
" 1

; H " 1

jj ~� jjH " 1

� sup
 2 H " 1

< f ;  > H 0
" 1

; H " 1

jj ~ jjH " 1

:= jj f jjH 0
" 1

:

Ainsi, jj f jjH 0
"

est born�eelorsque " tend vers z�ero, et on a bien lim
" ! 0

< f ; g > H 0
" ; H " = 0.

14.4 Preuv e du lemme 4.16

Nous allons prouver le lemme 4.16.Consid�eronsle probl�emevariationnel (4.57). On est dans le
cadredu probl�eme(3.1)-(3.2) pos�e dans [52]. D�ecomposonsG en une partie r�eguli�ere et une partie

singuli�ere ainsi : G = bG +
NcrX

i =1

ci
G xS

i , o�u bG 2 X 0 ; R
E et 8 i 2 f 1; :::; Ncr g, ci

G 2 R est une constante.

En prenant commefonctions tests lesvecteursx S
j , j 2 f 1; :::; Ncr g dans(4.57), on obtient que lesci

G

sont solutions du syst�eme lin�eaire suivant : �
NcrX

i =1

ci
G � i ; j = (f ; xS

j )0, ce qui nous permet d'�ecrire

la d�ecomposition suivante pour G :

G = eG +
NcrX

i =1

� i
G xP

i ; avec eG 2 H 1(! ) et � i
G = (f ; xS

i )0=� :
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eG, qui n'est pas dans X 0
E semet sousla forme : eG = eG 0 �

NcrX

i =1

� i
G xR

i , avec eG 0 2 X 0 ; R
E . D'apr�es

M. Costabel et M. Dauge [52], eG 0 2 H 2� � � (! ), pour tout � > 0 tel que 2� � 1 � � > 0. Pour
obtenir l'estimation d'erreur sur G, on proc�ede de la même fa�con que pour montrer le th�eor�eme
4.12. Ainsi, l'erreur sur la partie r�eguli�ere eG 0 est en h2� � 1 � � , et on doit �evaluer l'erreur sur le
calcul des� i

G pour estimer l'erreur sur la partie singuli�ere, et sur le rel�evement. D�etailler cela.
� Soient � i

G ; h les approximations des � i
G. Pour les calculer, on doit approcher les x S

i . On appelle
xS

i ; h cesapproximations. Montrons d'abord qu'il existe que 8� > 0 tel que 1 � � � � > 0, il existe
une constante C� G ; � > 0 telle que 8 i 2 f 1; :::; Ncr g :

j� i
G � � i

G ; h j < C� G ; � h1� � � � : (14.3)

En e�et, on a :

j� i
G � � i

G ; h j = j(f ; xS
i )0 � (fh ; xS

i ; h)0j=� ;

= j(f � fh ; xS
i )0 + (fh ; xS

i � xS
i ; h)0j=� ;

� (jjxS
i jj0 jj f � fh jj0 + jj fh jj0 jjxS

i � xS
i ; h jj0)=� (in�egalit�e de Cauchy-Schwarz),

� Cf h + Ck jjxS
i � xS

i ; h jj0 ;

� Cf h + Ck C0jjxS
i � xS

i ; h jjX 0
E

; d'apr�esC. Weber [107] .

o�u Cf , Ck et C0 sont desconstantes strictement positives. Quelle est l'approximation d'erreur sur

le calcul desxS
i;h ? Rappelonsque 8 i 2 f 1; :::; Ncr g, xS

i = exS
i +

NcrX

j =1

� i ; j xP
j , avec exS

i 2 H 2 � � � � (! )

(voir le paragraphe2.4.6). D'apr�es[4], on a l'approximation d'erreur suivante sur le calcul des� i ; j :
8 i ; j 2 f 1; :::; Ncr g,

j� i ; j � � i ; j
h j � C� h2 � ;

o�u C� ne d�epend que du domaine.Ainsi, en reprenant la d�emonstration du th�eor�eme4.12 (on peut
le faire pour " > 0 tel que 2 � � � � > 1), on obtient que pour tout " > 0 tel que 1 � � � � > 0,
il existe une constante C� > 0 telle que :

jjxS
i � xS

i ; h jjX 0
E

� C� h1 � � � � : (14.4)

On en d�eduit l'estimation (14.3).

� PosonszG = �

 
NcrX

i =1

� i
G ; h � k( xP

i ) �
NcrX

i =1

� i
G xP

i

!

. En reprenant la d�emonstration du lemme

4.15, on a l'estimation suivante : pour tout " > 0 tel que 1 � � � � > 0, il existe une constante
C@! > 0 telle que :

jj zG jjX E � C@! h1 � � � � : (14.5)

� Comme eG 0 2 H 2� � � (! ), on en d�eduit que l'erreur d'approximation de eG 0 par les �el�ements �nis
de LagrangePk la suivante : 8� > 0 tel que 2� � 1 � � > 0, il existe une constante CG;" telle que :

jj eG 0 � eG 0
h jjX 0

E
< CG;" h2 � � 1 � � : (14.6)
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En regroupant les r�esultats (14.3), (14.5) et (14.6), on en d�eduit que 8� > 0 tel que 2� � 1 � � > 0
et � � 1 � � > 0, il existe une constante C0

G;" > 0 telle que :

jj G � G h jjX E � CG jj f jj0 h2� � 1 � � pour � � 2=3;

jj G � G h jjX E � CG jj f jj0 h1 � � � � pour � � 2=3:
(14.7)

� Recalculonsmaintenant l'erreur (14.3). 8 i 2 f 1; :::; Ncr g, notons G S
i la solution du probl�eme:

Trouver G S
i 2 X 0

E tel que 8 F 2 X 0
E :

A 0 ( G S
i ; F ) = ( xS

i � xS
i ; h ; F )0 :

Soit G S
i ; h l'approximation deG S

i par les�el�ements �nis de LagrangePk . CommexS
i � xS

i ; h 2 L 2(! ),
d'apr�es(14.12), on a alors :

jj G S
i � G S

i ; h jjX E � CGS
i

jj xS
i � xS

i ; h jj0 h2� � 1 � � pour � � 2=3;

jj G S
i � G S

i ; h jjX E � CGS
i

jj xS
i � xS

i ; h jj0 h1 � � � � pour � � 2=3:
(14.8)

Or, on remarqueque :

jj xS
i � xS

i ; h jj2
0 = A 0 ( G S

i ; xS
i � xS

i ; h ) ;

= ( G S
i � G S

i ; h ; xS
i � xS

i ; h )X 0
E

;

� M jj G S
i � G S

i ; h jjX 0
E

jj xS
i � xS

i ; h jjX 0
E

, o�u M est la constante de coercivit �e de A 0 ;

�

8
><

>:

M C� CGS
i

h� � � jj xS
i � xS

i ; h jj0; pour � � 2=3;

M C� CGS
i

h2 ( 1 � � ) � � jj xS
i � xS

i ; h jj0; pour � � 2=3;
d'apr�es(14.4) et (14.8).

Ainsi, 8� > 0 tel que 2(1 � � ) � � > 0 et � � � > 0, il existe un constante C 0
� telle que :

jjxS
i � xS

i ; h jj0 �

8
<

:

C0
� h� � � ; pour � � 2=3;

C0
� h2 ( 1 � � ) � � ; pour � � 2=3:

(14.9)

Nous avons obtenu une meilleure estimation d'erreur que (14.4), qui nous permet d'obtenir que
8� > 0 tel que� � � > 0 et 2(1� � ) � � > 0, il existeuneconstante C0

� G ; � telle que8 i 2 f 1; :::; Ncr g :

j� i
G � � i

G ; h j <

8
<

:

C0
� G ; � h� � � ; pour � � 2=3;

C0
� G ; � h2 ( 1 � � ) � � ; pour � � 2=3:

(14.10)

On obtient de cette fa�con une estimation sur l'erreur jj zG jjX E meilleure que (14.5) : 8� > 0 tel que
� � � > 0 et 2(1 � � ) � � > 0, il existe une constante C0

@! > 0 telle que :

jj zG jjX E �

8
<

:

C0
@! h� � � ; pour � � 2=3;

C0
@! h2 (1 � � ) � � ; pour � � 2=3:

(14.11)
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En regroupant les r�esultats (14.10), (14.11) et (14.6), on en d�eduit l'estimation suivante :

jj G � G h jjX E � CG jj f jj0 h2 � � 1 � � pour � � 3=4;

jj G � G h jjX E � CG jj f jj0 h2 (1 � � ) � � pour � � 3=4:
(14.12)

Remarque 14.1 L'estimation d'erreur en norme L 2(! ) du calcul des ex i , du même ordre que
(14.9), est moins bonne que le r�esultat de E. Garcia [63], qui obtient une estimation en O(h).
N�eanmoins, nous avons aussi une estimation en norme X 0

E , ce qui n'est pas le cas dans [63].



Chapitre 15

Calculs du probl �eme discr �etis �e

15.1 �El �ements �nis Pk 2D

�El�ement �ni P0 �El�ement �ni P2�El�ement �ni P1

Si

Si

SjSk

Si

SjSi0

Sk0

Sj 0

Sk

Fig. 15.1 { �El�ements �nis P0, P1, P2 : point(s) de discr�etisations par triangle.

15.1.1 �El �ements �nis P0

Les points de discr�etisation Si , i 2 I sont les barycentres des triangles. Les fonctions de bases
sont discontinues,constantes par triangles, telles que :

vi j Tl
=

�
1 si Si 2 Tl ;
0 sinon.

15.1.2 �El �ements �nis P1

Les points de discr�etisation Si , i 2 I sont les sommetsdestriangles. Il y a donc trois points de
discr�etisation par triangle. Les fonctions de basessont continues,a�nes par triangles, telles que :

vi j Tl
( x ; y ) = ai ; l x + bi ; l y + ci ; l ; vi ( Sj ) = � ij ; 8 j :

Les coe�cien ts ai ; l , bi ; l , ci ; l sont nuls si Si 62Tl .

Soit Tl de sommetsSi , Sj , Sk . Soit S3 =

0

@
x i yi 1
x j yj 1
xk yk 1

1

A . Soit A3 =

0

@
ai ; l aj ; l ak ; l

bi ; l bj ; l bk ; l

ci ; l cj ; l ck ; l

1

A .

Alors S3 A3 = I3, o�u I3 est la matrice identit �e d'ordre 3. Ainsi, on d�etermine les coe�cien ts ai ; l ,
bi ; l , ci ; l en inversant S3.

251
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15.1.3 �El �ements �nis P2

Les points de discr�etisation Si , i 2 I sont les sommets, ainsi que les milieux d'arêtes des
triangles : il y a six points de discr�etisation par triangle. Les fonctions de basessont continues,
quadratiques par triangles, telles que :

vi j Tl
( x ; y ) = ai ; l x2 + bi ; l y2 + ci ; l x y + di ; l x + ei ; l y + f i ; l ; vi ( Sj ) = � ij ; 8 j :

Les coe�cien ts ai ; l , bi ; l , ci ; l , ei ; l , f i ; l sont nuls si Si 62Tl . Soit Tl de sommetsSi , Sj , Sk , et dont
les milieux desarêtessont Si 0, Sj 0, Sk0. Pour obtenir les coe�cien ts ai ; l , bi ; l , ci ; l , di ; l , ei ; l , f i ; l on
inversela matrice S6 2 R6� 6 telle que :

S6 =

0

B
B
B
B
B
B
@

x2
i y2

i x i yi x i yi 1
x2

j y2
j x j yj x j yj 1

x2
k y2

k xk yk xk yk 1
x2

i 0 y2
i 0 x i 0 yi 0 x i 0 yi 0 1

x2
j 0 y2

j 0 x j 0 yj 0 x j 0 yj 0 1
x2

k0 y2
k0 xk0 yk0 xk0 yk0 1

1

C
C
C
C
C
C
A

15.2 In t �egration num �erique 2D

15.2.1 Sch�emas d'in t �egration num �erique in t �erieure

Dans cette section, nous proposons trois sch�emas d'in t�egration num�erique sur ! , pour un
maillage triangulaire :

M3

M1 M1

S3

M2

S1
M3

S2

S1

SeptpointsHammer-Stroud

M2

S3

S2

Fig. 15.2 { Localisation despoints d'in t�egration num�erique.

- Formule de quadrature exactepour les polynômesP de degr�e un :

Z

Tl

P d! =
jTl j
3

[ P(Si ) + P(Sj ) + P(Sk ) ]; (15.1)

o�u Si , Sj et Sk sont les sommetsdu triangle Tl (voir la �gure 15.2).

Coordonn�eesbarycentriques Multiplicit �e Poids �pk

( 1; 0; 0) 3
1
3

jTl j
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- Sch�ema d'in t�egration d'Hammer-Stroud ([58], chap. 12, p. 780), exact pour les polynômesP de
degr�e deux :

Z

Tl

P d! =
jTl j
3

[ P(M i ) + P(M j ) + P(M k ) ]; (15.2)

o�u M i , M j et M k sont les milieux desarêtesdu triangles (�gure 15.2).

Coordonn�eesbarycentriques Multiplicit �e Poids �pk

�
1
2

;
1
2

; 0
�

3
1
3

jTl j

- Sch�ema d'in t�egration �a sept points (voir la �gure 15.2), exact pour despolynômesde degr�e cinq
([58], chap. 12, p. 781) :

Z

Tl

P d! =
7X

k=1

�pk P(M l
k ): (15.3)

Coordonn�eesbarycentriques Multiplicit �e Poids �pk

�
1
3

;
1
3

;
1
3

�
1

9
16

jTl j

 
6 �

p
15

21
;

6 �
p

15
21

;
9 + 2

p
15

21

!

3
155 �

p
15

1200
jTl j

 
6 +

p
15

21
;

6 +
p

15
21

;
9 � 2

p
15

21

!

3
155 +

p
15

1200
jTl j

15.2.2 Sch�emas d'in t �egration num �erique sur la fron ti �ere

Dans ce paragraphe,nous proposonscette fois deux sch�emasd'in t�egrations num�erique sur @! :

- Formule de quadrature sur les arêtes,exactepour les polynômesP de degr�e un :

Z

A l

P d� =
jA l j
2

[ P(Si ) + P(Sj ) ]; (15.4)

o�u Si et Sj sont les extr�emit�es de A l .
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Coordonn�eesbarycentriques Multiplicit �e Poids �pk

(0; 1) 1
1
2

jA l j

- Sch�ema d'in t�egration num�erique �a quatre points, exactepour les polynômesP de degr�e trois :

Z

A l

P d� =
4X

k=1

�pk P(M l
k ) : (15.5)

Coordonn�eesbarycentriques Multiplicit �e Poids �pk

(0; 1) 2
1
8

jA l j

�
1
3

;
2
3

�
2

3
8

jAk j

15.3 �El �ements �nis Pk 3D

S4

S1

S2

S3

S4

S3

S4

S24

S14

S23

S13

S23

S2

�El�ements �nis P2. �El�ements �nis eP2.�El�ements �nis P1.�El�ements �nis P0.

S1

S34

S3 S1

S2

Fig. 15.3 { �El�ements �nis P0, P1, P2, eP2 : point(s) de discr�etisation par t�etra�edre.

15.3.1 �El �ements �nis P0

Les points de discr�etisation Si , i 2 I sont les barycentres dest�etra�edres.Les fonctions de bases
sont discontinues,constantes par t�etra�edres,telles que :

vi j Tl
=

�
1 si Si 2 �Tl ;
0 sinon.

15.3.2 �El �ements �nis P1

Les points de discr�etisation Si , i 2 I sont les sommetsdest�etra�edres.Il y a donc quatre points
de discr�etisation par t�etra�edre. Les fonctions de basessont continues, a�nes par triangles, telles
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que :
vi j Tl

( x ; y ; z ) = ai ; l x + bi ; l y + ci ; l z + di ; l ; vi ( Sj ) = � ij ; 8 j :

Les coe�cien ts ai ; l , bi ; l , ci ; l di ; l sont nuls si Si 62 �Tl .

Soit Tl de sommetsSi , Sj , Sk , Sm . Soit S4 =

0

B
B
@

x i yi zi 1
x j yj zj 1
xk yk zk 1
xm ym zm 1

1

C
C
A .

Soit A4 =

0

B
B
@

ai ; l aj ; l ak ; l am ; l

bi ; l bj ; l bk ; l bm ; l

ci ; l cj ; l ck ; l cm ; l

di ; l dj ; l dk ; l dm ; l

1

C
C
A . Alors S4 A4 = I4, o�u I4 est la matrice identit �e d'ordre 4.

Ainsi, on d�etermine les coe�cien ts ai ; l , bi ; l , ci ; l , di ; l en inversant S4.

15.3.3 �El �ements �nis P2

Les points de discr�etisation Si , i 2 I sont les sommets, ainsi que les milieux d'arêtes des
t�etra�edres: il y a dix points de discr�etisation par t�etra�edres.Les fonctions de basessont continues,
quadratiques par triangles, telles que :

vi j Tl
( x ; y ; z ) = ai ; l x2 + bi ; l y2 + ci ; l z2 + di ; l x y + ei ; l x z + f i ; l y z

+ gi ; l x + hi ; l y + i i ; l z + j i ; l ; vi ( Sj ) = � ij ; 8 j :

Les coe�cien ts ai ; l , etc sont nuls si Si 62Tl . Soit Tl de sommetsSi , Sj , Sk , Sm et dont les milieux
des arêtes sont Sij , Sik , Sim , Sj k , Sj m , Skm . Pour obtenir les coe�cien ts ai ; l etc, on inverse la
matrice S10 2 R10� 10 telle que :

S6 =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

x2
i y2

i z2
i x i yi x i zi yi zi x i yi zi 1

x2
j y2

j z2
j x j yj x j zj yj zj x j yj zj 1

x2
k y2

k z2
k xk yk xk zk yk zk xk yk zk 1

x2
m y2

m z2
m xm ym xm zm ym zm xm ym zm 1

x2
ij y2

ij z2
ij x ij yij x ij zij yij zij x ij yij zij 1

x2
ik y2

ik z2
ik x ik yik x ik zik yik zik x ik yik zik 1

x2
im y2

im z2
im x im yim x im zij yim zim x im yim zim 1

x2
j k y2

j k z2
j k x j k yik x j k zj k yj k zj k x j k yj k zj k 1

x2
j m y2

j m z2
j m x j m yim x j m zj j yj m zj m x j m yj m zj m 1

x2
km y2

km z2
km xkm ykm xkm zkj ykm zkm xkm ykm zkm 1

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

15.3.4 �El �ements �nis eP2

Ces�el�ements �nis sont donn�espar G. Cohendans[45]. Lespoints de discr�etisation Si , i 2 I sont
les points de discr�etisation P2, le barycentre du t�etra�edre Gl , et les trois points par facesuivants :

~OGim = � ~OSi +
1
2

(1 � � ) ~OSj +
1
2

(1 � � ) ~OSk ;

~OGj m = � ~OSj +
1
2

(1 � � ) ~OSi +
1
2

(1 � � l ) ~OSk ;

~OGkm = � ~OSk +
1
2

(1 � � ) ~OSi +
1
2

(1 � � l ) ~OSj ;
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pour la face (Si ; Sj ; Sk ), avec � =
7 �

p
13

18
.

Les fonctions de baseassoci�eessont :
- Les fonctions usuellesP2 pour les �el�ements P2 ;
- La fonction bulle � 1 � 2 � 3 � 4, o�u (� 1; � 2; � 3; � 4) sont les coordonn�eesbarycentriques par rapport
�a (S1 ; S2 ; S3 ; S4) d'un point de Tl ;
- Pour le point Gim de la face (Si ; Sj ; Sk), la fonction bulle � 2

i � j � k , o�u (� i ; � j ; � k ) sont les
coordonn�eesbarycentriques par rapport �a (Si ; Sj ; Sk) d'un point de la face (Si ; Sj ; Sk).

On a alors la formule de quadrature suivante associ�ee �a cespoints de discr�etisation et exacte
pour les polynômesde degr�e quatre :

Coordonn�eesbarycentriques Multiplicit �e Poids �pk

( 1; 0; 0; 0) 4 6
13� 3

p
13

10080
jTl j

�
1
2

;
1
2

; 0; 0
�

6 6
4 �

p
13

315
jTl j

�
1
4

;
1
4

;
1
4

;
1
4

�
1 6

16
315

jTl j

�
� ;

1
2

(1 � � ) ;
1
2

(1 � � ) ; 0
�

12 6
29 + 17

p
13

10080
jTl j

15.3.5 Sch�emas d'in t �egration num �erique 3D

Dans cette section, nous proposons trois sch�emas d'in t�egration num�erique sur 
, pour un
maillage t�etra�edrique :
- Formule de quadrature exactepour les polynômesP de degr�e un :

Z

Tl

P d
 =
jTl j
4

[ P(Si ) + P(Sj ) + P(Sk ) + P(Sm ) ]; (15.6)

o�u Si , Sj , Sk , Sm sont les sommetsdu triangles.

Coordonn�eesbarycentriques Multiplicit �e Poids �pk

( 1; 0; 0; 0) 4
1
4

jTl j
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- Sch�ema d'in t�egration d'Hammer-Stroud ([58], chap. 12, p. 779), exact pour les polynômesP de
degr�e deux :

Coordonn�eesbarycentriques Multiplicit �e Poids �pk

 
5 �

p
5

20
;

5 �
p

5
20

;
5 �

p
5

20
;

5 + 3
p

5
20

!

4
1
4

jTl j

- Sch�ema d'in t�egration �a quinze points, exact pour despolynômesP de degr�e cinq ([58], chap. 12,
p. 779) :

Coordonn�eesbarycentriques Multiplicit �e Poids

( r ; r ; r ) 1 A jTl j

( si ; si ; si ; t i ) ; i = 1; 2 8 B i jTl j

( u ; u ; v ; v ) 6 C jTl j

avec : r = 1=4, s1 = (7 �
p

15)=34, s2 = (7 +
p

15)=34, t1 = (13 + 3
p

15)=34, t2 = (13 � 3
p

15)=34,
u = (10 � 2

p
15)=40, v = (10 + 2

p
15)=40;

A = 16=135, B1 = (2665+ 14
p

15)=37800, B2 = (2665� 14
p

15)=37800 et en�n C = 20=378.
Pour les int�egrations sur @
, on sesert dessch�emasd'in t�egration num�erique 2D vus au para-

graphe 15.2.1.
Pour lessch�emasd'in t�egration 2D et 3D d'ordre sup�erieur, nousrenvoyons le lecteur �a l'ouvrage

de P. Solin et al. [102].

15.4 Algorithme du gradien t conjugu �e

Cette section est reprise de [34] (chap. 2). On souhaite r�esoudrele syst�emelin�eaire :

Trouver x solution de K x = b; (15.7)

o�u K 2 RN� N , x 2 RN et b 2 RN . On notera ( : j : ) le produit scalairedansRN � RN . LorsqueK est
sym�etrique, d�e�nie-p ositive, on utilise �a cette �n la m�ethode du gradient conjugu�e, pr�econditionn�e
ou non.
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15.4.1 Gradien t conjugu �e non-pr �econditionn �e

L'algorithme du gradient conjugu�e (GC) est le suivant :
Soit " > 0 donn�e.

Initialisation

x0 un vecteur quelconque,

r0 = b � K x0,

q0 = r0.

It �erer k = 0; 1; :::

� k =
( rk j rk )

( qk j K qk )

xk+1 = xk + � k qk

rk+1 = rk � � k K qk

� k =
( rk+1 j rk+1 )

( rk j rk )

qk+1 = rk+1 + � k qk .

jusqu' �a
( rk+1 j rk+1 )

( r0 j r0 )
< " .

D �e�nitions 15.1 Pour une matrice sym�etrique, d�e�nie-positive, on note � max (K) sa plus grande
valeur propre et � min (K) sa plus petite valeur propre.
On appelle � (K), le nombre de conditionnement de la matrice K le rapport entre � max (K) et
� min (K) :

� (K) =
� max

� min
:

Prop osition 15.2 Posons: "( xk ) = ( K ( xk � x ) j xk � x ). On a la majoration suivante :

" ( xk ) � 2

 p
� (K) � 1

p
� (K) + 1

! k

" ( x0 ): (15.8)

15.4.2 Gradien t conjugu �e pr �econditionn �e

La majoration (15.8) sugg�ere que la m�ethode converged'autant plus vite que � (K) est proche
de 1. A�n de r�eduire le nombre d'it �erations de la m�ethode, on multiplie K par l'in verse d'une
matrice inversibleM, pour obtenir : M � 1 K x = M � 1 b qui est un syst�eme�equivalent �a (15.7). Pour
appliquer l'algorithme du gradient conjugu�e, M doit être sym�etrique, d�e�nie-p ositive. Le syst�eme
ser�e�ecrit en e�et sousla forme :

Trouver y solution de M � 1=2K M � 1=2y = M � 1=2b et x solution de M 1=2x = y: (15.9)
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La matrice M � 1=2K M � 1=2 �etant sym�etrique, d�e�nie-p ositive, on peut donc utiliser la m�ethode du
gradient conjugu�e pour r�esoudrele syst�eme en y. En pratique, on r�e�ecrit l'algorithme en utilisant
directement le vecteur x plut ôt quey et la matrice M plut ôt queM 1=2. On obtient alors l'algorithme
du gradient conjugu�e pr�econditionn�e (GCP). M est appel�eematrice de pr�econditionnement.
Plus pr�ecisemment, en appliquant l'aglorithme du gradient conjugu�e �a un syst�eme lin�eaire de ma-
trice M � 1=2K M � 1=2, on obtient l'algorithme suivant :

Soit " > 0 donn�e.

Initialisation

x0 un vecteur quelconque,

r0 = b � K x0,

M z0 = r0.

q0 = z0.

Boucler k = 0; 1; :::

� k =
( rk j zk )

( qk j K qk )

xk+1 = xk + � k qk

rk+1 = rk � � k K qk

M zk+1 = rk+1

� k =
( rk+1 j zk+1 )

( rk j zk )

qk+1 = zk+1 + � k qk .

jusqu' �a
( rk+1 j rk+1 )

( r0 j r0 )
< " .

Les matrices M � 1=2K M � 1=2 et M � 1K sont semblables. Elles ont donc mêmesvaleurs propres
et mêmenombre de conditionnement. Le taux de convergencede la m�ethode du GCP est gouvern�e
par � (M � 1K). Supposonsque M soit facile �a inverser et que � (M � 1K) soit beaucoupplus petit
que � (K). Alors le côut d'une it �eration de l'algorithme GCP ne serapas beaucoupplus �el�ev�e que
celui d'une it �eration de l'algorithme du GC. De plus, le taux de convergencesera meilleur. Ainsi,
la m�ethode du GCP est plus e�cace.

15.5 R�eduction de la matrice de masse

Soit 
 2 Rd, d = 2; 3 un polygone en 2D ou un poly�edre en 3D. Soit ( Th )h un famille de
triangulation ou une t�etra�edrisation de 
. Soit Vh l'espaced'approximation de H 1(
) suivant :

Vh = f vh 2 C0( �
 ) ; vh j K 2 P k( K ) ; 8 K 2 Th g:
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Soient ( Si ) i =1 ;:::;N les sommetsde Th, et ( � i ) i =1 ;:::;N les fonctions de baseassoci�ees,telles que :
8 i ; j � i ( Sj ) = � ij .

Soit uh 2 Vh , alors pour un point M 2 
, uh( M ) =
NX

i =1

uh( Si )� i ( M ). Posonsuh( Si ) = x i .

On peut repr�esenter uh sousla forme vectorielle suivante : x = ( x1 ; :::; xN )T .

15.5.1 Cas g�en�eral

Calculons la norme L 2 de uh :

jj uh jj2
0 =

0

@
NX

i =1

x i � i ;
NX

j =1

x j � j

1

A

0

=
NX

i =1

NX

j =1

x i x j ( � i ; � j )0 = ( M x j x ) ;

o�u M 2 RN� N est telle que : M i ; j = ( � i ; � j )0. M est appel�eematrice de masse.
Consid�erons l' �el�ement de r�ef�erence bK . Cet �el�ement est transform�e en l' �el�ement K par la trans-

formation a�ne suivante : bx 7! x = BK bx + bK , o�u : bx =
� � !
OcM , et x =

� � !
OM , BK 2 Rd� d,

bK 2 Rd (voir la �gure 15.4). Soit buK la fonction telle que : uh j K ( M ) = buK ( cM ).

O 1

1

x

y

xO

y

�El�ement transform�e

KbK

x = BK bx + bK

�El�ement der�ef�erence

Fig. 15.4 { Formule de repr�esentation en 2D.

On a alors :

( M x j x ) =
X

K 2T h

Z

K
uh( M )2 dx =

X

K 2T h

Z

bK
buK ( cM )2j BK j dbx =

X

K 2T h

j BK j
Z

bK
buK ( cM )2 dbx ;

(15.10)
o�u jBK j = det ( BK ). Or, buK ( cM ) d�epend lin�eairement des valeurs de uh aux sommets de K ,

(SK
k )k=1 ;:::;d+1 . En e�et, notons que : uh(M ) =

d+1X

k=1

� k
l uh(SK

l ), o�u � k
l est la k i�eme coordonn�eebary-

centrique de M dansK . Mais cesvaleurssont aussilesvaleursde buK aux sommets( bSk )k=1 ;:::;d+1 :
en d'autres termes, buK ( cM ) appartient �a un espacevectoriel sur R de dimensiond. Dans Rd, toutes
les normessont �equivalentes, et on a par exemple:

Z

bK
buK ( cM )2 dbx '

1
d + 1

j bK j
d+1X

k=1

buK ( bSk )2 ; (15.11)

o�u j bK j l'aire ou le volume de l' �el�ement de r�ef�erence bK .
Il existe donc un couple (cd ; Cd) 2 R2

+ tel que :

8buk ;
cd

d + 1
j bK j

d+1X

k=1

buk ( bSk )2 �
Z

bK
buK ( cM )2 dbx �

Cd

d + 1
j bK j

d+1X

k=1

buk ( bSk )2
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Or, on remarqueque : j K j =
Z

K
dx =

Z

bK
j BK j dbx = j BK j j bK j. On injecte (15.11) dans(15.10)

pour obtenir :

( M x j x ) '
1

d + 1

X

K 2T h

j BK j j bK j
d+1X

k=1

buK ( bSk )2 =
1

d + 1

X

K 2T h

j K j
d+1X

k=1

uh j K ( SK
k )2

'
1

d + 1

NX

i =1

0

@
X

K j Si 2 K

j K j

1

A uh( Si )2 =
1

d + 1

NX

i =1

0

@
X

K j Si 2 K

j K j

1

A x2
i :

(15.12)

Soit eM 2 RN� N la matrice diagonaled�e�nie par :

eM i ; i =
1

d + 1

X

K j Si 2 K

j K j : (15.13)

On d�eduit de (15.12) que :

( M x j x ) '
1

d + 1

NX

i =1

eM i ; i x2
i =

1
d + 1

( eM x j x ) :

D'o�u le th�eor�emesuivant :

Th �eor �eme 15.3 La matrice de massepleine M est �equivalente�a la matrice de masser�eduite eM,
d�e�nie par (15.13).

15.5.2 Triangulation ou t �etra �edrisation r �eguli �ere et quasi-uniforme

Soit hK le rayon du cercleou de la sph�erecirconscrit(e) �a l' �el�ement K de la triangulation ou de
la t�etra�edrisation Th, et � K le rayon du cercle ou de la sph�ere inscrit(e). Un calcul direct permet
de v�eri�er que � d

K � j BK j � hd
K . On rappelle que h = minK hK . Les d�e�nitions suivantes sont

donn�eespar P. G. Ciarlet dans [33].

D �e�nition 15.4 (i) ( Th )h est une famil le de triangulations ou de t�etra�edrisations r�eguli�ere si :
9 � > 0j 8 h ; 8 K 2 Th ; hK � � � K .
(ii) ( Th )h est quasi-uniforme : 9 c > 0j 8 h ; 8 K 2 Th ; ch � hK .

Notons que (i) implique qu'il existe un nombre maximal d'�el�ements N max auquel un sommet Si

appartient, et (ii) implique qu'on ne peut pas trop ra�ner un zonede maillage par rapport �a une
autre.
Soit Th satisfaisant l'hypoth�ese(i). Alors 8K 2 Th , j BK j ' hd

K . Si de plus Th satisfait (ii), alors
8K 2 Th, j BK j ' hd et 8 i 2 f 1; :::; N g, j bK j

X

K j Si 2 K

j BK j ' hd, puisque la sommecomprend au

plus Nmax triangles ou t�etra�edresd'apr�es(i). Reprenonsles �equations (15.12). On a :

( M x j x ) '
1

d + 1

NX

i =1

X

K j Si 2 K

jK j x2
i =

1
d + 1

NX

i =1

j bK j
X

K j Si 2 K

j BK j x2
i

'
hd

d + 1

NX

i =1

x2
i =

hd

d + 1
( x j x ):

(15.14)

Soit I 2 RN� N la matrice identit �e. L' �equation (15.14) nous permet d'�enoncerle th�eor�emesuivant :

Th �eor �eme 15.5 Soit ( Th )h une famil le de triangulations ou de t�etra�edrisations r�eguli�ere et quasi-

uniforme. Alors la matrice de massepleine M est �equivalente�a
hd

d + 1
I .
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15.6 R�eduction de la matrice de masse pond �er�ee en 2D

Peut-on trouver une matrice de diagonale�equivalente �a la matrice de massepleine? On ne peut
pas appliquer syst�ematiquement la relation (15.11) �a uh ( M ) r ( M ) 
 car ce n'est pas une fonction

a�ne. Il faut trouver une autre formule de quadrature. On a :
Z

K
uh( M )2 r 2 
 dx = ( M 
 x j x ), o�u

( M 
 ) i ; j = ( � i ; � j ) 0 ; 
 . D'autre part, on peut �ecrire :
Z

!
uh( M )2 r 2 
 dx =

X

K 2T h

Z

K
uh( M )2 r 2 
 dx,

avec des int�egralesapproch�eespar un sch�ema d'in t�egration num�erique �a n points :

Z

K
uh( M )2 r 2 
 dx ' j K j

nX

l=1

pl uh( M K
l )2 r ( M K

l )2
 : (15.15)

Posonspour tout k : r K = min
l

r ( M K
l ) et R K = max

l
r ( M K

l ). On a alors :

j K j ( r K )2

nX

l=1

pl uh( M K
l )2 �

Z

K
uh( M )2 r 2 
 dx � j K j ( R K )2


nX

l=1

pl uh( M K
l )2 :

Num�erotonslespoints du maillagede la fa�consuivante : SN est le coin rentrant, pour 1 � i � N0,
Si n'est pas voisin de SN , et pour N0 + 1 � i � N � 1, Si est voisin de SN . Soit Nc = N � N0, le
nombre de sommetsvoisins du coin rentrant plus le coin retrant. Soit K c l'ensemble des�el�ements
ayant SN commesommet,et K0 = ThnKc lesautres �el�ements. Posonsx0 = ( x1 ; :::; xN� 1 ) 2 RN� 1

et xc = ( xN0+1 ; :::; xN ) 2 RNc .

15.6.1 Triangles in t �erieurs

Soit K 2 K0. Notons que r K > 0. D'autre part, pour une triangulation r�eguli�ere, R K ' r K +
hK , et hK � r K , d'o�u : R K � 2r K . On obtient alors (par exemplepour le sch�ema d'in t�egration �a
trois points en 2D (15.1), d = 2 et n = 3) :

( eM0

 x0 j x0 ) �

X

K 2K 0

Z

K
uh( M )2 r 2 
 dx � 4( eM0


 x0 j x0 ) ; (15.16)

o�u : eM0

 2 R(N � 1)� (N � 1) est la matrice diagonaletelle que :

8 i 2 f 1; :::; N � 1g; ( eM0

 ) i ; i =

X

K 2K 0 j Si 2 K

j K j ( r K )2
 :

La borne optimale est 22 
 , et comme0 < 
 < 1, 22 
 < 4.

15.6.2 Triangles touc hant le coin rentran t

Soit K 2 Kc. On ne peut plus choisir le sch�ema d'in t�egration �a trois points (15.1) car il donne
r K = 0. Consid�eronsle sch�emad'in t�egration �a trois points d'Hammer-Stroud en 2D (formule (15.2)
et �gure 15.2, d = 2 et n = 3). On a alors bien : r K > 0. Pour tout l , M l est le milieu de l'ar ête
oppos�eeau sommet Sl , pl = 1=3, et :

� k
l =

�
1=2 si k 6= l ;
0 sinon.
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Posonsprovisoirement uK
h ( SK

i ) = x i . On a donc :
nX

l=1

pl uK
h ( M K

l )2 =
j K j

6
( x2

1 + x2
2 + x2

3 + x1 x2 + x1 x3 + x2 x3 ) : (15.17)

A�n de trouver la matrice �equivalente �a M 
 , il faut borner cette sommede produits.
Pour majorer (15.17), il su�t de remarquerque2ab � a2 + b2. A�n de minorer (15.17), notons

que a2 + b2 + c2 + ac + ac + bc � (a2 + b2 + c2 )=2, car (a + b+ c)2 � 0. D'o�u :

j K j
12

3X

i =1

uK
h ( SK

i )2 �
nX

l=1

pl uK
h ( M K

l )2 �
j K j

3

3X

k=1

uK
h ( SK

i )2 :

Pour les triangles qui touchent le coin rentrant, si la triangulation est r�eguli�ere, alors : r K ' hK ,
et R K ' 2rK , d'o�u :

1
4

( eM c

 xc j xc ) �

X

K 2K c

Z

K
uh( M )2 r 2 
 dx � 4( eM c


 xc j xc ) (15.18)

o�u : eM c

 2 R(N c )� (N c ) est la matrice diagonaletelle que :

8 i 2 f Nc + 1; :::; N g; ( eM c

 ) i ; i =

1
d + 1

X

K 2K c j Si 2 K

j K j ( hK )2
 :

15.6.3 Matrice �equiv alente

Soit eM 
 2 RN� N la matrice diagonaletelle que :
8
>>>>><

>>>>>:

( eM 
 ) i ; i = ( eM0

 ) i ; i ; 8 i 2 f 1; :::; N0 g;

( eM 
 ) i ; i = ( eM0

 ) i ; i + ( eM c


 ) i ; i ; 8 i 2 f N0 + 1; :::; N � 1g;

( eM 
 ) i ; i = ( eM c

 ) i ; i ; pour i = N :

D'o�u : 8 x 2 RN 1
4

( eM 
 x j x ) � ( M 
 x j x ) � 4( eM 
 x j x ). M 
 est �equivalente �a eM 
 .

15.7 �Equiv alence entre matrice de masse et matrice mixte

Soit ( E; p ) 2 RN � RM . On veut r�esoudrele probl�emesuivant :
�

A E + CT p = f ;
C E = g;

(15.19)

o�u A 2 RN� N est sym�etrique, d�e�nie positive; C 2 RM � N est de rang maximal ; f 2 RN et
g 2 RM . Pour r�esoudre(15.19), il faut inverserC A � 1CT 2 RM � M .
Lorsque la condition inf-sup discr�ete est v�eri� �ee, il existe une constante � �

h > 0 telle que :

8 q 2 RM ; 9 F 2 RN :
( CT q j F )2

( A F j F )
� � �

h ( M q j q ) ; (15.20)

Comme la forme bilin �eaire B (3.2) est continue, il existe une constante bh > 0 telle que :

8 q 2 RM ; 8 F 2 RN ; ( CT q j F )2 � b2
h ( M q j q ) ( A F j F) : (15.21)
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Th �eor �eme 15.6 Lorsquela condition inf-sup discr�ete est v�eri� �ee, � ( M � 1 ( C A � 1CT ) ) �
bh

� � 2
h

.

D�emonstra tion. Montrons le th�eor�eme15.6. Consid�erons(15.20) et (15.21).
E�ectuons les changements de variable : q0 = M1=2q, et F0 = A1=2F. On obtient :

- ( M q j q ) = ( M 1=2 q0j M � 1=2 q0) = ( q0j q0) = j q0j2,

- ( A F j F ) = ( A1=2 F0j A � 1=2 F0) = ( F0j F0) = j F0j2,

- ( CT q j F ) = ( CT M � 1=2 q0j A � 1=2 F0) = ( A � 1=2 CT M � 1=2 q0j F0) = ( L q0j F0),

avec L = A � 1=2 CT M � 1=2 2 RN� M . On d�eduit de (15.20) que :

8 q0 2 RM ; 9 F0 2 RN : ( L q0j F0)2 � � � 2
h j q0j2 j F0j2 :

On d�eduit :

jjj L jjj := inf
q02 RM

sup
F02 RM

( L q0j F0)

j q0j j F0j
� � �

h ; (15.22)

o�u jjj L jjj est par d�e�nition la norme de L dans RN� M .
En utilisant les mêmeschangements de variables sur F et q on obtient de (15.21) que : :

8 q0 2 RM ; 8 F0 2 RN : ( L q0j F0) � b2
h j q0j2 j F0j2 ;

d'o�u :
jjj L jjj � bh : (15.23)

Or, on a :
( C A � 1CT q j q ) = ( ( C A � 1=2 A � 1=2 CT ) q j q ) ;

= j A � 1=2 CT q j2 ;
= j L q0j2; par changement de variable.

On en d�eduit l'in �egalit�e suivante, d'apr�es(15.22) et (15.23) et commejq0j2 = ( M q j q ) :

� � 2
h ( M q j q ) � ( C A � 1CT q j q ) � b2

h ( M q j q ): (15.24)

�
Le corollaire suivant est imm�ediat.

Corollaire 15.7 Si la condition inf-sup est uniforme et si la constante de continuit �e ne d�epend
pas du pas du mail lage(� �

h et bh ind�ependantsde h), les matrices M et C A � 1CT sont �equivalentes.

Si la condition inf-sup est uniforme, M � 1 ( C A � 1CT ) est �equivalente �a une constante fois la matrice
identit �e. Ainsi, le nombre de conditionnement de M � 1 ( C A � 1CT ) est plus proche de un que celui
de C A � 1CT , d'autant plus que � �

h et bh sont prochesde un. A�n de limiter le nombre d'it �erations
de l'algorithme d'Uzawa, il est donc judicieux de choisir M commematrice de pr�econditionnement.
Si le maillage le permet (voir la section 15.5), utiliser la matrice de masser�eduite eM permet de
diminuer avantageusement le côut d'une it �eration.



Chapitre 16

Le champ magn �etique

16.1 Le probl �eme quasi-magn �etostatique 2D

16.1.1 In tro duction

Pour le probl�eme bidimensionnel, les �equations quasi-magn�etostatique se r�esolvent de fa�con
similaire aux �equations quasi-�electrostatique. La condition aux limites portant sur la composante
normale de l'induction magn�etique, le probl�emeest tourn�e de 90� . Par rapport �a l'espaceX 0

E , les
rôlesde � N et � D sont invers�es.

Le probl�emequasi-magn�etostatique est le suivant :
Trouver H 2 X H tel que :

rot H = f H dans ! ; f H 2 L 2(! ); (16.1)

div H = gH dans ! ; gH 2 L 2(! ); (16.2)

H� = h sur @! ; h 2 L 2(@! ); (16.3)

Pour que les �equations (16.1)-(16.3) soient bien pos�ees,d'apr�es l'in t�egration par parties (1.14), il

faut que :
Z

!
gH d! =

Z

@!
h d� . Supposonsqueh s'annule au voisinagedescoinsrentrants. Il existe

alors un rel�evement r�egulier h 2 H 1(! ) de h (h � = h). PosonsH = H 0 + h. H 0 2 X 0
H satisfait :

rot H 0 = f 0
H 2 L 2(! ) ; (16.4)

div H 0 = g0
H 2 L 2(! ) ; (16.5)

o�u : f 0
H = f H � rot h et g0

H = gH � div h.

16.1.2 Le probl �eme direct

On peut d�ecomposerH et H 0 commesommede d�eriv�eesde potentiels :
H = � grad  N + rot  D o�u  N et  D satisfont les probl�emes de Neumann et de Dirichlet
suivants : �

� �  N = gH dans ! :
@�  N = � h sur @! ;

et
�

� �  D = f H dans ! :
 D = 0 sur @! :

(16.6)

H 0 = � grad  0
N + rot  0

D o�u  0
N 2 � N et  0

D 2 � D satisfont les probl�emesde Neumann et de
Dirichlet homog�enessuivants :

�
� �  0

N = g0
H dans ! :

@�  0
N = 0 sur @! ;

et
�

� �  0
D = f 0

H dans ! :
 0

D = 0 sur @! :
(16.7)

265
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On a donc la d�ecomposition orthogonale suivante : X 0
H = grad � N

?
� rot � D .

On peut approcher le champ quasi-magn�etostatique de plusieurs fa�cons:
� Le champ quasi-magn�etostatique peut donc être calcul�e par la m�ethode despotentiels d�ecrite

dans la section2.2 de la mêmefa�con et avec la mêmepr�ecisionque le champ quasi-�electrostatique.

D'apr�es la section 2.2,  0
N = e N +

NcrX

i =1

� i
N ' P

N ; i , et  0
D = e D +

NcrX

i =1

� i
D ' P

D ; i , o�u e N ;D 2 H 2(! ),

et : 8 i � i
N = ( g0

H ; sN ; i )0=� , � i
D = ( f 0

H ; sD ; i )0=� .
� Comme X H \ H 1(! ) est densedans X H , on peut approcher la solution de (16.1)-(16.3) par

les �el�ements �nis de Lagrangecontinus Pk .

Prop osition 16.1 Le probl�eme (16.1)-(16.3) est �equivalent au probl�eme variationnel suivant :
Trouver H 2 X H tel que : 8 F 2 X H ,

( H ; F )X H = ( gH ; div F )0 + ( f H ; rot F )0 +
Z

@!
h F� d� :

� On peut aussi appliquer la � -approche au calcul du champ quasi-magn�etostatique. On re-

marque en e�et que : grad ' P
N ; i = rot ' P

D ; i = yP
i , avec y P

i = � i r � i � 1
i

�
cos( � i � i )

� sin ( � i � i )

�
, exprim�e

en coordonn�eespolaires par rapport au coin rentrant Oi .

On obtient alors la d�ecomposition suivante : H 0 = H R +
NcrX

i =1

� i yP
i , H R 2 H 1(! ), et � i = � i

D � � i
N .

Posons eH = H R + h 2 H 1(! ). D'o�u : H = eH +
NcrX

i =1

� i yP
i . On remarque que : y P

i : � j @! 2 L 2(@! )

est nul sur les ar�etesdu coin rentrant Oi , et r�egulier ailleurs. Soit h � un rel�evement r�egulier de la

condition aux limites normale : eH : � j @! = h�
NcrX

i =1

� i yP
i : � j @! . PosonseH = eH 0 + h � . eH 0 satisfait :

rot eH 0 = f H � rot h � 2 L 2(! ) ; (16.8)

div eH 0 = gH � div h � 2 L 2(! ) : (16.9)

Prop osition 16.2 Le probl�eme (16.8)-(16.9) est �equivalent �a la formulation variationnel le sui-
vante : Trouver eH 0 2 X 0 ; R

H tel que :

8 F 2 X 0 ; R
H , A 0( eH 0 ; F ) = M 0( F ) � A 0( h � ; F ) : (16.10)

A 0 restreinte �a X 0
H � X 0

H est une forme bilin�eaire sym�etrique coercitive (c'est le produit scalaire
dans X 0

H ). M 0 est la forme lin�eaire continue suivante :

M 0 : X 0
H ! R
F 7! ( gH ; div F )0 + ( f H ; rot F )0 :

Consid�erons le cas o�u il n'existe qu'un seul coin rentrant. Lorsque h 2 H 1=2(@! ) s'annule au
voisinagedu coin rentrant, on peut montrer de la mêmefa�con que dans le paragraphe2.4.3 que :

( div h ; sN )0 � ( rot h ; sD )0 =
Z

@!
h sN d� : (16.11)
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On en d�eduit la formule g�en�eralis�ee et simpli� �eesuivante :

� = ( f H ; sD )0 � ( gH ; sN )0 +
Z

@!
h sN d� : (16.12)

�Etudions la d�ecomposition orthogonale de X 0
H . Soit X 0 ; R

H = X 0
H \ H 1(! ) l'espacer�egularis�e

de X 0
H . Lorsque ! est convexe, d'apr�es [50], X 0 ; R

H = X 0
H . Au contraire, lorsqu'il existe un coin

rentrant, X 0 ; R
H , est strictement inclus et est ferm�e dans X 0

H . Les �el�ements �nis Pk de Lagrangene

permettent pasde capter lesparties singuli�eres(non H 1). Soit X 0 ; S
H = ( X 0 ; R

H )
? X 0

H . En proc�edant
de la mêmefa�con que pour d�emontrer la th�eor�eme2.43, on obtient une basede X 0 ; S

H :

Prop osition 16.3 On consid�ere les vecteurs y S
i = grad ' N ; i + rot ' D ; i , i 2 f 1; : : : ; Ncr g. Alors

X 0 ; S
H est g�en�er�e par les y S

i : X 0 ; S
H = vect( y S

1 ; :::; y S
Ncr

).

D'apr�es la � -approche, les y S
i s'�ecrivent ainsi : y S

i = ey i +
NcrX

j =1

� i ; j yP
j , o�u ey i 2 H 1(! ) satisfait :

div ey i = � sN ; i dans ! ;
rot ey i = sD ; i dans ! ;

ey i : � j A k
= �

NcrX

j =1

� i ; j yP
j : � j A k

; 8 k 2 f 1; :::; K g:

Pour tout i , on pose ey i = ey0
i + h i , o�u ey0

i 2 X 0 ; R
H et o�u h i est un rel�evement r�egulier de

�
NcrX

j =1

� i ; j yP
i : � j@! . ey0

i satisfait alors :

div ey0
i = � sN ; i � div h i dans ! ; (16.13)

rot ey i
0 = sD ; i � rot h i dans ! : (16.14)

Prop osition 16.4 Fixons i . Le probl�eme (16.13)-(16.14) est �equivalent �a la formulation varia-
tionnelle suivante : Trouver ey0

i 2 X 0 ; R
H tel que :

8 F 2 X 0 ; R
H , A 0( ey0

i ; F ) = �A 0( h i ; F ) : (16.15)

D�ecomposonsH 0 de fa�con orthogonale : H 0 = bH 0 +
NcrX

i =1

di yS
i , o�u bH 0 2 X 0 ; R

H et 8 i di 2 R.

Soient d et � 2 RNcr tels que : 8 i 2 f 1; :::; Ncr g, d i = di et � i = � i .

Prop osition 16.5 Le probl�eme (16.4)-(16.5) est �equivalent �a la formulation variationnel le sui-
vante : Trouver bH 0 2 X 0 ; R

H et d 2 R tels que :

A 0( bH 0 ; F ) = M 0( F ) � A 0( h ; F ) ; 8 F 2 X 0 ; R
H ; (16.16)

X d = � : (16.17)
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16.2 Le probl �eme quasi-magn �etostatique 3D

16.2.1 In tro duction

Le probl�emequasi-magn�etostatique est le suivant :
Trouver H 2 XH tel que :

rot H = fH dans 
 ; fH 2 H( div 0 ; 
 ) ; (16.18)

div H = gH dans 
 ; gH 2 L 2(
) (16.19)

H� = h sur @
 ; h 2 L 2(@
) ; (16.20)

fH est �a divergencenulle, et h 2 H 1=2(@
) s'annule au voisinagedescoins et desarêtes rentrants.
Contrairement au casbidimensionnel, il n'y a pasde relation de compatibilit �e entre f H et h. Notons

que
Z

@

h d� =

Z

@

H : � d� =

Z



gH d
, d'apr�es la formule d'in t�egration par parties (7.13) avec

u = H et v = 1.

D �e�nitions 16.6 On appelle la norme du graphe(ou norme naturelle) deXH la quantit�e suivante :

jjv jj0;rot ;div ;L 2 (@
) :=
�

jjv jj2
0 + jj rot v jj2

0 + jjdiv v jj2
0 +

Z

@

jv : � j2 d�

� 1=2

:

On appelle la semi-norme de XH la quantit�e suivante :

jv jrot ;div ;L 2(@
) :=
�

jj rot v jj2
0 + jjdiv v jj2

0 +
Z

@

jv : � j2 d�

� 1=2

:

P. Fernandezet G. Gilardi ont montr �e dans [61] le th�eor�emesuivant :

Th �eor �eme 16.7 L'inje ction de XH dans L 2(
) est compacte.

Ce th�eor�emepermet de montrer le lemme suivant, de la mêmefa�con que le lemme 8.4 :

Lemme 16.8 Il existe une constante C > 0 ne d�ependant que de 
 telle que :

8v 2 XH , jjv jj0 � Cjv jrot ;div ;L 2(@
) : (16.21)

On en d�eduit alors le th�eor�emequi suit :

Th �eor �eme 16.9 Dans XH , la semi-norme est �equivalente�a la norme du graphe : la semi-norme
d�e�nit une norme sur XH .

16.2.2 Le probl �eme direct

En magn�etostatique (div H = 0), si la densit�e de courant est nulle, on a rot H = 0, et on
peut �ecrire le champ magn�etique sousforme du gradient d'un potentiel scalaire magn�etique : H =
� grad � M , o�u � M 2 H 1(
) \ L 2

0(
) satisfait le probl�eme de Neuman suivant : � � � M = 0 dans

, et @� � M = h sur @
. On peut alors appliquer les m�ethodeset les r�esultats de l' �electrostatique,
en notant bien qu'il s'agit non plus de r�esoudreun probl�eme de Dirichlet, mais un probl�eme de
Neumann.

Commediv H estnul (absencedemonopolemagn�etique), on peut �ecrire H sousla forme : rot A .
A est appel�e potentiel vecteur, et est d�e�nit �a un gradient pr�es car rot grad = 0. Si on choisit
A tel que div A = 0 (c'est de choix de la jauge de Coulomb), A 2 H 1(
) satisfait le probl�eme de
Neuman suivant : � � A = fH dans 
 et rot A : n = h sur @
.
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Prop osition 16.10 Le probl�eme(16.18)-(16.20) est �equivalentau probl�emevariationnel suivant :
Trouver H 2 XH tel que :

8 F 2 XH , ( H ; F )XH = L H ( F ); (16.22)

o�u M H est la forme lin�eaire suivante :

M H : XH ! R

F 7! ( fH ; rot F )0 + ( gH ; div F )0 +
Z

@

h F� d� :

Comme M H 2 X 0
H , d'apr�es le th�eor�eme de Riesz-Fr�echet, le probl�eme(16.22) admet une solution

unique H 2 XH , qui d�epend contin ûment desdonn�eesfH , gH et h.
D�emonstra tion. Voir article [36].

�
Comme XH \ H 1(
) est densedans XH [40, 51], on peut approcher la solution de (8.12) par les
�el�ements �nis de Lagrangecontinus Pk .

Consid�erons H r 2 H 1(
) un rel�evement r�egulier de h. On pose alors : H = H 0 + H r , o�u
H 0 2 X 0

H satisfait le probl�emesuivant :

rot H = fH � rot H r dans 
 ; ; (16.23)

div H = gH � div H r dans 
 ; (16.24)

Prop osition 16.11 Le probl�eme(16.23)-(16.24) est �equivalentau probl�emevariationnel suivant :
Trouver H 0 2 X 0

H tel que :

8 F 2 X 0
H , ( H 0 ; F )X 0

H
= M 0 ( F ) � ( H r ; F )X 0

H
; (16.25)

Comme M 0 2 (X 0
M )0, d'apr�es le th�eor�eme 1.7, le probl�eme (16.25) admet une solution unique

H 0 2 X 0
H , qui d�epend contin ûment desdonn�ees.

Lorsque 
 n'est pas convexe,X 0 ; R
H := X 0

H \ H 1(
), l'espacer�egularis�e de X 0
H n'est pas densedans

X 0
H . X 0 ; R

H est ferm�e et strictement inclus dans X 0
H .

Lorsque 
 est convexe, X 0 ; R
H = X 0

H . La solution de (8.14) approch�ee par les �el�ements �nis de
Lagrangecontinus Pk est fausselorsque 
 pr�esente dessingularit�esg�eom�etriques.

La discr�etisation des formulations variationnelles (16.22) et (16.25) est donn�ee dans le para-
graphe 16.3.2de la section suivante.
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16.3 Champ quasi-magn �etostatique : discr �etisation 3D

Dans cette section, nous indiquons comment construire les matrices pour r�esoudrele probl�eme
quasi-magn�etostatique 3D. Nous reprenonsles notations du chapitre 10 de la partie I I I.

16.3.1 M �etho de avec CL naturelles

Pour la m�ethode avec CL naturelles, l'espace de discr�etisation de XH par les �el�ements �nis
Pk est Xk . La matrice des produits scalairesXH des fonctions de Xk est repr�esent�e par AH =
Rot + Div + B� , o�u B� est telle que : 8 i ou j 62I@
 , Bi ; j

� = 0 et : 8 i ; j 2 I@
 ,

Bi ; j
� =

X

Fq j M i ; M j 2 Fq

 Z

Fq

vj vi d� � q : � T
q

!

:

PosonsL h 2 (R3� 3)N� N la matrice d�e�nie par les N � N sous-blocs :

L i ; j
h =

X

Fq j M i ; M j 2 Fq

Z

Fq

vj vi d� � q : � T
q ; si i et j 2 I@
 ;

= 0 sinon :

Soient fH 2 R3 N et g
H

2 RN les repr�esentations de � k fH et � kgH dans la basede Xk , et H la
repr�esentation de H h, l'approximation de H dans Xk . Soit h 2 RN , tel que hi = 0 si M i 2 
,
h(M i ) = h(M i ) sinon. La repr�esentation discr�etis�eede la formulation variationnelle (16.22) semet
sousla forme matricielle suivante :

AH H = L f fH + Lg g
H

+ Lh h;

avec : AH = Div + Rot + B� :
(16.26)

Par la suite, on pose: M = L f fH + Lg g
H

+ Lh h.

16.3.2 M �etho de avec CL essentielles

X 0
H \ H 1(
) estdensedansX 0

H , seulement si 
 est convexe.Ainsi, la m�ethode d�ecrite ici converge
dans la caso�u 
 pr�esente dessingularit�esg�eom�etriques seulement si les donn�eessont r�eguli�eres.

On consid�erecommeespacede discr�etisation de X 0 ; R
H le sous-espacede Xk , conformedansX 0

H :

X 0 ; R
H ; k =

�
v 2 Xk j v : � j @
 = 0 sur @


	
: (16.27)

Par construction, X 0 ; R
H ; k � H 1(
). La discr�etisation de (16.25) sefait de la mêmefa�con que cellede

(16.22), mais il faut prendre en compte la condition aux limites normalesdans les matrices Div et
Rot, et dans les termes du secondmembre.

Propri �et �e 16.12 L'espace X 0 ; R
H ; k est de dimension �nie 3N � Nf � 2Na � 3Nc.
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D�emonstra tion. Soit u 2 X 0 ; R
H ; k . Comme X 0 ; R

H ; k est un sous-espacede Xk , il est de dimension

inf�erieure ou �egale�a 3N et on peut �ecrire u =
NX

i =1

3X

� =1

u� ( M i ) v i ; � .

� Consid�eronsun point M i , i 2 Ia, se trouvant sur l'ar ête Ak ; l (�gure 7.1, p. 153). On a :

�
u( M i ) : � l = 0;
u( M i ) : � k = 0:

Comme les vecteurs � k et � l ne sont pas colin�eaires,u( M i ) est n�ecessairement colin�eaire �a � k ; l .

Ceci �etant valable pour tous les points d'arêtes, on peut �ecrire : u =
X

i 2 InIa

3X

� =1

u� ( M i ) v i ; � +

X

i 2 Ia

u� ( M i ) vi � i , avec � i = � k ; l , d�e�ni de fa�con unique; et u� ( M i ) = u( M i ) : � i . Pour chaque

vecteur de X 0 ; R
H ; k , nous �eliminons alors deux degr�es de lib ert�e li�es �a chaque point d'arête. D'o�u :

dim( X 0 ; R
H ; k ) � 3N � 2Na.

� Consid�erons un coin M i , i 2 Ic. M i est l'in tersection d'au moins trois faces,dont les vecteurs
normaux ne sont pas colin�eairesni tous les trois dans le même plan, d'o�u u(M i ) = 0. Ceci �etant

valable pour tous les coins, on peut �ecrire : u =
N� NacX

i =1

3X

� =1

u� ( M i ) v i ; � +
X

i 2 Ia

u� ( M i ) � i . Pour

chaque vecteur de X 0 ; R
H ; k , nous �eliminons alors les trois degr�es de lib ert�e li�es �a chaque coin. Il y en

a Nc, d'o�u : dim( X 0 ; R
H ; k ) � 3N � 2Na � 3Nc.

� Consid�eronsun point M i , i 2 I f , se trouvant sur la face Fk de @
. Comme u( M i ) : � j Fk
= 0,

on peut �ecrire u( M i ) j Fk
= u� 1 ( M i ) vi � 1

j Fk
+ u� 2 ( M i ) vi � 2

j Fk
.

D'o�u : u =
X

i 2 I 


3X

� =1

u� ( M i ) v i ; � +
X

i 2 I f

2X

� =1

u� � ( M i ) vi � �
i +

X

i 2 Ia

u� ( M i ) vi � i . Ainsi, pour chaque

vecteur de X 0 ; R
H ; k , nous �eliminons un degr�e de lib ert�e par point du bord qui n'est pas ni sur une

arête ni sur un coin. D'o�u : dim( X 0 ; R
H ; k ) � 3N � Nf � 2Na � 3Nc. Pour conclure, la famille

B 0
0 := ( v i ; � ) i 2 I ! ; � 2f 1;2;3g [ ( vi � �

i ) i 2 I f ; � 2f 1;2g [ ( vi � i ) i 2 Ia est contenue dans X 0 ; R
H ; k , d'o�u :

dim( X 0 ; R
H ; k ) � 3N � 2Nf � 3Na � 3Nc.

�

Nous avons donc montr �e la propri �et�e 16.12, et au passageque B 0
0 engendreX 0 ; R

H ; k . On utilisera
donc deux typesde baselocale de R3 selon l'emplacement de M i :
- 8 i 2 I 
 , M i 2 
, on travaille dans la basecanonique( e1 ; e2 ; e3 ),
- 8 i 2 I f , M i 2 @
 n(A [ C), on travaille dans la baselocale ( � 1

i ; � 2
i ; � i ),

- 8 i 2 Ia, M i 2 A , si M i est sur une arête de Fk et de Fl , on travaille dans la base locale
( � i ; � 1

i ; � 2
i ), o�u par exemplesi M i est sur l'ar ête Ak ; l et que Fk et Fl sont orthogonales: � 1

i = � k

et � 2
i = � k (ou le contraire, de sorte que (� i ; � 1

i ; � 2
i ) forme une baseorthonorm�eedirecte).

- 8 i 2 Ic, M i 2 C, a�n de lever l'ambigu•�t �e sur le vecteur normal, on travaille dans la basecano-
nique ( e1 ; e2 ; e3 ).
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On appelle B 0 la basede Xk ainsi form�ee:

B 0 = (v i ; � ) i 2 I 
 [ Ic ;� 2f 1;2;3g [ (vi � �
i ) i 2 I f ;� 2f 1;2g [ (vi � i ) i 2 I f

[ (vi � �
i ) i 2 Ia ; � 2f 1;2g [ (vi � i ) i 2 Ia :

(16.28)

Les fonctions de basede B (10.12) et de B 0 sont les mêmespour les points M i tels que i 2 InIa.
Soit A0 2 ( R3� 3 )N� N la d�ecomposition de la matrice Div + Rot dans B 0, cette fois-ci, qu'on

�ecrit de la fa�con suivante :

A0 =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
@

A 
 ; 
 A 
 ; f A 
 ; a A 
 ; c

Af ; 
 Af ; f Af ; a Af ; c

Aa ; 
 Aa ; f Aa ; a Aa ; c

Ac ; 
 Ac ; f Ac ; a Ac ; c

1

C
C
C
C
C
C
C
C
A

:

Nous ne d�ecrivons ici que les sous-blocs qui n'ont pas �et�e d�ecrits au paragraphe10.4.1:

- Ac ; c = A i 2 Ic ; j 2 Ic
ac ; ac 2 ( R3� 3 )Nc � Nc ;

- A 
 ; c = A i 2 I 
 ; j 2 Ic

 ; ac 2 ( R3� 3 )N 
 � Nc ;

- Ac ; 
 = A i 2 Ic ; j 2 I 

ac ; 
 2 ( R3� 3 )Nc � N 
 .

- Af ; c = A i 2 Ic ; j 2 I f
f ; ac 2 ( R3� 3 )Nc � N f .

- Ac ; f = A
i 2 I f ; j 2 Ic

f ac ; f 2 ( R3� 3 )N f � Nc .

La sous-matriceAa ; a 2 ( R3� 3 )Na � Na est compos�ee desNa � Na sous-blocs A i ; j
a ; a 2 R3� 3, tels

que : 8 i 2 Ia, 8 j 2 Ia :

A i ; j
a ; a =

0

B
B
B
B
B
@

( vj � j ; vi � i )X 0
H

( vj � 1
j ; vi � i )X 0

H
( vj � 2

j ; vi � i )X 0
H

( vj � j ; vi � 1
i )X 0

H
( vj � 1

j ; vi � 1
i )X 0

H
( vj � 2

j ; vi � 1
i )X 0

H

( vj � j ; vi � 2
i )X 0

H
( vj � 1

j ; vi � 2
i )X 0

H
( vj � 2

j ; vi � 2
i )X 0

H

1

C
C
C
C
C
A

:

Cessous-blocs agissent sur les vecteursde R3 d�ecompos�es dans la baselocale ( � 1
j ; � 2

j ; � j )T :

H h( M j ) =

0

@
H� ( M j )
H� 1 ( M j )
H� 2 ( M j )

1

A , o�u H� � ( M j ) = H h( M j ) : � �
j , � = 1; 2, et H� ( M j ) = H h( M j ) : � j .

La sous-matriceA 
 ; a 2 ( R3� 3 )N 
 � Na est compos�eedesN
 � Na sous-blocs A i ; j

 ; a 2 R3� 3, tels
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que : 8 i 2 I 
 , 8 j 2 Ia :

A i ; j

 ; a =

0

B
B
B
B
B
@

( vj � j ; vi e1 )X 0
H

( vj � 1
j ; vi e1 )X 0

H
( vj � 2

j ; vi e1 )X 0
H

( vj � j ; vi e2 )X 0
H

( vj � 1
j ; vi e2 )X 0

H
( vj � 2

j ; vi e2 )X 0
H

( vj � j ; vi e3 )X 0
H

( vj � 1
j ; vi e3 )X 0

H
( vj � 2

j ; vi e3 )X 0
H

1

C
C
C
C
C
A

:

Sym�etriquement, on a : Aa ; 
 2 ( R3� 3 )Na � N 
 telle que : 8i 2 Ia, 8j 2 I 
 , A i ; j
a ; 
 = A j ; i


 ; a. Les
sous-blocs Aa ; c 2 ( R3� 3 )Na � Nc et Ac ; a 2 ( R3� 3 )Nc � Na seforment de la mêmefa�con.

La sous-matriceA f ; a 2 ( R3� 3 )N f � Na est compos�eedesNf � Na sous-blocs A i ; j
f ; a 2 R3� 3, tels

que : 8 i 2 I f , 8 j 2 Ia :

A i ; j
f ; a =

0

B
B
B
B
B
@

( vj � j ; vi � 1
i )X 0

H
( vj � 1

j ; vi � 1
i )X 0

H
( vj � 2

j ; vi � 1
i )X 0

H

( vj � j ; vi � 2
i )X 0

H
( vj � 1

j ; vi � 2
i )X 0

H
( vj � 2

j ; vi � 2
i )X 0

H

( vj � j ; vi � i )X 0
H

( vj � 1
j ; vi � i )X 0

H
( vj � 2

j ; vi � i )X 0
H

1

C
C
C
C
C
A

:

Sym�etriquement, on a : Aa ; f 2 ( R3� 3 )Na � N f telle que : 8i 2 Ia, 8j 2 I f , A i ; j
a ; f = A j ; i

f ; a. Nous ne
d�etaillerons pas les calculs dessous-matricesde A0, car ils sont similaires aux calculs des�el�ements
de Rot et Div, expliqu�esdans le paragraphe10.3.1.
Soit F 2 Xk . A�n de d�e�nir le produit matrice-vecteur A0F, o�u F est le vecteur de ( R3 )N associ�e
�a F , on d�ecomposeF dans B 0 :

F =
X

j 2 I 
 [ Ic

3X

� =1

F� (M j ) v j ; � +
X

j 2 I f

0

@
2X

� =1

F� � (M j ) vj � �
j + F� (M j ) vj � j

1

A

+
X

j 2 Ia

0

@
2X

� =1

F� � (M j ) vj � �
j + F� (M j ) vj � j

1

A ;

o�u 8 i 2 Ia, 8� 2 f 1; 2g, F� � (M j ) = F (M i ) : � �
i et F� (M j ) = F (M i ) : � i .

On consid�ere alors F = (F
 ; Ff ; Fa; Fc)
T le vecteur de R3N associ�e, dont les sous-composantes

Fa et Fc sont :

- Fa = (F � 1 (M N� Nac +1 ); F� 2 (M N� Nac +1 ); F� (M N� Nac +1 ); :::; F� 1 (M N� Nc ); F� 2 (M N� Nc ); F� (M N� Nc ))T 2
(R3)Na ,

- Fc = (F1(M N� Nc+1 ); F2(M N� Nc + 1); F3(M N� Nc+1 ); :::; F1(M N); F2(M N); F3(M N ))T 2 (R3)Nc .

Le produit matrice-vecteur A0F est ainsi bien d�e�ni. Pour construire la matrice de la formulation
variationnelle (16.25) discr�etis�ee dans X 0 ; R

H ; k , on peut alors proc�eder �a l' �elimination desconditions
aux limites essentielles dans A0. Cela correspond �a �eliminer d'une part les lignes et les colonnesde
A0dont les�el�ements d�ependent de � pour lessommetssitu�es�a l'in t�erieur desfacesdu bord (i 2 I f ) ;
d'autre part les lignes et les colonnesdont les �el�ements d�ependent de � 1;2 pour les sommetssitu�es
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sur les arêtes de @
 (i 2 Ia) ; et en�n toutes les lignes et les colonnespour les sommetssitu�es sur
les coins de @
 (i 2 Ic). On appelle A0

0 la matrice ainsi obtenue.
Soit A 
 ; � 2 ( R3� 3 )N 
 � N f la matrice A 
 ; f dont on a �elimin�e la colonned�ependant de � :

8 i 2 I 
 , 8 j 2 I f ,

A i ; j

 ; � =

0

B
B
B
B
B
@

( vj � 1
j ; vi e1 )X 0

H
( vj � 2

j ; vi e1 )X 0
H

0

( vj � 1
j ; vi e2 )X 0

H
( vj � 2

j ; vi e2 )X 0
H

0

( vj � 1
j ; vi e3 )X 0

H
( vj � 2

j ; vi e3 )X 0
H

0

1

C
C
C
C
C
A

:

Sym�etriquement, A � ; 
 2 ( R3� 3 )N f � N 
 est la matrice A f ; 
 dont on a �elimin�e la ligne qui d�epend
de � : A i ; j

� ; 
 = A j ; i

 ; � .

On consid�ere A � ; � la matrice A f ; f dont on a �elimin�e les termes d�ependant de � , sauf le terme
diagonal, pour lequel on a impos�e la valeur 1 :

A i ; j
� ; � =

0

B
B
B
B
B
@

( vj � 1
j ; vi � 1

i )X 0
H

( vj � 2
j ; vi � 1

i )X 0
H

0

( vj � 1
j ; vi � 2

i )X 0
H

( vj � 2
j ; vi � 2

i )X 0
H

0

0 0 � ij

1

C
C
C
C
C
A

:

En e�et, A f ; f correspond �a un bloc diagonaldeA0. En imposant la valeur 1 sur lestermesdiagonaux
�elimin�es,on s'assureque la matrice ainsi modi� �eesoit inversible.

Soit A 
 ; � a 2 ( R3� 3 )N 
 � Na la matrice A 
 ; a dont on a �elimin�e lescolonnesd�ependant de � 1;2 :
8 i 2 I 
 , 8 j 2 Ia,

A i ; j

 ; � =

0

B
B
B
B
B
@

( vj � j ; vi e1 )X 0
H

0 0

( vj � j ; vi e2 )X 0
H

0 0

( vj � j ; vi e3 )X 0
H

0 0

1

C
C
C
C
C
A

:

Sym�etriquement, A � a ; 
 2 ( R3� 3 )Na � N 
 est la matrice Aa ; 
 dont on a �elimin�e les lignes qui
d�ependent de � 1;2 : A i ; j

� a ; 
 = A j ; i

 ; � a

.
Soit A � ; � a 2 ( R3� 3 )N f � Na la matrice A 
 ; a dont on a �elimin�e la ligne d�ependant de � et les

colonnesd�ependant de � 1;2 :
8 i 2 I 
 , 8 j 2 Ia,

A i ; j

 ; � =

0

B
B
B
B
B
@

( vj � j ; vi � 1
i )X 0

H
0 0

( vj � j ; vi � 2
i )X 0

H
0 0

0 0 0

1

C
C
C
C
C
A

:

Sym�etriquement, A � a ; � 2 ( R3� 3 )Na � N f est la matrice Aa ; f dont on a �elimin�e les lignes qui
d�ependent de � 1;2 et la colonnequi d�epend de � : A i ; j

� a ; � = A j ; i
� ; � a .

On consid�ere A � a ; � a la matrice Aa ; a dont on a �elimin�e les termes d�ependant de � 1;2, sauf les
termes diagonaux, pour lesquelson a impos�e la valeur 1 :

A i ; j
� a ; � a

=

0

@
( vj � j ; vi � i )X 0

H
0 0

0 � ij 0
0 0 � ij

1

A :
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En e�et, Aa ; a correspond �a un bloc diagonaldeA0. En imposant la valeur 1 sur lestermesdiagonaux
�elimin�es,on s'assureque la matrice ainsi modi� �eesoit inversible.

On en d�eduit que la structure par blocs de la matrice A0
0 2 ( R3� 3 )N� N est la suivante :

A0
0 =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
@

A 
 ; 
 A 
 ; � A 
 ; � a 0

A � ; 
 A � ; � A � ; � a 0

A � a ; 
 A � a ; � A � a ; � a 0

0 0 0 I c ; c

1

C
C
C
C
C
C
C
C
A

;

o�u I c ; c est la matrice identit �e de ( R3� 3 )Nc � Nc .

Prop osition 16.13 La matrice A0
0 est inversible.

La preuve est similaire �a celle de la proposition 10.4.
En proc�edant commedans le paragraphe10.4.2,on montre que le probl�emevariationnel (16.25)

discr�etis�e dans X 0 ; R
H ; k s'�ecrit :

Trouver H h 2 Xk tel que :

8 i 2 I 
 ; 8 � 2 f 1; 2; 3g; ( H h ; v i ; � )X 0
H

= M 0( v i ; � ) ;
8 i 2 I f ; 8 � 2 f 1; 2g ( H h ; vi � �

i )X 0
H

= M 0( vi � �
i ) ;

8 i 2 I f ; H h ( M i ) : � i = h ( M i ) ;
8 i 2 Ia ; 8 � 2 f 1; 2g; H h ( M i ) : � �

i = H r ( M i ) : � �
i ;

8 i 2 Ic ; H h ( M i ) = H r ( M i ) :

(16.29)

Pour les deux derni�eresin�egalit�es, on peut proc�eder commedans le paragraphe10.4.3.
Soit H = ( H
 ; Hf ; Ha ; Hc )T le vecteur de R3N associ�e dont les composantes sont �egales�a

cellesde H h dans B 0. Consid�erons le rel�evement discret suivant : Hr = ( Z
 ; H� ; H� a
; Hc )T , o�u :

- Z
 est le vecteur nul de ( R3 )N 
 ;

- Hr
� a

= (0; 0; h (M N 
 +1 ); :::; 0; 0; h (M N 
 +N f ))T 2 (R3)N f , est le vecteur contenant les valeurs les
valeurs de h sur les points desfacesde @
 ;

- Hr
� = (0; H r (M N� Nac +1 ) : � 1

i ; H r (M N 
 � Nac +1 ) : � 2
i ; :::; 0; H r (M N� Nc ) : � 1

i ; H r (M N� Nc ) : � 2
i )T 2 (R3)Na ,

est le vecteur contenant les valeurs descomposantes de H r sur les arêtesdu maillage;

- Hr
c = (H r

1(M N� Nc+1 ); Hr
2(M N� Nc+1 ); ; Hr

3(M N� Nc+1 ); :::; Hr
1(M N ); Hr

2(M N ); ; Hr
3(M N ))T 2 (R3)Nc ,

est le vecteur contenant les valeurs descomposantes de H r sur les coins du maillage.

Soit A � ; f 2 ( R3� 3 )N f � N f la matrice A f ; f dont on a �elimin�e la ligne d�ependant de � i :
8 i ; j 2 I f ,

A i ; j
� ; f =

0

B
B
B
B
B
@

( vj � 1
j ; vi � 1

i )X 0
H

( vj � 2
j ; vi � 1

i )X 0
H

( vj � j ; vi � 1
i )X 0

H

( vj � 1
j ; vi � 2

i )X 0
H

( vj � 2
j ; vi � 2

i )X 0
H

( vj � j ; vi � 2
i )X 0

H

0 0 0

1

C
C
C
C
C
A

:
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Soit A � ; a 2 ( R3� 3 )N f � Na la matrice A f ; a dont on a �elimin�e la ligne d�ependant de � i :
8 i 2 I f ; 8j 2 Ia,

A i ; j
� ; f =

0

B
B
B
B
B
@

( vj � j ; vi � 1
i )X 0

H
( vj � 1

j ; vi � 1
i )X 0

H
( vj � 2

j ; vi � 1
i )X 0

H

( vj � j ; vi � 2
i )X 0

H
( vj � 1

j ; vi � 2
i )X 0

H
( vj � 2

j ; vi � 2
i )X 0

H

0 0 0

1

C
C
C
C
C
A

:

Soit A � ; c 2 ( R3� 3 )N f � Nc , la matrice A f ; c dont on a �elimin�e la ligne d�ependant de � i :
8 i 2 I f , 8 j 2 Ic,

A i ; j
� ; c =

0

B
B
B
B
B
@

( vj e1 ; vi � 1
i )X 0

H
( vj e2 ; vi � 1

i )X 0
H

( vj e3 ; vi � 1
i )X 0

H

( vj e1 ; vi � 2
i )X 0

H
( vj e2 ; vi � 2

i )X 0
H

( vj e3 ; vi � 2
i )X 0

H

0 0 0

1

C
C
C
C
C
A

:

Soit A � a ; f 2 ( R3� 3 )Na � N f la matrice Aa ; f dont on a �elimin�e les lignes d�ependant de � 1;2
i :

8 i 2 Ia ; 8 ; j 2 I f ,

A i ; j
� a ; f =

0

B
B
B
B
@

( vj � 1
j ; vi � i )X 0

H
( vj � 2

j ; vi � i )X 0
H

( vj � j ; vi � i )X 0
H

0 0 0

0 0 0

1

C
C
C
C
A

:

Soit A � a ; a 2 ( R3� 3 )Na � Na la matrice Aa ; a dont on a �elimin�e les lignes d�ependant de � 1;2
i :

8 i ; j 2 Ia,

A i ; j
� a ; a =

0

B
B
B
B
@

( vj � j ; vi � i )X 0
H

( vj � 1
j ; vi � i )X 0

H
( vj � 2

j ; vi � i )X 0
H

0 0 0

0 0 0

1

C
C
C
C
A

:

Soit A � a ; c 2 ( R3� 3 )Na � Nc , la matrice Aa ; c dont on a �elimin�e les lignes d�ependant de � 1;2
i :

8 i 2 Ia, 8 j 2 Ic,

A i ; j
� a ; c =

0

B
B
B
B
@

( vj e1 ; vi � i )X 0
H

( vj e2 ; vi � i )X 0
H

( vj e3 ; vi � i )X 0
H

0 0 0

0 0 0

1

C
C
C
C
A

:

Soit M
 2 ( R3 )N 
 la restriction de M aux i 2 I 
 , M� 2 ( R3 )N f le vecteur tel que :

M� = ( M 0( vN 
 +1 � 1
N 
 +1 ) ; M 0( vN 
 +1 � 2

N 
 +1 ) ; 0; :::; M 0( vN 
 +N f � 1
N 
 +N f

) ; M 0( vN 
 +N f � 2
N 
 +N f

) ; 0);
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et en�n M� a
2 ( R3 )Na le vecteur tel que :

M� a
= ( M 0( vN� Nac +1 � N� Nac +1 ) ; 0; 0; :::; M 0( vN� Nc � N� Nc ) ; 0; 0);

Soit A0
r 2 ( R3� 3 )N� N la matrice d�e�nie ainsi :

A0
r =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
@

0 A 
 ; f A 
 ; a A 
 ; c

0 A � ; f A � ; a A � ; c

0 A � a ; f A � a ; a A � a ; c

0 0 0 � I c ; c

1

C
C
C
C
C
C
C
C
A

:

PosonsM0 = ( M
 ; M� ; M� a
; Zc )T 2 ( R3 )N , o�u Zc est le vecteur nul de ( R3 )Nc . On montre de

la même fa�con que dans le paragraphe 4.7.1 que les �equations (16.29) se r�e�ecrivent sousla forme
du syst�emematriciel suivant :

A0
0 H = M0 � A0

r Hr :

Le calcul de M0 est similaire �a celui de M. Une fois queH est calcul�e, on peut �ecrire l'approximation
calcul�eesur les arêtesdu bord, Ha dans la basecanonique( e1 ; e2 ; e3).
Pour cela, �a chaque point M i , i 2 Ia, on associe Oa;i 2 R3� 3, la matrice de changement de base
telle que :

Oa;i =

0

B
B
B
B
@

� 1(M i ) � 1
1(M i ) � 2

1(M i )

� 2(M i ) � 1
2(M i ) � 2

2(M i )

� 3(M i ) � 1
3(M i ) � 2

3(M i )

1

C
C
C
C
A

;

avec � =
3X

� =1

� � e� et pour � 2 f 1; 2g, � � =
3X

� =1

� �
� e� . Soit Oa 2 ( R3 )Na � Na la matrice diagonale

par bloc d�e�nie par :

Oa =

0

B
@

Oa;N � Nac + 1 0 0

0
. . . 0

0 0 Oa;N � Nc

1

C
A :

Le vecteur correspondant aux composantes dans la base( e1 ; e2 ; e3)T s'�ecrit alors : Oa Ha.
Le vecteur correspondant aux composantes de Hf dans la base( e1 ; e2 ; e3)T s'�ecrit : Of Hf .
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Chapitre 17

Rapp els de notations

17.1 Rapp el des espaces fonctionnels et des formes bilin �eaires 2D

� Espace variationnel et forme bilin �eaire relatifs �a la m�etho de aux CL naturelles :
Espacevariationnel de E :

X E =
�

u 2 H (rot ; ! ) \ H (div ; ! ) : u� 2 L 2(@! )
	

:

Forme bilin �eaire coercitive associ�ee :

A E : X E � X E ! R

( E ; F ) 7! ( div E ; div F )0 + ( rot E ; rot F )0 +
Z

@!
E� F� d� ;

� Espace variationnel et forme bilin �eaire relatifs �a la MCS :
Espacevariationnel de E :

X 0
E = f u 2 X E : u� = 0g; jjujjX 0

E
=

�
jj rot ujj2

0 + jjdiv ujj2
0

� 1=2
:

Forme bilin �eaire coercitive associ�ee :

A 0 : X E � X E ! R
( E ; F ) 7! ( div E ; div F )0 + ( rot E ; rot F )0:

� Espace variationnel et forme bilin �eaire relatifs �a la m�etho de de r �egularisation �a
poids :
Espacevariationnel de E :

X 0
E ; 
 =

�
u 2 H 0(rot ; ! ) : div u 2 L 2


 (! )
	

; jjujjX 0
E ; 


=
�

jj rot ujj2
0 + jjdiv ujj2

0 ; 


� 1=2
:

Forme bilin �eaire coercitive associ�ee :

A 
 : X 0
E ; 
 � X 0

E ; 
 ! R
( E ; F ) 7! ( div E ; div F )0 ; 
 + ( rot E ; rot F )0:
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17.2 Rapp el des espaces fonctionnels et des formes bilin �eaires 3D

� Espace variationnel de E relatif �a la m�etho de aux CL naturelles :

XE =
�

u 2 H(rot ; 
) \ H (div ; 
) : u � � j@
 2 L 2
t (@
)

	
:

� Espace variationnel de E relatif �a la MCS :

X 0
E =

�
u 2 XE : u � � j@
 = 0

	
; jjujjX 0

E
=

�
jj rot ujj2

0 + jjdiv ujj2
0

� 1=2
:

� Espace variationnel de E relatif �a la m�etho de de r �egularisation �a poids :

X 0
E ; 
 = f u 2 H 0(rot ; 
) \ H (div 
 ; 
) g ; jjujjX 0

E ; 

= ( jj rot ujj2

0 + jjdiv ujj2
0 ; 
 )1=2:
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R �ESOLUTION DES �EQUA TIONS DE M AXWELL
AVEC DES �ELEMENTS FINIS DE GALERKIN CONTINUS

R�esum�e : Les �equations de Maxwell se r�esolvent ais�ement lorsque le domaine d'�etude est
r�egulier, mais lorsqu'il existe dessingularit�es g�eom�etriques (coins rentrants en 2D, coins et arêtes
rentrants en 3D), le champ �electromagn�etique est localement non born�e au voisinagede cessingu-
larit �es.Nous nous int�eressons�a la r�esolution des�equationsde Maxwell dans desdomainesborn�es,
singuliers, �a l'aide de m�ethodes d'�el�ements �nis continus. En pratique, cela permet de mod�eliser
des instruments de t�el�ecommunication commeles guidesd'onde, les �ltres �a stubs.
Nousanalysonstout d'abord le probl�emequasi-�electrostatique2D, a�n demâ�triser la discr�etisation
en espace.Nous pr�esentons trois m�ethodesde calcul (formulations augment�eesmixtes) qui donnent
desr�esultats num�eriquestr �esconvaincants :
- Une version �epur�eede la m�ethode du compl�ement singulier (conditions aux limites essentielles).
- La m�ethode de r�egularisation �a poids : on introduit un poids qui d�epend desdistancesaux singu-
larit �esg�eom�etriques (conditions aux limites essentielles).
- La m�ethode avec conditions aux limites naturelles.
Nous �etudions ensuite la g�en�eralisation de ces m�ethodes aux domaines 3D. Nous d�etaillons la
r�esolution des�equations de Maxwell instationnaires en domainessinguliers 3D par la m�ethode de
r�egularisation �a poids, et nous donnonsdesr�esultats num�eriquesin�edits.

Mots-cl �es : �Electromagn�etisme, �Equations de Maxwell, Singularit�es, Coins rentrants, �El�ements
�nis, Domainessinguliers, M�ethode du compl�ement singulier, M�ethode de r�egularisation �a poids.

CONTINUOUS GALERKIN METHODS
FOR SOLVING M AXWELL EQUA TIONS

Abstract: Maxwell equations are easily solved when the computational domain is regular,
but if it presents geometrical singularities (reentrant cornersin 2D , reentrant cornersand edgesin
3D), the electromagnetic �eld is locally unbounded closeto thesesingularities. We are interested
in computing solutions to Maxwell equations in singular bounded domains with continuous �nite
elements. It allows to model communication devicessuch as wave-guides,stub �lters.
We �rst analyse the 2D quasi-electrostatic problem, in order to control spacediscretization. We
present three (mixed) augmented methods, which show very convincing numerical results:
- A re�ned version of the singular complement method (essential boundary conditions).
- The weighted regularization method: Maxwell-Gaussequation is multiplied by a suitable weight,
which dependson the distancesto the geometrical singularities (essential boundary conditions).
- The method with natural boundary conditions.
We study then the extensionof thesemethods to 3D domains. We give details of the resolution of
time-dependent Maxwell equationsin singular 3D domainswith the weight regularization method,
and we give original numerical results.
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