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In tro duction

Les equations de Maxwell sort resoluesaisemert lorsque le domaine de calcul est corvexe, ou
a bord regulier, mais s'il presene des singularites geometriques (coins et/ou arétes rentrants), le
champ electromagretique estlocalemer intenseet tresdi cile a calculer. On dit qu'il estsingulier.
Or, dans de nombreusesapplications de I'electromagretisme, comme les guides d'ondes, ou les
Itres a stubs utilisesentelecomrmunication, il existe dessingularitesgeometriques pouvant induire
un champ electromagretique intense.La modelisation et le calcul numerigque du champ permettent
alors de calculerl'intensite du champ au voisinagedessingulariteset de detecter lese ets deleteres.
L'enjeu est donc de construire des methodes numeriquesqui reussisseha capturer les singularites
du champ, et qui soiert e caces en terme de precisionet de cot calcul.

Les elemerts nis d'arétes permettent d'approcher les singularites, mais doivert &tre manies
avec precaution lorsqu'on a besoin d'une approximation corntinue, quand on resout le systeme
couple Maxwell-Vlasov par exemple. Par cortre, a l'aide d'elemerts nis nodaux, il est possible
de calculer des approximations cortinues du champ electromagretique. Pour les equations quasi-
statiques bidimensionnelles,nous presertons principalemert I'etude de trois di erertes methodes
d'elemerts nis nodaux, codeesen Matlab. Nous etudions la generalisation de cesmethodesen 3D,
et nous preserions deux methodes de resolution pour les equations de Maxwell tridimensionnelles
instationnaires, codeesen Fortran 77.

La premiere methode 2D estune nouvelle versionde la metho de du compl ement singulier ,
deweloppee par F. Assouset al. dans [9] et dans la thesed'E. Garcia [63]. Les conditions limites
sort trait eesde facon essetielle : la condition aux limites de conducteur parfait est prise en compte
explicitement. En dimensiondeux, lessingularitesdu champ electromagretique sort connuesexacte-
ment (a un facteur pres). On peut separerle champ en une partie reguliere et une partie analytique.
Cette methode, qui montre d'excellerts resultats en 2D peut s'etendre aux casde dimension 2D %
[38, 76], ou alors lorsque les seulessingularites geometriques tridimensionnelles sort despointes co-
nigues [63]. Dans les domainestridimensionnels generaux, les singularites electromagretiques sort
di cilemen t discretisables,les singularites de coins et d'arétesetant lieesertre elles.

Pour les deux autres methodes 2D, le decouplagen'est pas necessairecar I'espacefonctionnel
usueldessolutions estmodi e, de facon a retrouver la densite deselemerts nis de Lagrange.Ainsi,
ellesfonctionnent dans les domainestridimensionnels generaux.

La secondemethode est la metho de a poids, deweloppee par M. Costabel et M. Dauge dans
[53] pour le champ electrigue. Les conditions limites sort essetielles. L' equation de Maxwell-Gauss
est multipli ee par un poids qui depend de la distance aux singularites geonetriques.

En n, la dernieremethode estla metho de avec conditions aux limites naturelles , dewveloppee
par P. Ciarlet, Jr. dans[36, 40]. On relaxe la condition aux limites de conducteur parfait.

13
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Comp osition du document

Apresune introduction sur les methodesde modelisation desequationsde Maxwell, developpee
dans la partie |, le documernt est constitue de deux parties et d'une annexe, constituee par la
partie IV. La partie |l traite le probleme bidimensionnel, et la partie 111 traite le probleme tridi-
mensionnel. Chacune de cesparties cortient tout d'abord une etude du probleme statique direct,
puis du probleme statique mixte (ajout d'un multiplicateur de Lagrange). Pour le probleme tri-
dimensionnel,on fait de plus une etude du problemeinstationnaire. Nous proposonset analysons
di erertes methodes, en partant du probleme continu pour aboutir a la discretisation et la mise
oeuvre numerique. En n, nous presenons desresultats numeriques que nous confrontons aux at-
tentes theoriques.

Mo delisation

Danscette partie, on presetie dansun premier chapitre di erers problemesiesal' electromagretisme
et quelquesmethodes de resolution. Dans un secondchapitre, on detaille les interéts physique et
mathematique de I'etude du probleme bidimensionnel.

La partie 2D

La partie 2D s'etend deschapitres un a six. Le problemequasi-statique consistea manipuler les
equations de Maxwell sansse soucierde la dependanceen temps. Dans le cas bidimensionnel, les
problemesquasi-electrostatique et quasi-magretostatique sort similaires, aussi nous ne detaillons
que le probleme quasi-electrostatique.

Dans le premier chapitre, nous de nissons les notations et les espacedonctionnels dont nous
avons besoin.

Dans le second chapitre, nous decrivons en detail le probleme quasi-electrostatique et nous
presemons quatre methodes de resolution par elemerts nis nodaux :

- La methode aux potertiels : le calcul du champ electrique est indirect, derive des potentiels
electrostatiques. Cette methode sert de referencedans certains castests.

- La methode aux conditions aux limites naturelles, pour laquellela condition aux limites estincluse
dansla formulation variationnelle.

- La methode du complemert singulier : nous presertons un nouvelle decomposition non conforme
pour le casstatique, la -approche, ainsi que la decomposition orthogonale usuelle. Nous montrons
commert utiliser la -approche pour le calcul desfonctions de basesingulieresde la decomposition
orthogonale.

- La methode de regularisation a poids, dewveloppee par M. Costabel et M. Dauge dans[53].

Nous montrons que les formulations variationnelles sort bien posespour les espacedonctionnels
choisis.

Dans le troisieme chapitre, nous introduisons un multiplicateur de Lagrange sur la divergence
(etude pour les methodesdirectes), a n de preparerla resolution de problemestransitoires.

Le quatriemechapitre estconsace a la resolution numerique du problemequasi-lectrostatique
par les elemerts nis de Lagrange Px. Dans le cinquieme chapitre, nous detaillons la resolution
numerique du probleme mixte par leselemerts nis de Taylor-Hood Py.1 -Pk.

En n, dansle sixieme chapitre, nous preserions et analysonsles resultats numeriguesobtenus
avec le code Matlab.
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La partie 3D

La partie 3D est decomposee en huit chapitres, numerotes de sept a quatorze.

Dans le chapitre sept, nous de nissons les notations, les espacegonctionnels utilis es.

Pour le probleme statique, detaille dans le chapitre huit, nous etudions cinq methodes de
resolution par elemerts nis nodaux :

- La methode aux potertiels, valable lorsque le champ electrique est a rotationnel nul. Comme en
2D, cette methode consistea deriver le champ electrique du potentiel electrostatique.

- La methode avec conditions aux limites naturelles.

- La methode avec conditions aux limites essetielles, valable lorsque le domaine de calcul est
corvexe [69]. Ceci preparela methode suivante.

- La methode de regularisation a poids [53].

- La methode du complemert singulier en domaine prismatique, presenee dans [38].

Dans le chapitre neuf, on donne les formulations mixtes des quatre dernieres methodes. Les
chapitres dix et onzesort consacesa la resolution numerique des problemesdirects et mixtes, ce
qui preparela discretisation en espacedu problemeinstationnaire.

Le problemedependart du temps est trait e dans le douzieme chapitre : a I'aide de bonneshy-
pothesessur lesdonnees,on montre que la formulation mixte augmertee, pour le champ electrigue,
est equivalerte au systeme des equations de Maxwell et admet une unique solution. Ensuite, on
discretise le problemeavec un schemaaux di erences nies pour la discretisation en temps, et les
elemerts nis de Taylor-Hood Py+1 -Px pour la discretisation spatiale. Une etude de stabilit e met
en exergueune condition de type CFL a respecter entre le pas de temps et les caracteristiques du
maillage. Dans le treizieme chapitre, nous presenons les resultats obtenus en 3D.
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Chapitre 1

Mo delisation et metho des de
resolution

1.1 Intro duction

L'objectif de ce chapitre estd'une part de faire quelquesrappels de Physique sur les equations
de Maxwell (sections 1.2 et 1.3), et de justi er ainsi I'etude mathematique (qui senble parfois
lointaine de la Physique) qui va suivre.

D'autre part, on donneleshypothesegnathematiquesrequises(section1.4), on presetie quelques
modelesde simpli cation de cesequations (section 1.5) chers aux mathematiciens et numericiens,
puis on indique di erertes methodes (non exhaustives) de resolution (section 1.6).

Pour la partie physique, on serefere essetiellement aux ouvragesclassiquessuivants : les cours
de R. P. Feynman [62], pedagogiqueset ludiques, le livre de J. D. Jadkson [71], precis et complet.
Le livre d'A. Bossait [25 permet (avec quelguesconnaissancesnathematiques) de passerde la
Physique a la modelisation.

1.2 L'electro dynamique classique

Bien que les phenomenes electromagretiques soiert connus depuis I'Antiquit e, les premieres
experiencessur |'electricite et le magnetisme remortent seulemem au XVI |°™M€ siecle. L'analyse
scierti que de cesphenomenescommenerert avec lestravaux de Coulomb sur I'electrisation, qui
furent publies en 1785, et qui conduisirert a la theorie dynamique du champ electromagretique
de Maxwell, publiee en 1864. Cette theorie fut validee en 1888 par Hertz, qui avait decouwert des
ondeselectromagretigues se propagean a la vitessede la lumiere.

Depuislesanneessoixarte, notre comprehensionsur lesconstituants fondamertaux de la matiere
et les forcesqui interagissem erntre eux a rewlutionne la Physique. Cela a donne lieu a la formu-
lation du modele standard des particules physiques, qui decrit les particules et leurs interactions.
L' electrodynamique classiqueheritee de Maxwell est une forme limite de I'electrodynamique quan-
tigue contenue dansle modele standard, c'est-a-dire valide lorsquele nombre de photons impliques
est su sament grand.

L'electrodynamique classiquepermet de decrire les phenoneneselectromagretiques qui se ma-
nifestert dans de nombreusestechnologies modernes: telecommnunication, micro-onde, radar, an-
tenne. A n desimuler lese ets produits, qui peuvent &tre destructeurs, il estnecessairale faire une
analyse mathematique des equations de Maxwell, pour les resoudrenumeriquemen, la resolution
analytique etant dansla majorit e descasactuellemen hors de notre portee.

19
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1.3 Les equations de Maxw ell

1.3.1 Champs et sources

Dans les milieux cortinus, les phenomeneselectromagretiques sort decrits par quatre fonctions
qui dependert du tempst et descoordonneesd'espacex, a valeursdans R3 :
- le champ electrique E, qui est de la dimension d'une force par unite de chargeou V:m ! (Volts
par metre),
- I'induction magnretique B, qui est de la dimension d'une force par unite de courant ou T (Tesla),
- le champ magretique H, en A:m ! (Amperespar metre),
- le deplacemen electrique D, en C:m 2 (Coulombs par metre carre).

La force agissam sur une charge ponctuelle g en presenced'un champ electromagretique est
decrite par I'equation de la force de Lorentz :

F=q9g(E+v B): (1.1

Le champ electrigue E et l'induction magnetique B furent initialement introduits a partir de
I'equation de force de Lorentz. Cette equation permet de decrire le mouvemert d'une particule
chargee.

Lesfonctions electromagretiques sort regiespar les equationsde Maxwell (sytemed'unit e Sl) :

divD = , equation de Maxwell-Gauss, (1.2)
rot H @D = J, equation de Maxwell-Ampere, (1.3)
rot E+ @B = 0, equation de Maxwell-Faraday, (1.4)
divB = 0, absencede monopdle magnretique: (1.5)

Les equations (1.3) et (1.4) sort desequations d'ewlution, alors que les equations (1.2) et (1.5)
sort desequations de cortrainte. Bien que nous preserions cesequationsd'un seul bloc, ellesont
ete elaboreespas a pas, par plusieurs physiciens.
(en C:m 3, avaleursdansR) est la densite volumique de chargeselectriquesdans le milieu,
J (enA:m ? avaleursdansR3) estla densite de courart, qui estnon nulle desqu'il y a un courart
electrique.
Le champ electromagretique peut exister dans desregionsdepourvuesde sourcesorsqueJ = 0 et
= 0. Son existenceest independarte deschargeset du courart, puisqu'il transporte de I'energie,
de la quartit e de mouvemert et du momert cinetique.

Lesequations(1.2)-(1.5) contiennent implicitement |'equation de cortinuit e de la charge, reliant
les densitesde charges et de courant J ; obtenue en combinant la derivee temporelle de (1.2) et
la divergencede (1.3) :

@ + divd = 0: (1.6)

On peut remarquerune certaine redondancedanscesystemed'equations.En e et, sion applique
l'operateur divergencea (1.4), on obtient que @(div B) = 0. Ainsi, il sut que (1.5) soit veri eea
un seulinstant (par exempleat = 0) pour qu'elle le soit a tout tempst. De méme, si on applique
l'operateur divergencea (1.3), on obtient que @(div E) = @ , a condition toutefois que (1.6) soit
veri ee.

Lorsque J et sort conrus, et satisfort (1.6), le systeme (1.2)-(1.5) comporte six equations
scalairesindependartes, et lesequations (1.2) et (1.5) jouent le rdle de conditions initiales. Comme
on a douze inconnues scalaires,on seraamere a ajouter a cesequations des relations, appelees
lois de comportement ou relations constitutiv es, qui permettent de decrire la nature du milieu dans
lequel ont lieu les phenomeneselectromagretiques.
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1.3.2 Lois de comp ortemen t

Lorsque le milieu est conducteur, la loi d'Ohm est veri ee:

J(x;t)

(x) E(x ; t), en milieu isotrope, 1.7)

Ji(x; 1)

i (X)E(x;1);i= 1,3, enmilieu anisotrope. (1.8)
ji=1

est la conductivite electrique. En milieu anisotrope, c'est un tenseur.
Lorsque le milieu estisolart, estnulle, doncJ = 0:il n'y a pasde courant circulant dans
le milieu. Dans le casd'un conducteur parfait, estinnie :leschampsE et H sort nuls.
Dans les milieux parfaits, c'est-a-dire les milieux pour lesquelsles lois de comportemert sort
lineaires,les relations suivantes sort verifees:

D(x;t) = "(x)E(x;t), enmilieu isotrope, (2.9)

Di(x;t) = "i X)) (x; t);i= 1,3, enmilieu anisotrope. (1.10)
j=1

B(x;t) = (xX)H(x;t), enmilieu isotrope, (1.12)

Bi(x;t) = i (X)H;j(x;1);i= 1,3, enmilieu anisotrope. (1.12)

j=1

" estla permittivit e dielectriqgue et la permeabilite magnetique. En milieu anisotrope, cesort des
tenseurs.

Lesequationsde Maxwell en milieu isotrope sereecrivernt alorsenfonctionsde E et H seulemet :

dv("E) = ; (1.13)
rotH "@QE = J; (1.14)
rot E+ @H = 0 (1.15)
dv( H) = 0 (1.16)

Lorsque le milieu estde plus homogene," et  sort constarts.
Le vide est un cas particulier de milieu parfait, isotrope, homagene et isolant, pour lequel la
permittivit e dielectrique, notee”o ' (36 :10°) 1CZN “:m 2 etla permeabilite magretique notee
0=4 :10 "F:m !sort tellesque: ¢y o = 1,ouc’' 3:10°m:s ! estla vitessede propagation
desondeselectromagretiques dans le vide.
Dans le cas d'un milieu isotrope, homogene, isolant et non charge (J = 0, = 0), EetH
satisfort I'equation desondes:

E "@2=0et H "@2H = 0: (1.17)

Cette equation s'obtient en injectant (1.15) dans @(1:14) pour le champ electrique et (1:14) dans
@(1:15) pour le champ magretique, et en utilisant la fait querot rot  grad div = . L'onde
electromagretique sepropagea la vitesse(" ) 2. Ainsi, les equationsde Maxwell sort de nature
hyperbolique.
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1.3.3 Energie electromagn etique

Le ux d'energiedu champ electromagretique est represene par le vecteur de Poynting, de
dimensionJ:m 2:s 1:
S=E H: (1.18)

La densite d'energieelectromagretique totale, de dimensionJ:m 2 est donneepar :
1
w = E(E:D+B:H): (1.19)

Dans le vide, I'equation de consenation de I'energie, appelee aussi theoreme de Poynting, s'ecrit
ainsi :
@w+dvS=J :E: (1.20)

La variation instantannee de |'energie electromagretique a l'interieur d'un volume donne plus
I'energie s'ecoulart, par unite de temps, a travers la surface delimitant le volume correspond au
travail accompli par le champ electromagretique sur les sourcesdans le volume. En milieu lineaire
dispersif, il faut tenir compte desperte ohmiques, et de I'absorption du milieu.
L'energieelectromagretique totale dansun volume R3 quelconqueest donc :
A Z

W ()= wd = "X)JE(x;t)j?+ (X)jH(x;t)j® d (1.21)

NI

En integrart (1.20) sur , ['equation de consenation de I'energietotale dansle vide s'ecrit alors :
Z Z

dw + S: d + E:Jd = 0; (1.22)
dt @

ou estle vecteur normal sortant de @.

1.3.4 Conditions de transmission entre deux milieux mat eriels

Le theoremede Stokeset le theoremede la divergencepermettent d'ecrire lesequationsde Max-
well sousforme integraleet de deduire les relations ertre les composartes normaleset tangertielles
deschampsd'une part et d'autre d'une surface separart deux milieux di ererts, et evertuellemert
porteused'une densite de charge surfacique et d'une densite de courart surfaciquekK :

(D2 Di1): = sur (2.23)
(B, Bi): = Osur, (1.24)
(E E) = Osur, (1.25)
(H, Hyp) = Ksur, (1.26)

etant le vecteurnormal a , dirige du milieu 1 versle milieu 2. Ainsi, a la traversede l'interface:
- la composarte normale de B est cortinue,
- la discortinuite de la composarte normale de D en un point est egale a la densite de charge
surfaciqueen ce point,
- la composarte tangertielle de E est cortinue,
- la composarte tangertielle de H subit une discortin uite egalea la densite de courant surfacique,
et de direction K
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Dans le caspatrticulier ou le milieu 2 estun conducteur parfait (on note alors = ), le champ
electromagretique est nul dansce milieu : E; = B, = 0. On posealors E= E;, B = B; et onadans
le milieu 1 desconditions aux limites de conducteur parfait :

B: = Osur c, (1.27)

E = Osur c. (1.28)

Notons que I'expression (1.27) appardt comme redondarte. En e et, si E=Osur ¢ceta
t=0,B(0): = Osur c, alorsd'apres(1.4), B(t): = 0sur ¢ pour tout t.

1.3.5 Condition aux limites en domaine borne

Lorsqu'on borne le domaine d'etude par une frontiere arti cielle 4, il faut imposerdescondi-
tions aux limites au bord du domaineborne obtenu. Au premier ordre, les conditions aux limites
sur a s'ecrivert ainsi:

(E B ) = e ; sur a, e donne, (1.29)
ou bien, de facon analogue: (cB E ) = b ; sur a,b donne. (1.30)

Cette condition s'obtient en approchant localemen la frontiere A par son plan tangen, et en
ecrivant qu'une onde plane a incidente normale sort du domaine sansetre re edie, poure = 0ou
b = 0. Elle estdonc exacte dansce casde gure, sinon, c'est une approximation. Lorsquee 6 0
oub 6 0, cette condition traduit la penetration d'une onde plane a incidence normale dans le
domaine. Cette condition aux limites est souvent appelee condition de Silver-Meuller. Elle est en
gererale su san te pour les problemesinterieurs. Pour les problemesexterieurs, il est preferable
d'utiliser une approximation d'ordre deux, an de ne pas polluer la solution par des re exions
parasites.

1.3.6 Condition de radiation en domaine non-borne

Pour les problemesstationnaires en domaine non-borne, les equations de Maxwell doivernt &tre
completeespar desconditions de radiation qui eliminent lesondesvenart del'in ni. Consideronsle
casou on ernvoie une onde electromagretique incidente E' (par exempleprovenart d'un radar) sur
un objet inhomogene borne (tel qu'un avion). L'onde estre edie et di us eeen une onde E® et le
champ electromagretique total est: E' + ES. L'onde incidente estune ondeplane: E' = pée *:9,
ou p 2 R® estle vecteurde polarisation et d 2 R® estle vecteur unitaire de direction de propagation
del'onde. p et d sort orthogonaux. E' satisfait les equations de Maxwell en I'absencede di usion :

rot rot E 2l = 0, dansR3:

Le champ electromagretique di us e doit alors satisfaire la condition de radiation de Silver-Muller
suivante [85] :
F|ei'm0 R(rot E5 % i E®) = 0; (1.31)

ouR = jxjetkh = x=R.

La dicult e pour discretiser ce probleme est qu'il est pos en domainein ni. On peut borner
le domaine par une frontiere arti cielle loin de l'objet re ediissan, et imposerla condition de
radiation de Silver-Melller sur cette frontiere.
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1.3.7 Eet de pointe

Considerons deux spheresconductrices dans le vide, soumisesau méme potentiel. On obsene
que le champ est plus grand a la surfacede la plus petite sphere.

En e et, sila plus grande sphere, de rayon a porte une charge Q, son potentiel electrique vaut

. 1 . : :
erviron 1= 4—% Le potentiel electrique de la petite sphere, de rayon b et portant une charge
0
1 L ,
g estdel'ordre de ;= 4—% Ainsi, silesspheressort au méme potertiel, on a : % = %
0

Sur la surfaced'une des spheres,le champ electrique est proportionnel a la densite surfacique
de charges , qui vaut a peu presla charge totale divisee par la surface de la sphere. D'ou :
IEdjj =& b . . : .
ﬂElﬂ ' (3—6? = . Ainsi, les champs sort inversemen proportionnels aux rayons, et le champ

5 =

electrique de la petite sphere est plus important que celui de la grossesphere.

Le méme e et seproduit si on charge un conducteur qui a une pointe ou une extremite tres
aigue : le champ electromagretique au voisinagede la pointe est beaucoupplus grand que le champ
dans les autres regions. Les charges s'etendert le plus possible sur la surface d'un conducteur,
certaines chargessur le conducteur sort pousse vers I'extr emite, qui a une surface petite devant
la surfacede tout le conducteur.

On endeduit quela densite surfaciguede chargesest plus imp ortante localemen, surl'extr emite,
que sur le reste du conducteur, ce qui implique un champ intense au voisinagede la pointe.

On appelle singularites geometriquesles aréteset/ou coins que forme un conducteur. Le champ
electromagretique est alors localemert intense, il seproduit un e et de pointe.

La presencede singularites geonetriqgues dans le milieu materiel peut &tre un choix delibere du
constructeur pour genrerer deschampsintenses(singularite active), ou une cortrainte de conception
(singularite passiw). Dans les deux cas, la solution des equations de Maxwell est singuliere, et la
valeur precisedu champ estcruciale pour une analysecorrecte desphenomenesphysiquesobsenes.

1.4 Hyp oth eses math ematiques sur les donn ees

Pour etre en mesure de resoudre numeriguemern les equations de Maxwell, il faut faire des
hypothesesmathematiques sur le champ electromagretique et les donnees. Dans cette section,
nous etablissonsde facon formelle ceshypotheses,qui reposen sur des considerations physiques,
en particulier sur le fait I'energie electromagretique soit nie. Nous noterons L2() I'espacedes
fonctions scalaires de carre integrable sur R3, et L2() = L?() ® l'espace des fonctions
vectoriellesdont les composartes sort de carre integrable.

Dans le cas statique, le champ electromagretique et les donneesne dependert pas du temps.
Les equations statiques en (E, H) s'ecrivert :

rot E=0; etdivE= ="; (1.32)
roto H=J; etdiv( H) (1.33)

I
o

Pour simpli er, noussupposons" et constarts (casd'un milieu homogene).
Le champ electrostatique E est a rotationnel nul. Il existe donc un potentiel scalaire tel que:
E= grad . Cepotertiel satisfait |'equation de Poisson: = =". Par integration par parties
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sur un volume , on peut reecrire I'energieelectrostatique totale en fonction de et dans
Z

Wes = 1 "jEj*d =1 "grad :grad d
2 2
Z Z
1 ., 1 "
=5 O ) d +35 o @ d ;
lZ lZ
= E d + E o @ d ;

ou @ estla derivee partielle normale a sur @. Supposonsque le champ soit genere par une
source,et que  soit une sphere de certre la source.Commeje potentiel esten 1=r, our estla

distance a la source,@ esten 1=r?, On en deduit que rI'ilm "@ d rI'ilm 1=r® = 0. Cela
segereralise a d'autres formesde volume : l'integrale du bord s'annule, et on a:
Z
1
Wes = = dx:
ES = 5 -

CommeWes < 1 ,onaE 2 L?(R®). Ainsi, lesderiveespartielles de sort de carre integrable,
dou: 2 H(R®). Comme estintegrable,on endeduit que estdansle dual de H(), note
H 1(R3). De plus, commeE est a rotationnel nul, E est un vecteur de H(rot ;R3), I'espacedes
fonctions vectoriellesde rotationnel de carre integrable.

L'induction magnetostatigue B = H est a divergencenulle. Il existe alors un potertiel vecteur

: 1 . - . .
A tel que: B = rot A, c'esta-dire H = —rot A. Si on choisit A a divergencenulle (ce choix est

appele jauge de Coulomb), alors A satisfait I'equation : A = J. On peut reecrire I'energie
magnetostatique totale en fonction de A etJ :
z z
1 1
W = = jHj?d = = H:rot Ad
MS 5 JH) >
Z Z
1 1
= - TrotHAd + = A:(rot H )d
2 2 o
z Z
1 1
= - J:Ad + = A:(rot B )d
2 2 @
De nouveau, on supposeque le champ soit genere par une source,et que soit une spherede certre
la source.Le potentiel vecteur A est en 1=r et rot B est en 1=r2. Ainsi, l'integrale au bord
s'annule lorsquer ! 1 ,etona:
Z
1
Wpms = = J Adx:
2 R3

CommeWpns < 1,o0naB 2 L?R3). Donc le rotationnel de A est de carre integrable, c'est-a-
dire : A 2 H(rot ;R3). On en deduit alors que J : A estintegrable, et que J est dansle dual de
H(rot ;R3), note H(rot ;R®)° Notons que J etant un rotationnel, J est a divergencenulle. De
plus, comme H est a divergencenulle, H est un vecteur de H(div ; R®), I'espacedes fonctions
vectoriellesde divergencede carre integrable.

Les hypothesesde regularites minimales du probleme statique sort donc :

2 H YR®:J 2 H(rot ;R®%avecdivd = OetE 2 H(rot ;R%®:H 2 H(iv:R%:
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Notons que I'hnypothesemathematique faite sur ne peut etre veri ee que si on exclut certaines
singularites de charge telles que les singularites de charges ponctuelles ou lineques. Il faut alors
changerde modelisation et passerau modele microscopigue.Par la suite, on fait souvert I'hypothese
supplemertaire que 2 L2(R®), c'est-a-dire que E 2 H(div ;R%). De méme, par commadite, on
supposeengereral que:J 2 L2(R®), d'ou:H 2 H(rot ;R®). Leshypothesesderegularitesusuelles
du probleme statique sort alors :

2 L2(R%;J 2 L%R® avecdivd = OetE;H 2 H(rot ;R®\ H(div;R3:
Dans le casgenreral, ou " et ne sort pas constarts, avec les hypothesessuivantes : " et sort
mesurablesuniformemert borneeset strictement positives, on obtient que:

E2 H(rot ;R®\ H(div";R%® etH 2 H(rot ;R%®\ H(div ; R%:;

soit : div ("E) 2 L2(R3) et div( H) 2 L?(R3).

Dans un ouvert borne , on arrive a desconclusionssenblables: E2 H(rot ;) \ H(div"; )

etH 2 H(rot ;) \ H(div ; ), ladi erenceportant sur lesconditions aux limites. Dans le casou
est l'interieur d'un conducteur parfait, on a alors : E i@ = 0,etB: ;g =0.0na alors :
E2 Ho(rot ;) \ H(div"; ) etH 2 H(rot ;) \ Ho(div ; ).

Nous ne detaillons pasici le casinstationnaire. On a deshypothesessimilaires sur la dependance
en espace plus deshypothesesde continuite sur la dependanceen temps. Pour plus de details, on
peut lire notammernt le documert de F. Assouset P. Ciarlet, Jr. [6] (chap. 2).

Notons que la regularite du champ depend entre autre de la presencede singularites.

1.5 Di erents modeles

Selon le type de probleme que I'on souhaite etudier, il existe plusieurs facon de reecrire les
equations de Maxwell. Dans cette section, nous indiquons di ererts modeles permettant de les
simpli er.

1.5.1 Le modele de Darwin

Lorsqu'on simule desfaisceauxde particules chargees,pour lesquelsil n'y a pasde phenonene
haute frequenceou de changemern rapide de courant, on peut negliger la composarte transverse
(orthogonale a la direction du faisceau)du courant de deplacemen C'est le modele Darwin, qui
correspond a une approximation d'ordre un enterme de developpemert asymptotique desequations
de Maxwell [97].

Le champ electrique sedecomposede la facon suivante (decomposition de Helmholtz) :
E=E" + E-:

EL, la partie longitudinale esttelle que: rot E- = 0.
ET, la partie transversese caracterise par div E'T = 0.

Lorsquela vitessecaracteristigue du phenomeneetudie est petite devant la vitessede la lumiere,
on neglige @ET, la composarte transversedu courart de deplacememn On obtient alors un systeme
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de trois problemeselliptiques enE-, B et ET :

= =";E- = grad ;
rot rot B = rotJ;
divB = 0;
rot rot ET = rot B:
divET = 0:

rot B est consicere comme une donnee pour calculer ET. La dicult e de ce problemeest la prise
en compte des conditions aux limites, qu'il faut partager entre les deux composartes du champ
electrique [59]. Dans[96], P.-A. Raviart et E. Sonnendricker presetient une methode asymptotique
pour determiner les conditions aux limites sur B qui permettent d'obtenir que le probleme en
B soit bien pos. Dans [103, E. Sonnendricker et al. utilisent le systeme couple Vlasov-Darwin

comme approximation du systeme couple Vlasov-Maxwell. En n, une analyse de la corvergence
deselemeris nis pour ce modele a ete faite par P. Ciarlet, Jr. et J. Zou dans [43].

1.5.2 Les modeles quasi-electrostatique et quasi-magn etostatique

Lorsqu'on peut negliger le terme @B dans I'equation de Faraday (1.4), on obtient le modele
quasi-electrostatique. Ce modeleestvalide lorsquela vitessecaracteristique desphenomenesmagnetiques
est petite devant la vitessede propagation de I'onde. On obtient le probleme suivant :

div("E) = ;rot E = O; (1.34)

avec desconditions aux limites adequates, dependart du temps.

Avec I'hypothese supplemertaire @E = 0, est independart du temps, c'est le probleme
electrostatique. L'equation (1.34) deviert elliptigue. La solution E est telle que: E = grad |,
avec = =". C'est le modele de Poisson bien moins colteux a resoudreque le systeme com-
plet desequationsde Maxwell. L'une desapplications de ce modele est I'analyse de distribution de
charges(en anglaisC.D.A. : chargedistribution analysis).Le but estd'analyserla charge electrique
presene dans un isolart, an d'en mesurerla qualite d'isolation. A cette n, on plonge l'isolant
dansun champ electrique non uniforme, et on mesurela force a laquelle il est soumis.

L'etude de ce modele est necessairdorsqu'on s'interesseau probleme quasi-€lectrostatique. En
e et, la dependanceen temps du secondmembre requiert la resolution d'une suite de problemes
electrostatiques. Cependart, on n'a pastoujours la méme condition aux limites.

Sion peut negligerle courant de deplacemen @D par rapport au courart induit dansl'equation
d'’Amp ere(1.3), on obtient le modelequasi-magretostatique, dont I'une desapplications estle calcul
des courarts induits dans un materiau (ou courarnts de Foucault). Dans ce cas, on disposede la

relation complemertaire J = E, de sorte que B peut &tre ecrit commela solution d'une equation
parabolique :
1 1
@B + rot =rot =B = 0;
divB = 0:

Le modelemagnretostatique, valablelorsqu'on peut negliger @B, c'est-a-dire lorsqueJ estindependart
du temps s'ecrit alors::

, 1
divB = 0;rot —B = J: (1.35)
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Dansle casou estconstart, B estalors solution de I'equation elliptique suivante : B= rotJ.

D'un point de vue numerique, le modeles statiques permettent de faire I'etude spatiale des
methodes de resolution ervisagees,avant de les appliquer au casinstationnaire ou au cas harmo-
nigue. Ces modelesfournissert de precieusesnformations pour comprendrel'in uence dessingu-
larit es geometriques sur le comportemert en espaceet sur le comportemernt en temps du champ
electromagretique.

1.5.3 Les equations harmoniques

On supposeque les fonctions electromagretiques ont une dependanceharmonique en temps, de
pulsation ! , c'est-a-dire qu'elles sort de la forme :

E(x;t) = <(e(x)et'?);
Hx;t) = <(h(x)el'?);

(x;t) = <(r(xel'h;
J(x;t) = <(x)ett)y

ou e, h, j sort a valeur dans C® et r est a valeur dans C. Les equations de Maxwell se reecrivent
alors :

{!'"e roth = i
{' h+rote = 0;
div("e) = r;
div( h) = 0:

I ) lrot e dansla premiere equation,

~

On peut decoupler cesequations ainsi, en injectant h = (
oue= ({! ") Yrot h j) dansla secondeequation :

12"e+ rot ( lrot e)

{ri;
12 h rot( I(roth j)) ;

0

Lorsquej est nul, on doit resoudreun probleme aux valeurs propres. Les equations harmoniques
permettent de modeliserle comportemert d'une ondeelectromagretique dansune cavite. Di ererts
modelesont ete dewveloppes, selongue le milieu soit conducteur ou non. La premiere di cult e est
de trouver une formulation variationnelle du probleme qui satisfassel'alternativ e de Fredholm
([27], chap. 6), qui veri e les proprietesde coercivite et de compacite, c'est-a-dire pour la seconde,
linjection compacte de I'espacefonctionnel choisi dans L 2().

Commelinjection deHgq(rot ;) dansL?() n'est pascompacte,une methode consistea ajou-
ter un terme d'integration en div -div dans la formulation variationnelle (qui cortient un terme
d'integration en rot -rot et un terme d'integration L2), an d'eliminer les fonctions propres non
physiques.On parle alors de regularisation ou de penalisation. La coercivite de la forme bilin eaire
penalisse ete montree par M. Costabel dans [50]. On peut discretiser la formulation variationnelle
obtenue par deselemerts nis nodaux [68, 53]. Une autre methode consistea ajouter un multipli-
cateur de Lagrange portant sur la condition de divergence.Ces methodesont etesintroduites par
F. Kikuchi dans[74], qui prouve dans [75] des proprietes de compacite discrete pour les elemens
nis de degre le plus bas de Nedelec. Une etude comparative des elemerts nis d'arétes avec des
elemerts nis nodaux est menee par D. Bo et al. dans [22] (pour le 2D) et [23]. Les elemerts
nis nodaux proposesdans cesarticles sort biquadratiques et permettent de capter les singularites
du champ par une methode de projection. L'etude de la compacite discrete pour une methode hp
d'elemerts nis d'arétes2D estfaite par D. Bo et al. dans[2]] et [20]. Dans[32], A. Bua et al.
prouvent la compacite discrete pour les elemerts nis d'arétessur un maillage anisotrope.
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A. Alonso s'estinteresgeau casou le milieu est heterogene, et secomporte commeun conduc-
teur dansune partie du domaineet un isolant parfait dansune autre partie. Il existe deux modeles:
- Le modele bassefrequence,pour lequel on elimine le terme en! 2 et on prend en compte la loi
d'Ohm. Le champ electrique harmonique e satisfait alors :

rot ( lrote)+ {! e= 0;

avec les conditions aux limites adequates.Dans [1], A. Alonso etablit une preuve mathematique de
ce modele, pour lequel l'alternativ e de Fredholm a ete prouvee pour la forme bilin eaire :
VA Z
Yot u:rot vd + {! u:vd

- Le modele haute frequence: on consene le terme en! 2 et on prend en compte la loi d'Ohm. Le
champ electrique harmonique e satisfait :

rot ( lrote) (" {' ! )e=0;

avec les conditions aux limites adequates.Dans [3], A. Alonso et A. Valli prouvent l'alternativ e de
Fredholm, en etendart le resultat de compacite de C. Weber [107] (injection compactede X2 dans
L2()) pour l'espaceH(div ;) \ Ho(rot ;), avec =" {I 1

1.5.4 Contr/olabilit e

Dans certainessituations physiques(en particulier : lesantennes)on ne disposepas de donnees
volumiques, mais surfaciques.ll faut alors reecrire les equations de Maxwell, en consicerant que
I'evolution temporelle du champ eletromagretique est gouverneepar un courarnt surfaciquetangen-
tiel de densite J . On veut resoudre:

"@E rotH = 0et @H + rot E = 0O; dans ;
div("E) = Oetdiv( H) = 0; dans ;
H =J; sur g ;
H = OetE: = 0O; sur@n j;

ou 3 @ estlesupport (ouvert) du courart. Le champ electromagretique etant dansH(rot ; ),
il estinteressan d'etudier I'espacedestracesde H(rot ; ). A. Alonso et A. Valli decrivert dans[2]
desoperateursd'extensionscontinusde H(rot ; ) dansl'espacede sestracestangertielles, cequi en
pratique permet I'approximation numerique du problemesurfacique.Le casd'un milieu heterogene
avec une frontiere non reguliere est etudie par S. Nicaise dans [89], qui etablit des estimations
d'energie.Cesresultats s'appliquent au problemeinversequ'est la reconstitution d'antenne.

1.5.5 Equations instationnaires

Pour la modelisation numerique desplasmas, ' etude de dispositifs selectifs en frequence,il est
necessairale disposerde codesresohant le systeme couple Maxwell-Vlasov. Pour cela, on doit &tre
enmesurede resoudrelesequationsde Maxwell dependart du temps(1.2)-(1.5). La discretisation de
cesequations,qui sort de premier ordre entemps menea desalgorithmes instables. Desoscillations
apparaisseim et on ne peut pas les contrdler.

Considerons le cas d'un milieu isotrope. En injectant (1.15) dans @(1:14) pour le champ
electrique et (1:14) dans @(1:15) pour le champ magnretique, on obtient les equations suivantes, de
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secondordre en temps et en espace similaires a I'equation desondes:

1
"@E + rot =rot E @ ; (1.36)

1
@H + rot Z(rot H J)

1
o

(1.37)

La discretisation de cesequationsde secondordre permet de cortrdler les deriveesdes solutions.

P. Monk [81, 80] a cortribu e a I'etude de la discretisation de (1.36)-(1.37) par deselements nis
discortinus :

- Dans [81], desestimations d'erreur sort prouveespour la discretisation en espacede (1.36) avec
des elemerts nis de Nedelec. Les estimations en norme H(rot ; ) sort en h¥ pour un champ
susamment regulier (h estle pasdu maillage et k > 0 estlie a la regularite dessolutions). On a
desestimations en norme L2 d'ordre hk*! |orsque le domaine est corvexe.

- Dans[80], trois methodesd'elemerts nis mixtes sort detailleespour le calcul du champ electrique
(et de la composarte longitudinale du champ magnetique) en 2D. La premiere methode, consiste
a prendre un champ electrigue constart par elemert, mais la condition inf-sup n'est pas veri ee.
Pour la secondemethode, les degresde lib erte du champ electrique sort les composartes normales
aux arétes. Pour permettre a la permittivit e dielectrique d'etre discortinue, on a deux valeurs de
la composarte normale du champ electrique de part et d'autre de l'aréte. Enn, pour la derniere
methode, les degresde lib erte du champ electrique sort les composartes tangentielles aux arétes:
on estconformedansH(rot ; ), et" peut &tre discortinue.

Enn, dans[44], P. Ciarlet, Jr. et J. Zou prouvert desestimationsd'erreurs pour la discretisation
en temps et en espacede (1.36) avec des elemerts nis de Nedelec. De plus, les resultats de [8]]
sornt etendusa des solutions moins regulieres. Dans [109, J. Zhao obtient desresultats similaires,
avec" et discortinus.

La discretisation de (1.36)-(1.37) par deselemerts nis cortinus a fait I'objet de la thesed'E.
Heintze, en 1992[69, 10] (voir aussi[26]) et a abouti a un code de calcul Maxwell-Vlasov 3D, valable
lorsque le domaine de calcul est corvexe (ou la solution su samment reguliere). Dix ans plus tard
(grace a la methode du complemert singulier, introduite par Assouset al. [9] en 1998), a l'issue
de la thesed'E. Garcia [63], on disposed'un code de resolution avec deselemerts nis continus du
probleme Maxwell-Vlasov couple en domaine non-corvexe 2D .

1.6 M ethodes de resolution

Di erertes methodesde resolution de cesequationsont ete etudiees: di erencesnies, elemerts
nis, volumes nis pour lesdomainesbornes; methodesintegrales,elemerts in nis pour lesproblemes
de diraction. Nous n'en presertons que quelquesunes.

1.6.1 Di erences nies

Considerons  =10;1[3. Soit N 2 N. La methode desdi erences nies en espaceconsiste a
calculerle champ electromagretique aux points : (Xi; Yj; zx) = (i=(N+1); j=(N+1); k5(N+1)),
ou(i;j;k)2f0;:;;N+1g. Posonsh = 1=(N + 1), le pasdu maillage, et : E;jx (t)  E(Xi;yj;z«;t)
(de memepour H). Les deriveespartielles sort approcheespar di erencesnies par exemplede la
facon suivante (de mémepour H) :

Barjk () By (1)

@E(Xi;Yj; z; t) h

, de méme pour QE et @QE.
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Lesvaleursau bord (eni = 0,oui = N + 1, etc) sort donneespar les conditions aux limites. Plus
N estgrand, plus la methode est precise.On peut choisir despasdi ererts selonlesdirections x, v,
z. Il existe bien s0r d'autres schemasde discretisation. L'inconveniert de la methode desdi erences
nies en espaceest qu'elle s'utilise di cilemen t dansle casde geometries complexes.

En gereral, on applique la methode desdi erencesnies a la discretisation en temps. Soit T
le temps nal, et Nt le nombre de pas de temps. On pose t = Ti=Nt et E" E(x;tn), ou
th = n t, n 2 f0;::;Nig. On approche alors @E et @E (de meéme pour H) par les schemas
suivants :

E()™ EX)"
t

Le secondschemaest appele schema saute-mouton. Pour la discretisation desequationsde Maxwell
par lesdi erencesnies entemps et en espace e schemale plus utilise estle schemade Yee[108§,.
Dans ce cas, on utilise un schemad'approximation certre enespace(@QE"' Ei1—jx B 1225k )
et le shema ci-dessusen temps. D'autres stchemassort disponibles dans [104].

Lorsqu'on discretise par lesdi erences nies en espacel equation desondes(1.17), on obtient
un systemelineaire de la forme :

; @E(X;th) Stk 2E(;(2)” * BT (1.38)

@E(x;tn)

@ME(t) + KE(t) = 0;

ou E(t) estle vecteurdesvaleursE; , M estappeleela matrice de masseet K la matrice de raideur
interne. M est plus creuseque K. Pour la discretisation entemps de ce systemelineaire, nous avons
deux schemaspossibles,selonqu'on prenne KE(t) au pasde temps n (schema explicite) ou au pas
de temps n + 1 (schemaimplicite) :

Schemaexplicite : M(E" 2E"+ E" 1) + & t?KE"

E =0 ME"™ = L;
Schemaimplicite : M(E"? 2E"+ E" 1) + & t2KE"! =

0 (M+ ¢ tK)E™ = L:

Dans le premier cas, le pas d'espaceet le pas de temps sort lies par la condition de Courant-
Friedrichs-Lewy (appeleecondition CFL), qui assurela stabilite du schemaet qui s'ecrit de la facon

suivante :

K

t -

c
ou K dependdela nessedu maillage et de I'ordre d'approximation choisi. Ainsi, on doit diminuer
simultanemernt le pas spatial et le pas temporel. Dans certains cas, la matrice de masseM est
equivalente a une matrice diagonale,ce qui reduit bien evidemen le co0t de calcul. Dans [45], G.
Cohendeweloppe di ererts typesd'elemerts nis permettant la reduction de la matrice de masse
interne, en 2D et 3D (voir aussil'article de G. Cohenet al. [46] pour lestriangles).

Dans le secondcas, on peut choisir independammern le pas spatial et le pas temporel, mais il

faut inverserune matrice moins creuse.

1.6.2 Elements nis de Nedelec

Lesdegresdelib ertedeselemerts nis de Nedelec,introduits en1980dans[87] (et amelioresdans
[88]), sort portespar lesaretes,cequi permet de consener les proprietesdesmateriaux discortinus
defacontransparente (consenation de la composarte tangertielle du champ electrique). Cependart,
par leur nature méme, les elemenis nis de Nedelecsort conformesdansH(rot ;) seulememn Ce
sort les espacesfonctionnels qui interviennent naturellemert dans la formulation variationnelle,
mais les champs obtenus ne sort pas cortinus. Ainsi, il faut manipuler ces elemeris nis avec
prudence et adresselorsqu'il s'agit de resoudrele systeme d'equations couplees Maxwell-Vlasov.
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De plus, pour obtenir une bonne approximation de la solution, il faut soit ra ner localemern le
maillage pres des arétes et des coins, soit adapter le maillage et le degre des elemeris nis par
destechniques hp (voir le paragraphe 1.6.4). Dans [82], P. Monk detaille la resolution de di ererts
problemeselectromagretiqgues harmoniquespar les elemerts nis d'arétes.

Pour les problemesinstationnaires, la di cult e deselemerts nis de Nedelec consistea reduire
la matrice de masse Dans[47], G. Cohenet P. Monk proposert de couplerleselemens nis d'arétes
avec une methode d'elemerts nis discortinus pour condenserla matrice de masse.Cette methode
estmodi eedans[48] pour les milieux anisotropes.Dans [77], P. Lacoste proposeun autre nouvelle
technique, pour laquelle on doit ajouter deselemerts au secondmenbre.

Notons que dans [87], J.-C. Nedelec decrit aussideselemeris nis de faces,introduits initiale-
ment en 2D par P.-A. Raviart et J.-M. Thomas[99, 98]. Lesdegresde lib erte sort des ux moyens
atraverslesfaces,ce qui permet de consener la composarte normale du champ : ceselemens nis
sort conformesdansH (div ; ). lls sort parfois utilis es pour discretiser le champ magnetique.

1.6.3 Elements nis discontin us

La methode de Galerkin discortinue, introduite dans les anneessoixarte-dix pour simuler le
transport de neutrons, consiste a approcher le champ electromagretique avec des fonctions po-
lyn®miales discortin ues. Des termes de sauts surfaciquessur les facesdes elemerts apparaissen
alors dans la formulation variationnelle du probleme.En pratique, cette methode est bien adaptee
aux methodes hp, et aux cas ou le milieu materiel est inhomogene. Dans [9]] |. Perugia et al.
etudient la discretisation desequations de Maxwell harmoniquespar les elemerts nis de Galerkin
discortinus. La cortrainte de divergenceest dualisee. Une analyse d'erreur a priori du probleme
non-mixte en milieu homogeneest faite dans[70]. D'autre part, |. Perugia et D. Schetzau etudient
le problemeregularise (ajout d'un terme en div -div ) dans[90Q].

1.6.4 Elements nis hp

La methode deselemeris nis hp consistea faire varier localemern ala fois le pasdu maillage h et
l'ordre d'approximation p. Par exemple,loin dessingularitesgeonetriques, la solution estreguliere,
on utilise un maillage grossier et un ordre d'approximation eleve pour assurerla precision. En
particulier, on approche trescorrectemern lesfonctions analytiques. En revanche, presdescoinsou
desarétesrentrants, on utilise un maillage n et deselemeris nis d'ordre bas.La programmation
de cette methode est assezcomplexe. Dans [92, 93], W. Racdhowicz et L. Demkowicz decrivert
commert programmer cette methode pour les elemerts nis d'arétes (voir aussi[60]). L'etude de
la convergencedes elemerts nis pour la methode de regularisation a poids en est faite par M.
Costabel et al. dans [56)].

1.6.5 M etho des spectrales

La solution des equations de Maxwell est approchee par des polyndmesde haut degre N. Le
domaine est partage en K sous-domaines . On obtient les points de discretisation, et les poids
assaies,al'aide deszerosdela premierederiveedu polyndbmede Legendrededegre N : I'elemen de
baseestun cube, evertuellemen deforme, et chaquenoeud estprojete par translation et homothetie
dans g danschaquedirection. Il y a donc N points de discretisations dans chaque direction par
sous-domaine Dans[15], F. Ben Belgacemet C. Bernardi etablissen desestimations d'erreur pour
le casinstationnaire (la discretisation entemps sefait al'aide d'un schemasaute-mouton), avecdes
conditions aux limites absorbartes sur une partie de la frontiere. L'avantage de cette methode est
que l'ordre de cornvergencen'est limit e que par la regularite de la solution exacte. Cette methode
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est moins bien adapteeau calcul de champ electromagretique intense,intrinsequemen peu regulier
au voisinagedessingularites geonetrigues.

1.6.6 Obtention d'un domaine borne

Lorsque le domaine , danslequel on etudie I'ewolution du champ electromagretique, change
de forme ou se deplace au cours du temps, il est interessah d'utiliser la methode des domaines
ctifs, qui consistea consicerer le probleme dans un domaine  xe cortenant . Les conditions
aux limites sur sort alors prisesen compte avec un multiplicateur de Lagrange. Cette methode
est aussi utilisee pour les problemesde contrdvles. Dans [57], W. Dahmen et al. montrent que
les formulations variationnelles mixtes issuesdes problemesharmoniqueset temporelles sort bien
posesdansH(rot ; ).

Pour les problemesde diraction (voir le paragraphe 1.3.6), la di cult e est reduire I'etude a
un domaine borne. Dans [105, T. Van et A. Wood etudient le probleme de diraction par une
cavite d'ouverture , prise dansun plan parfaitement conducteur. L'espaceest borne en couplant
la solution du demi-espacesuperieur a celle de la cavite au niveau de la frontiere . Les auteurs
utilisent les elemerts nis d'aretes pour la discretisation en espaceet les di erences nies pour
la discretisation en temps. lls montrent que leur probleme mixte est bien pose, et donnert des
estimations d'erreurs.
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Chapitre 2

Interét de |'etude du probl eme
bidimensionnel

Pourquoi s'interesserau problemebidimensionnelavant d'etudier le problemetridimensionnel ?
D'une part, celapermetde baliserlesdi cult esnumeriqueslieesaux conditions limites, ala priseen
compte desdiscretisations temporelle et spatialessimultanees(casinstationnaire). D'autre part, on
determine ainsi les methodes e caces de resolution. En particulier, on peut etudier I'in uence des
singularites geomretriques sur la qualite de I'approximation. En n, lesequationsbidimensionnelles
permettent de modeliser des objets invariants selon une direction tels que les guides d'onde, ou
symetrique selonun plan, commeles lItres a stubs. Ceci permet de preparer la resolution descas
2D % moins coOteuse que la resolution 3D .

2.1 Le guide d'onde

Un guide d'onde estune cavit e ouverte en sesextremites,dont le bord estun conducteur parfait.
Dans le casou cette cavite est prismatique, le guide est modelise par le domaine =! R, ou
I est un polygone (voir la gure 2.1) et represenie une section du guide d'onde. La frontiere @
est un conducteur parfait, sur la frontiere @, E satisfait |'equation (1.28). Considerons une onde
harmonique plane, sedeplacant le long de I'axe z. Decomposonsle champ en une partie transverse
et une partie longitudinale :

8
< E(x;y;z;1) (E(x;y) + Ez(x;y)es) ewt kz).

H(x;yizit) = (H(x;y) + Hz(x;y)es) et k2);

ou E et H sort dansle plan (e ; ey).
Supposonsque l'interieur du guide d'onde soit le vide : il n'y a pasde charges,donc etJ sort

nuls,et" = "9, = (. Dansle domaine bidimensionnel! , E satisfait les equations suivantes :
rote = {w oHg; (2.2)
dvE = {KkE; (2.2)
E: i@ = 0 (23)

Pour une onde transverseelectrigue (mode T. E.), E; = 0, et la divergencede E est nulle. Pour
une onde transversemagnetique (mode T. M.), H, = 0, et le rotationnel de E est nul.
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(O Coin rentrant : champ electriquelocalemet intense

Fig. 2.1{ Modelisation d'un guide d'onde.

2.2 La ligne microruban

La ligne microruban estun guide d'onde particulier, utilis eeenmicroeletronique pour confection-
ner descircuits planaires (miniaturisation) realisart desfonctions donnees( ltrage, ampli cation,
etc). Il estconstitue d'un plan de masseparfaitement conducteur sur lequel est depose un substrat
dielectrique, sur la surfaceduquel est pos une ligne conductrice. L'ensenble est enferme dans un
botier (blindage). Le champ electromagretique est guide dans le substrat, entre le plan de masse
et la ligne. La permittivit e dielectrique et la permeabilite magnetique ne dependert alors que des
directions transversesau guide: " = "(x;y) et = (X;y). Le champ electromagretique sepropage
selonla direction z. On peut donc seramener a I'etude d'une section transversede la ligne. Dans
sathese[94], K. Ramdani fait I'etude de trois modelespour une ligne supraconductrice( gure 2.2).
Il proposedesformulations variationnelles regularisses.

Une premiere approche consiste a assimiler la ligne conductrice a un conducteur parfait. La
di cult e consite a borner le domaine de calcul.

Le modele d'imp edancepermet de prendre en compte plus precisemen de la ligne conductrice.
La di cult eestdegererla condition de saut discortinue de la composarte normale du deplacemen
electrique a la traversee de la ligne.

Dans le casle plus realiste, le modele de London, la permittivit e dielectrique" n'est pas partout
de signepositif, et depend de la pulsation w, cequi causedesproblemesde coercivite et de linearite.

| v . | ") i
D D L o D D L o

P P
Modele de conducteur parfait Modelede London, "(w) = 1=( | w)2
"A=1 A A - air, p : surfacedu conducteur parfait,
' p : dielectrique, . interface ertre le dielectriqueet l'air.
"p D € T
e : ligne supra conductrice.

Modele d'impedance

Fig. 2.2{ Modelisation d'une ligne supraconductrice.
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2.3 Le ltre a stubs

Un Itre astubs(gure 2.3) estun guide al'apparenced'un peigne,ou ne passeh que certaines
frequences,qui dependert de la taille desdents. Pour cesfrequencesparticuli eres, tout se passe
comme si le Itre etait ferme transversalemen et dewvenait un simple guide d'onde de section
rectangulaire : rien ne passedans les dents. Ce guide est eclaire par une onde dont le signal
temporel, dirige selonx, sesitue dans la plage desfrequencegassanes.

Soit L la largeur du Itre. Le ltre estrepresenie par le domaine = ! ]JO;L[, ou! estun
polygone.La frontiere @ estcomposede c, le conducteur parfait, et A, la frontiere arti cielle
qui borneledomaine. o = 1[ 2,0u ;:= @ \ fx = 0g(condition aux limites d'onde ertrante),

2:= @ \ fx = Ag (condition aux limites absorbarte).
Soitu 2 L2(). Delgar la nature tensorielle du domaine, on peut>gecom|cnseru enune serie de
: . z . z
Fourier telle que:u = 0u"(x;y;t)sm k L ou bienu = uk(x;y;t) cos k L
k 0
jiujjig = jiu®jjg., . Dans notre cas, d'apres les conditions aux limites portant sur les

2
k 0

composanes tangertielles pour le champ electrique et normale pour le champ magnetique, on a en
particulier : Ex = E, = OetH, = Osur ,:=( c\fz=09)[ ( ¢\ fz = Lg). On choisit
donc de decomposer les champs electrique et magnetique en une partie transverse et une partie
longitudinale selon:

% E(x;y;z;t) = EX(x;y;t)sin k C + EX(x;y;t) cos 2k ooz
k 0

E Sy - _ Ky - Z Kiy-y- : Z :

> H(x,y;z;t) = H*(x;y;t)cos k T + Hy(x;y;t)sin kK T z:
k 0

E et H sort dansle plan (e1; e2). De méme, la densite electrique est decompsee en une serie de
Fourier, par exemple: X
= K(x:y:t)sin k =

k 0 L

Remarque 2.1 estseulementL?. Le choix dela decomposition de en serie de sin plutét qu'en
serie de cos permet l'identi ¢ ation mode a mode.

Pour le probleme quasi-electrostatique, on obtient alors un serie de problemesvariationnels poses
dans! et detaillesdansla section 8.6 de la partie |11, de la forme :
Trouver EK 2 X et EX 2 X tels que,

k2 2
(EK; F)x + X (EX;F)o. = Ly (F); 8F 2 X;
2 2
(EX;v)x + kL—Z(E‘g;v)o;! = I(v); 8v2 X;

ou X est I'espace fonctionnel vectoriel 2D choisi pour la discretisation des EX, X est I'espace
fonctionnel vectoriel 1D choisi pour la discretisation desE* ; L est une forme lineaire de X dans
R, et I estune forme lineaire de X dansR. Cesformeslineairesdependert des k.

On ne peut resoudrequ'un nombre ni K de problemes.On est alors en mesurede reconstituer
une partie du champ electrique :

X
EX = EX(x;y;t)sin k E + EX(x;y;t) cos k % z
k=0
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Notons que plus K est eleve, meilleure est I'approximation.

Signal incident

(O Coin rentrant : champ electriquelocalemen intense

— Condition au bord de conducteurparfait : EX: ;. = 0

---Sur ;: Condition de Silver-Meller : EX: ;| cBX = €.
Onde plane a incidencenormale, condition d'ordre 1.

---Sur ,:Condition de Silver-Meller homogene: E¥: ;, c¢Bf = 0.
Fronti ere absorbarte la ou il n'y a pasde singularite.

Fig. 2.3{ Modelisation d'un Itre a stubs.



Deuxi eme partie

Le probl eme bidimensionnel
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Chapitre 1

Notations et resultats preliminaires
2D

1.1 Notations relativ es au domaine d'etude

Le domaine d'etude ! R? est un polygone de frontiere lipschitzienne @ . On supposeen
particulier que! estsimplemert connexeet que @ est connexe.Dans le casgeneral, on renvoit le
lecteur a [5]. On utilisera les notations suivantes :

(e1;ep) = (x:;y) : baseorthonormale canoniquede R2.
(X1;X2) = (x;Vy) : coordonneesd'un point de R?.
u = (ug;u2) = (ux;uy):composartes d'un champ de vecteurs2D.

U:v = upvy + Uupsvy 2 R : produit scalaire2D ertre u et v.

( 1; 2) :vecteurunitaire sortant normal a @ .

( 2; 1) :vecteurtangenrtiel assaie, tel que( ; ) forme une baseorthonormeedirecte.
U = u: jg :composarte normalea @ du vecteuru.
U = u: j@ :composarte tangertielle a @ du vecteur u.

La frontiere @ estsepareeen K aretesouvertesAy, k2 f1;:: Kg: @ = [ KA.
I etant un polygone,! estdit singulier lorsqu'il n'est pas convexe, c'est-a-dire lorsqu'il existe un
ou plusieurs coin(s) rentrant(s). Consideronsle casou le domaine! preserte N¢ coins rentrants

(Gi)iz1::Ng , d'angles § = —,  2]11=2; 1[,i 2 f1;::; Ng g. On pose:

..... .
|

= min : (1.1)

Soient Ai0 et A; lesaretesdu coin rentrant O;, et (r, i), les coordonneespolaires assaiees,avec
i 2[0; iJtelque: { = OsurA? et = surA; (voirla gure 1.1). Soiert e, ete . les
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vecteursde baseassaies aux coordonneespolaires. On remarque que :

( (

jA? = (ST ot iA, = €y,
jAl = €.=0, iAo~ €= -

(1.2)

Denitions 1.1 Pourtouti 2 f1;:::;N¢ g, nousappelerons ;, unefonction detroncature Ct (1),

ne dependant que de r; telle que (rij) = 1 pour r; i=2, et i(r;) = 0 pour r; i, OU | estun
petit nombre strictement positif donne.
Nousappelerons ; = A°[ A, [ O : lesaretesdu coin rentrant O; et le coin rentrant O; lui-méme.

Fig. 1.1{ Coordonneespolaires par rapport a un coin rentrant, et donneesassiees.

1.2 Operateurs bidimensionnels

1.2.1 Notations

On utilisera les notations suivantes :

t : la variable temporelle.

@) = % . derivee partielle par rapport au temps.

N\ — @]() . ; ; ieme
@cq) = an derivee partielle m par rapport au temps.

L @) . . . _
@) = @ derivee partielle suivant x;.

[
@) = %fn) : derivee partielle m'®™¢ suivant x;.
i
X @ v

@v = TG

mi;mz Ojmi+mz=m

grad v = (@Qv; @QV) : gradient dev.
@vj@ = grad v: j@ - deriveede v sur @ dansla direction normalea @ .

@vj@ = grad v: i@ - derivee de v sur @ dans la direction tangentielle a @ , aussi appele
gradiert tangertiel.
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rot v= (@v; @vV): lerotationnel vectoriel dev.
v=@v+ @v:lelaplaciendev.
divu = @Qui + @u; : la divergencede u.

rotu = @u, @uq : le rotationnel scalairede u.

u = ( ug; up):lelaplacienvectoriel de u.
@Ul @Ul . ..
rad :u = . le gradient matriciel de u.
d @ux @u; g

1.2.2 Relations entre operateurs bidimensionnels

divrot (1) = 0; (1.3)

rotgrad (:) = O; (1.4)

divgrad (:) = ( :); (1.5)

rotrot (:) = ( :); (1.6)

rot rot (:) + grad div(:) = (:): 2.7)

Propri ete 1.2 Soit u une fonction reguliere. On a la relation suivante :
rot u: i@ = @Uj@:

Demonstra tion. D'apreslesde nitions desoperateursrot, grad , et desvecteurs et ,ona:
rotu: j@ = @u 1@ @u 2j@ = @u 2j@ * @u 1j@ = grad u: i@ -

1.3 Espaces de Hilb ert usuels et leurs normes associees

De facon genrerale, les espacesdesigres par des lettres majuscules en caractere gras sort des
espacesle champsvectoriels, et lesespaceslesigrespar deslettres majusculesitaliques en caractere
normal sort desespacesde champs scalaires.Soit H (:) un espacede champs scalaires.On notera
H(:) = H(:)?, l'espacede champs vectoriels correspondart.

d! designela mesurede l'ouvert ! et d designela mesurede l'ouvert @ .

D(!) estl'espacedesfonctions C! (! ), a support compactdans! . On appelle D{! ) sondual,
I'espacedesdistributions (la de nition du dual d'un espaceest donneeen 1.6).
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1.3.1 Espaces des champs scalaires

z z 1=2
L2(!) = u mesurablesur! : uldl <1 jivjjo = u?d! :

Z

L2.(') = umesurablesur! :8!:jt: ! ; | u?dl <1

Z
L3(') = wu2L?('): wud =0
|
L2(1) = u2L?(!): u2L?!) ; iiviio: = Giuii2 + jji uiid)™2
HI(') = u2L?():gradu2L?(') ; jjiujju: = (jujj + jigrad ujj3)¥2:

Hg(') = u2H('):ug = 0 ; jiviiy: = ligrad ujjo:

HE(') = u2HY(): u2L?!) ; juii: = fuid. + w3
H2(1) = u2HY():grad u2 HY(') ; jjujjue = jjuji + jigrad ujiZ, =

L'equivalenceertre la norme du graphe et la semi-normedansH 3(! ) due a I'in egalite de Poincare.
H (1) estle dual de H(!).
N et p sort lesespaceglessolutions du Laplacien :

N u2 HY()\V L3(1): u2L?('), @ug = O ;
b= U2H(!): u2L?()

Dans n et p, la semi-normeestequivalente a la norme du graphe: jjujj ., = jjuj =]Jj Ujo
(inegalite de Poincare-Fiedrichs pour p ; inegalite de Poincare-Wirtinger et theoreme de Lax-
Milgram pour ).

1.3.2 Espaces de champs vectoriels

L2() = u2L¥()? ; jiujio = (ijuaiig + Jiuzli§)*™:
) = HA fulins = juii3 + figrad : ujj3
H(rot;!) = u2L2():rotu2L¥!) ; jiujinory = ijuiig + firot ujj3 *?

Ho(rot;!) = fu2 H(rot;!):u = 0g:
H(ot%!) = u2L?!):rotu =0 :

Ho(rot%!) = u2L?!):rotu=0etu = 0 :
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Prop osition 1.3 On a: grad (H3(!)) = Ho(rot %;1).
Demonstra tion. Voir [63], (prop. 10.1.2,p. 174).

H(div;!) = u2L?():divu2L?(!) ; jiuinevy = Qi3 + jdivuj3
Ho(div;!) = fu2 H(div;!):u = 0g:
Hiv%!)= u2L?!):divu =0 :

Ho(div9 1) = u2L?!):divu = Oetu = 0 :
XEg et Xy sort les espacegdes solutions des equations de Maxwell quasi-statiques:

Xg = u2H(ot;!)\ Hdiv;!):u 2 L*@)

Xy = u2H(ot;!)\ H(div;!):u 2L%@)

Prop osition 1.4 Dans Xg et Xy, la semi-norme est equivalentea la norme du graphe, d'ou :

1=2 1=2 .

jiujixe = jirotujj§ + jidiv uji§ + jju ji§. @ Diiviix, = dirotujig + jidiv uji§ + jiu ji§. @
Demonstra tion. On applique la preuve du theoreme 8.5 de la partie 111 au cas2D.

On consicere les sous-espacede X g suivants :

X2 =fu2Xe:u =09; jiujixe = jirotujiZ + jidivujjZ =
Ve = u2Xf:divu =0 ; jjujjve = jrotujjo:
Weg = u2X2:rotu =0 ; jjujw. = jidiv ujjo:
On consicere les sous-espacede X y suivants :
X% = fu2Xy:u = 0g; jiujixg = jirot ujj3 + jjdiv ujj3 =2,

VH u2Xy sdivu =0 ; jjujjv, = jrotujjo:

Wy = u2Xd :rotu = 0 ; jjujjw, = jjdiv ujjo:
Notons que dans[63] (pp. 48-49),0n a une preuve directe de I'equivalenceentre la norme du graphe

et la semi-normedans X ¢ et dans X {,.

1.3.3 Espaces des traces

Z yA 1=
L?(@) = u mesurablesur @ : u’d <1 ;jivjio.@ = w2 d :
@ @
8u2HY) ug 2 H¥(@), ou:

(u(x) u(y))?
@ @ ix yi?

Z
H2@) = u2 LY@): d (x)d (y) < 1
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8u2 H2(1); ug 2 H3?(@), ou [29:
Z

Z ; . .2
H3:2(@) — u?2 Hl(@) : Jgrad U(X) grazd U(y) J d (X)d (y) <1
@ @ nx vyl

Pour s = 1 ou 3, on designepar H S72(@) le dual de HS2(@).
Pour s = 1 ou 3, pour chaque aréte A du bord @ , on de nit les espaceH ng(Ak) tels que:

HSSZ(AK) = fu2 H2(Ay) :82 HS2(@) g, e etant un prolongemert de u par O sur @ :
Hoo (Ax) estle dual de H 52 (A) :

1.4 Espaces de Sobolev a poids

Supposonsgue le domaine! cortienne un coin rentrant. Soit r la distance a ce coin rentrant.
On de nit alors les espacesa poids suivants, pour 2 Retl 2 N:
8
< X 4 .
vigy= u2L2(): r2C idj@uj?d <1 (1.8)
. | 1
i

9

V! l=2(@) est I'espacedestracessur @ desfonctions de V'.

Pour | = 0, on utilisera aussila notation : L2(!) := VO(!). Le produit scalairede L2(!) et la

norme assaiee serort notes:
4 4

(U;V)o: = r? uvd! ;jjujio. = r? u?d:
! !

On consicere I'espacevectoriel suivant, avec0< < 1:

X2, = u2Ho(ot;!) :divu2L?() ;jufixe = jirotujjf + jidivuj,

1.5 Espaces de Sobolev classiques

On de nit ici lesespacesN™:P, (m ertier ou non, p ertier) dont on aura besoinpour certaines
estimations.
Pourm2 Netp2 N, ondenit :

8 9 _
8 . 9 o 115

_ = X .
WmiP(l) = u2DY!): jQuiPdl <1 jjtjjmp = @ jQujPd! A
' iij m ! ' jjj m

Pours=m+ ,m2N,0< 1< ,etp2Nondenit :

8 0 1 9
2 X 27 igux) duyiP . AT

S;p(1) = mp(Yy - igio. = @ JG&U(X uly)) A
weP(l) ?uzw (1) jujsp : i Ji7 b dx dy <1,

La norme ass@ieeest : jjujjsp = (jujjp + jujbp)i=P.
On remarqueque H™(!1 ) = W™:2(1), et on poserade méme: HS(! ) = WS:2(1).
On a le theoreme suivant [67] (thm. 1.4.2,p. 12):
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Theoreme 1.5 Soit s 2 R. Soit k 2 N tel que: k < s 1=2. Alors, pour tout j 2 f1;:::;Kg,
l'application : 0
HS(l) ! Ko HS P 12(A))
u 7' (Up, ; @Uja, ;i @J Uja; )
est continue.

Par abus de notation, on ecrira lorsquel1< s< 2 quepouru2 H3(!), ujg 2 H® 2@).

1.6 Espaces duaux

Denition 1.6 On designea par H° le dual de H, c'est-a-dire I'ensemble des formes lineaires
continues sur H. Le produit salaire de dualite s'ecrit ainsi : < u® u >yoy . La norme duale sur
H O estde nie par :
ji Ujino = sup < u%u>poy : (1.9)
u2Hjujin 1

On peut montrer le theoreme suivant, appele theoreme de represetiation de Riesz-Fedet [27] :

Th eoreme 1.7 Soit H un Hilbert et H son dual. Alors pour tout u® 2 HS il existe un unique
f 2 H tel quepour tout u 2 H : < u% u >yoy = (f; u)n.

1.7 Formules d'in tegration par parties classiques dans un ouvert

1.7.1 Formules de Green

z z z
8u 2 D();8v 2 D(h)); grad u:grad vd! + uvd! = @uvd : (1.10)
'z z ! ze
8u 2 D(MN?2;8v 2 D(N); u:grad vd! + divuvd! = uvd: (1.11)
z z! ze
8u 2 D(1)?;8v 2 D(M); u:rot vd! rotuvd! = u vd : (1.12)
! ! @

1.7.2 Generalisation des form ules de Green

Les preuves de ces formules se trouvent dans [65]. L'argument principal est la densite des
fonctions regulieresdans les espacesde Hilb ert consiceres. Ici, H = H¥2(@).

z z
8u2H(1):;8v2H(); grad u:grad vd! + uvd! =< @u;V >yoy : (1.13)
!Z 7 !
8u2H(iv;!);8v2H(); u:grad vd! + divuvd! =< u;v>yoy : (1.14)
z z'

8u2H(rot;!);8v2 HY(); u:rot vd! rotuvd! =< u ;v>yoy :  (1.15)
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Chapitre 2

Le probl eme statigue 2D direct
contin u

2.1 Intro duction

Le domaine! represerte l'interieur vide d'un conducteur parfait, qu'on borne si besoinest par
un frontiere arti cielle A ne coupant pas de singularites geometriques La frontiere @ est dans

ce cas composee de deux parties : @ = ¢ [ “a, ou ¢ estle conducteur parfait. Dans cette
con guration, le champ electrique bidimensionnel satisfait E = Osur ¢c etE = c¢cB + e sur
A, &Vec:

- Pour une condition aux limites d'onde entrante : e = g, ou g estune donnee,

- Pour une condition aux limites absorbarte : e = 0.

PosonsE = e. On supposeque e est conru (c'est-a-dire que B et e sort conrus). Considerons
V ,, un voisinagede A ne corntenant pas de singularite.

Localemer, Ej N 2 HY(Vv ,)[36], (rem. 1, p. 562),d"apres[5], (thm. 2.9p. 829et 2.12p. 830). De

plus,g . = 0,donce _ 2 H2( ¢). D'ou, enprolongeart g , parOsur c,ona:e?2 H=2(@).
Ainsi, dansla suite de cette partie, on considere toujours que:

E sur @ estdonnepar e2 H¥™(@), s'annulant au voisinagedescoins rentrants de ! .

Cette hypothesen'est en aucun casrestrictive, et correspond a une realite de la modelisation. En
e et, commeon I'a mertionne plus haut, on peut toujours placer la frontiere arti cielle de facon a
ne pas couper les singularites geonetrigues.

Nous etudions le probleme quasi-electrostatique bidimensionnel, qui s'ecrit mathematiquemert
de la facon suivante :
Trouver E 2 L?(!) tel que:

rotE = f dans! ;f 2 L?(1); (2.1)
divE = gdans! ;g2 L?(!); (2.2)
E = esur@;e2lL?@); (2.3)
Dans le caselectrostatique,f = 0. Pour une onde transverseelectrique,g= =" o.
Pour gue le probleme soit bien pos, il faut que:
z Z
fd = ed : (2.4)
! @
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En e et, par la formule d'integration par parties (1.15), en prenant u = E etv = 1,o0n ala
relation (2.4).

Ce probleme peut etre resolud'une part en utilisant la decomposition de Helmholtz :
E= grad p + rot p,o0u p satisfait (2.9) et y satisfait (2.10). Lespotentiels p et N sort
calcules par les elemenis nis corntinus Py de Lagrange, et E est approche par les elemens nis
discortinus Py ; composarte par composarte. Le deweloppemert de cette methode fera I'objet de
la section 2.2 pour le problemecontinu et de la section 4.3 pour le problemediscretise.

D'autre part, le probleme(2.1)-(2.3) peut &tre resolupar leselemerts nis cortinus de Lagrange
Py composarte par composarte, en calculant E directemert dans X g. Cette methode seradetaillee
dansla section 2.3 pour le problemecortinu et dansla section 4.6 pour le problemediscretise.

Denition 2.1 Le vecteur e est un relevementde la donnee tangentielle e si e = e. Comme
e 2 HP(@), il existeun relevementregulierdee: e 2 H1(!) [29] (prop. 2.7, p. 15).

Prop osition 2.2 Pour e2 L2(@ ), on peut construire un relevemente 2 X g dee.

Demonstra tion. Soit § 2 H!(!) tel que:

8 Z
% ed
_ @ .
E NS W dans! ; 2.5)
ﬁu@ = esur@ :

ed

@ 2 L?(1), dapres

Posonse = rot §.Alorse 2 L2(!),dive = 02 L?(!), etrote =
IR

(1.6). La propriete 1.2 permet de deduire quee: ;@ = €

PosonsE? = E  e. E° satisfait le problemesuivant : Trouver E® 2 X2 tel que:

rot E©
div E°

f02 L2(1); (2.6)
g2 L2(); (2.7)

avecfO = f rote,etg® = g dive. Sionprend e commedansla proposition 2.2, alorsg® = g.
La condition de compatibilit e (2.4) deviert :

fo0d = O; (2.8)

c'esta-dire f° 2 L3(!). E° peut etre calcule par la methode des potentiels, ou par les elemerts
nis corntinus de Lagrange Py et le complemert singulier, dansl'espaceX (E’. Nous preserttons deux
approches possiblesde la methode du complemert singulier, exposesdans la section 2.4 pour le
problemecontinu ; et dansles sections4.8 et 4.9 pour le problemediscret. On peut encorecalculer
E° dans'espacea poids X ¢ . . Celafait I'objet de la section2.5 pour le problemecortinu et dans
la section4.10 pour le problemediscret. On reconstruit ensuiteE = E° + e,
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2.2 Champ electrique 2D : decomposition de Helmholtz

2.2.1 CL non-homog enes

Soiet p 2 H}(')et N 2 HY(M)\ L3(!) lespotentiels quasi-electrostatiquestels que :
- p estsolution du problemede Dirichlet suivant :
Trouver p 2 H3(!) tel que:
p = gdans!: (2.9)
- N estsolution du problemede Neumann suivant :
Trouver N 2 HY(1)\ L3(!) tel que:

f dans!,
esur @ ;

N

@ nio (2.10)

ouf et e satisfort (2.4).

Prop osition 2.3 Le champ electrique E satisfaisant (2.1)-(2.3) se decmmpose de la facon sui-
vante :

E= grad p +rot y: (2.11)

Demonstra tion. PosonsEp = grad p 2 L?(!). D'apres(1.4) rotEp = 02 L2(!); d'apres
(1.5)divEp = g2 L?(!);deplusEp: ;g = 0.0n endeduit que: Ep 2 X2. PosonsEy =
rot n 2 L?(!). D'apres(1.6)rotEy = f 2 L?(!); d'apres(1.3),divEN = 02 L?(!); et d'apres
la propriete 1.2,En: j@ = @ nje@ = © Onendeduit que: Ey 2 Xg, etque: Ep + En est
solution de (2.1)-(2.3).

On peut reecrire (2.11) ainsi :

E =Ep + Ey OU:
Ep 2 X esttel querotEp = 0,divEp = g, et : (2.12)

En 2 Xg esttel querotEy = f,divEn = 0, En; j@ = €:

Comme p et y sort dansH1(!), onlesapprocherapar leselemerts nis cortinus P de Lagrange.
Le champ electrique E seradonc approche par les elemens nis discortinus Px 1, composarte par
composane. De facon plus precise:

Prop osition 2.4 Le probleme (2.9) est equivalentau probleme variationnel suivant (FVD) :
Trouver p 2 H3(!) tel que:

8u 2 Hj(');ap( p;u) = Ip(u); (2.13)
ou ap estla forme bilineaire symetrique suivante :

ap : Hg(') Hg(') ' R
(u;v) 7! grad u:grad vd! ;
!
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et Ip estla forme lineaire dependant de g suivante :

b - Hi() ' R
u 7! gud!:

ap estlanormedeH3(! ). D'apresle theoremede Lax-Milgram [65], (thm. 1.7, p. 10), le probleme
(FVD) admet une unique solution p 2 H3(!).

Prop osition 2.5 Le probleme (2.10) est equivalentau probleme variationnel suivant (FVN) :
Trouver n 2 HY(')\ L3(!) tel que:

8u2 HY(!)\ L§(");an( niu) = In(u); (2.14)
ou ay estla forme bilineaire symetrique suivante :

ay : HY(') HY() ' R
(u;v) 7! grad u:grad vd! ;

et Iy estla forme lineaire dependant desdonneesf et e suivante :

In tHY() 1 R 7

u 7! fud + eud :
! @

D'apresle theoremede Lax-Milgram, sousresene que (2.4) soit veri ee,le probleme(FVN) admet
une unique solution n 2 H(')\ L3(").
2.2.2 CL homogenes

Dans le casou I'on calcule Eg, il s'agit de determiner & 2 Hi(') et § 2 HI(1)\ L3(!)
tels que:

9 = g¢dans! , (2.15)
et
8
< 9§ = fOdans! ,
(2.16)
0 _ .
@ Nj@ = Osur@ ;
avecf® 2 L3('). Onremarqueque 3 2 p,et § 2 .
Si on choisit e commedansla proposition 2.2,alorsg® = g, et 3= p;et { = N §.0On
reconstruit alors: E® = ES + E{Q,ou:E3 = grad 3 etEY = rot §.

Prop osition 2.6 On a la decomposition orthogonale suivante :

?
X2 = Vg Weg: (2.17)
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Demonstra tion. OnremarquequeEY 2 Vg, ES 2 W, et quepar ailleurs, (EY ; E, )xo = 0.

Le problemedu Laplacien avec conditions limites de Dirichlet ou Neumann dans un domaine non
corvexe a fait I'objet de nombreusesrecherches. Nous nous contentons de reprendre les resultats
de P. Grisvard dans[67] (conditions aux limites homogenes)et de S. Nazaror et B. Plamenevsky
[86] (conditions aux limites non-homogenes).Nous allons voir que pour obtenir plus de precision,
on peut decomposer les potentiels en une partie qui estdansH 2(! ), et une partie explicite qui est
seulemen H(! ). Cette decomposition reposesur la decomposition de L 2(! ) enune partie reguliere
et une partie singuliere, orthogonalesertre elles[18, 66].

2.2.3 Le probl eme aux potentiels, a la Grisvard

Lorsque ! est corvexe, p.n estinclus dans H?(!). Mais cette inclusion n'est plus veri ee
lorsqu'il existe un coin rentrant. On introduit alors le sous-espaceegularie de p.n, note F .
. R = 2
telque: p.y = obo;n\ H().

Th eoreme 2.7 Lorsque! n'est pasconvexe, B., estferme et strictement inclus dans p ..

Demonstra tion. Soit 2 R.,.Commedans p.n, la norme du graphe est equivalerte a la
semi-norme,on a :

I Cli o
Or,ona:
j jnz = jorad jy: = jjgrad :grad jjo jj  jjo:
Ainsi, sur B;N,jj ‘jio j:ij2. CommeH?2(!) est complet pour sa norme canonique, B;N est

fermedans p:.n.

Prop osition 2.8 L'operateur de nit unisomorphismede y dansL3(!)etde p dansL?(!).
p et n etant munis de la norme L? du Laplacien, et L3(' ) etant muni de la norme L?, ces
isomorphismespreserventl'orthogonalite.

Demonstra tion. Pour le problemede Neuman, voir [9] (lem. 2.1, p. 361).

Ainsi R (resp.  R) estun sous-espacéerme de L2(! ) (resp.L3(!)).

Soit Sp - N, I'espaceorthogonal a B;N dans L(zo)(! ). On en deduit la decomposition directe

? ?
orthogonale suivante : L2(!) = R Sp (resp.L3(!) = R~ Sy). Ceresultat nous permet
de caracteriser les fonctions singulieresde p .y : on obtient la decomposition directe orthogonale

?
suivante ertre parties reguliere et singuliere: p.n = R. S.you S.y= IS

Lesespaces S .y Sort appelesesace dessingularites primales du Laplacienet lesespaceSp ; n
sort appelesesmce dessingularites dualesdu Laplacien
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Prop osition 2.9 Les esmces des singularites duales Sp et Sy sont engendes par les fonctions
qui satisfont les problemesde Dirichlet et de Neumann non standards suivants :

s52L%(1);s02% () o = Odans!; (2.18)

P P Spja, = 08k2fl1:;Kg dans H o 2(Ak) ; '

(
SN = O0Odans!;
sy 2L%(1); sy 2 - 2.19
N ()isn2Se () @syja, = 08k2flKg dansHoo3 2(Ak): ( )
Z

Demonstra tion. Soitsy 2 Sy. Alors 8 2 ﬁ, syd = 0.0Onendeduitque sy = 0

|
au sensdesdistributions. On obtient la condition limite au bord en utilisant_une formule de Green
[67] (thm. 1.5.3, p. 26) et le fait que 8k, @ jao, = 0, et 8k, jo, 2 Hggz(Ak) . La preuve est
similaire pour sp.

Les fonctions de Sp .y sort H Y-regulieresen dehorsd'un voisinagede chaque coin rentrant. Sp .
est de dimension egale au nombre de singularites geonetriques, c'est-a-dire le nombre de coins
rentrants : dim(Sp.n) = Ngr, et Sp = vect(sp ;i) (resp: Sy = vect(sy :i)) ou Sp:i (resp.sn :i)
satisfait (2.18) (resp. (2.19)). Qui plus est, sp:; et sy :i sedecomposernt en une partie reguliere
8p;i, 8v ;i 2 H'(!) et une partie principale s§.; = r; "sin( ; i), sy.; = r; 'cos( i i) qui
n'est pasdansH (! ) [66] (2.3.6, p. 51,) :

— P — P .
SpD;i = Bp;i + SD;i et SN:i = BN:j + SN;i'
sE .. et sk .; sort harmoniqueset regulieresen dehorsd'un voisinagedu coin rentrant O;.

Prop osition 2.10 sp :; satisfait le probleme de Dirichlet suivant :
Trouversp.; 2 H(!) tel que:

8D O dans!,

_ 2.20
8 .ijac = Sp.ja, 8K 2 1l Kg dansHZ@): (2.20)

Demonstra tion. Montrons qu'ona: 8p.; ; = OdansH 1=2(" ;). On fait la preuve par cortra-
diction. Supposonsquesp .ij ; 6 0dansH2( ;). CommeH™2( ;) L2( ;), celaimplique que
8p.ij ; 6 0dansL?( ;), c'esta-dire que 8p;ija0 6 Odans L2(A9), ou sy .ija, 6 Odans L2(A, ).

Retenonsla premiere possibilite : 8y ;0 6 0 dans L2(A%). Comme L%(A%)  Hy, (A9, ona

donc:sp;ija0 6 OdansHoolzz(AiO). Or, par de nition, ona:8p jja0 = (Sp;i Fi 'sin( i i))ja0,

dans H001=2(Ai0)_ Commesp;i 2 Sp, etque(r; 'sin( ; i))ino s'annule (car ; = 0), on en
conclut que sy A0 = 0 dans Hoolzz(AiO), ce qui contredit le preadert resultat. Par ailleurs, sur
les autres arétes,on a : s(DP;)ij an, 2 Cl(@n ;). Lestracesde s(DP;)ij@ n, €t @ () S(DP;)i se

raccordert aux extremites des arétes. On en deduit que sp :; et (1 i(ri)) sp i ont méme trace
sur @ .

Prop osition 2.11 sy . satisfait le probleme de Neumann suivant :
Trouversy:; 2 H1(!) tel que:

ev;i = Odans!,

2.21
@8y ija, =  @s{ i, 8k 2 f1;5Kg dansL?(@): (2.21)
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Demonstra tion. Montrons, par cortradiction, qu'on a: @sy ;jj ; = 0dans L2( ;). Supposons

que @sy ij ; 6 0dansL?( i), cesta-dire @8y ;ija0 6 0 dans L2(AD), ou @sy .ija. 6 Odans

L2(A, ). Retenonsla premiere possibilite. CommeL2(A%)  Ho, 2(A?), onadonc: @s, ija0 60

dansH g, 2(A9).

Or, on remarqueque: grad sf ..(ri; i) = r, 1 cos( i i)
’ sin( i i)

polaires par rapport au coin rentrant. Ainsi, sur lesarétesdu coin rentrant :

, exprime en coordonnees

@S] ja0 = (@snii grad sf )i a0 = (@sniiir o tsin( i), dansH gy, 2(AD).

Comme @sn ;i 2 Sy, et que (r; ! Lsin( i))ino s'annule (car = 0), on en conclut que
@8y .jja0 = O dansHo, “(A?), cequi cortredit le precedert resultat.

Sur lesautres arétes,@sl(\lp;)ij@ N 2 C1(@n ;). Lestracesde @S(NP;)ij@ n, €t @ i(ry) @sl(\lp;)i
seraccordert aux extremites desarétes.On en deduit que @sy :j et (1 (ri)) @sy ;j ont m&éme

trace sur @ .

Th eoreme 2.12 On peut etablir les estimations suivantes[67] (thm. 1.2.18, p. 7) :
8 > 0s2 Sp.n appartient aH?! (1) et nappartient pasa H! (!).

D'apresla proposition 2.8,8i 2 f 1;:::; N gil correspndasp:i 2 Sp (resp.sy:i 2 Sy) un
unique' p i (resp.' n:i) de H1(!) tels que:

'n. = . |- - . |-
o DTS el DS e
Ainsi, les espaceglessingularitesprimales 5 et § sort de dimension nie egalea N, etona:
S = vect('p:i) et § = vect(' n:i): (2.23)
8j 2 f1;:;Nergonpose:' 5., = r;'sin(j j) et' g, =r;'cos( | j)

Les' B et' E . ,J 2 £1;:::;Nergformeront lesparties principalesdes' p.jet' i, i 2 f1;:; Ner 0.

i
Prop osition 2.13 ' p.j et' y.; sedecmposenten une partie H 2-reguliere et une partie singuliere
de la facon suivante :

) CH
"D = 'ep.i + p''B.j ave'ep;i 2 H?(I)et' 5., 62H(!) (2.24)
j=1
Ber
"N = eni + NDURG aves'en i 2 HA(N) et | B2HA(1); (2.25)
j=1
ou )= (spiiispij)o= et |1 = (sniiisn:j)o= -

1 P 1 P
Les' §. et' R

ii
calculdes .\

i sort harmoniques et regulieres en dehors du voisinage des coins rentrants. Le
est detaille en dansla section 14.1 de la partie IV.

Th eoreme 2.14 On peut etablir les estimations suivantes[67] :
8 >0,u2 3., appartient aH'* (1) et nappartient pasa H* (1); §., H?().
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Prop osition 2.15 ‘ep .; satisfait le probleme de Dirichlet suivant :
Trouver'ep .; 2 HY(!) tel que:

8 )

% €D ;i

Mo ) (2.26)
2 ep.ja, = 5' ' B.jja, 8k2f1;:; KgausensH'?(@):

i=1

Sp:i dans!,

Demonstra tion. En procedart comme pour la demonstration de 2.10, on montre que sur les
arétesdu coin rentrant O; :

_'B;iino = qr;'sin( i i),=0 = 0, dansH¥2(AD),
-'B;iin = r;'sin( i ),= =, = 0,dansH™(A,).
Sur les autres arétes,on a : ' B'ij@n | 2 CL(@n ;). Par ailleurs, les traces de ' (DP;)i se rac-

cordert aux extremites desaretes. On en deduit que ‘ep - et (1 i(ri)) 'ep .i ont mémetrace sur

@.

Prop osition 2.16 ‘ey :; satisfait le probleme de Neumann suivant :
Trouver'ey ;i 2 H(!) tel que:

8

5 'en:i = Sn: dans!,
Mor (2.27)
; @'y ija, = v@ R Jia, 8k2f1;:5 Kg, ausensL?(@):
j=1
Demonstra tion. Notons d'abord que : grad ' §..(ri; i) = ir;’ ! CS?;(( ! i; » EX-
' i

prime en coordonnees polaires par rapport au coin rentrant O;. En procedart comme pour la
demonstration de 2.11, on montre que sur les arétesdu coin rentrant O; :

i 'El;ijAP = ir;" tsin( i i) ,=0 = 0,dansL?(AD),
- @ EI'ijA. = rpt tsin( o) = =, = 0,dansL?(A,).

Sur les autres aretes,on a : @' Ej@n i 2 CL(@n ;). Par ailleurs, les traces de @' f\,P;)i se

raccordert aux extremites des arétes. On en deduit que @'ey :; et (1 i(ri)) @ey :; ont méme
trace sur @ .

Nous allons maintenant etudier % 2 p, et R, 2 N, les solutions des problemes (2.15)
et (2.16). Les coe cien ts de nis ci-dessous(de nition 2.17) vont appardtre naturellemernt dans
I'expression de % et R, sousforme de sommeentre un partie reguliere et une partie singuliere,
decomposee sur les parties principales.
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Denition 2.17 Pour tout j 2 f1;::;;N¢ @, on pose:
J-D = (d°; sp;j)o= et j|\| = (f% snj)o= -

Prop ositon 2.18 ¢ 2 p, la solution du probleme (2.15) s'ecrit ainsi :

0 = €y + LB ou€ 2HA(): (2.28)

Cette decomposition a ete a l'origine introduite pour le cas d'un unique coin rentrant par M.
Moussaouidans [83].

Demonstra tion. 9 sedecompsedans p en une partie reguliere by, 2 R et une partie
singuliere, decomposee sur les vecteursde basede 8 ainsi :

Rer _
%sz+ Co'p:i,ou: 8i;cy 2R;
i=1
ce qui sereecrit sousla forme :
|
Ner R Ner
0 _ i;j P . _ i 201y -
D—eD+ CID DJ D;j,OU.eD—bD'i' CIDeD;iZH(!).
j=1 =1 i=1

D'apresla section 14.2 de la partie IV, on a:
NCI’

b b= (Pispijlo= = b (2.29)
i=1

Prop osition 2.19 R, 2 N, la solution du probleme (2.16) s'ecrit ainsi :

0 = €y + MR ou B 2HA): (2.30)

Demonstra tion. ChangerlesindicesD par N dansla demonstration de la proposition 2.18.

Th eoreme 2.20 Supmsonsque pour > 0 tel que 2 1 >0 f,g2H2 1 (I)ete2
H2 %2 (@). Alors €,y 2 HZ "1 (1).
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Demonstra tion. D'apresleshypothesessurlesdonnees.e estla trace d'un vecteuredeH? (1),
etdoncdive2 H2 1 (1) dou:g°=g dive2 H?2 1 (1). Dapres[67] (p. 82), lorsque
g®2 HS(1), s 1, on peut decomposer ¢ sousla forme :
0 1
0 — R Xer @ X m j o . R Ss+2 . .
2= B+ Gm fj ' sin(m ; j)A ;avec §2 H*(1);Gm 2 R:
ji=1 0<m j<s+1

Le calcul des ¢, est donne dans [86]. On a ¢j;1 = jD. An d'obtenir la decomposition de la

proposition 2.18,c'est-a-dire B = €5, il faut limiter la sommesurm am = 1 pour tout j, ceque
est possiblesi et seulemen si :

8] 21,55 Nerg;8+ 1< 2 () S< Smax @V€CSmax = 2 1: (2.31)

Ainsi, s = 2 1 corvient, et dans ce cas, B = €5, comme annone. Le méme resultat
est obtenu pour le probleme de Neumann. Pour conclure, notons qu'on peut obtenir une partie
reguliere de plus en plus reguliere sousresene de la regularite desdonnees.

2.2.4 Le probl eme aux potentiels, ala Nazawov-Plamenevsky

La decomposition partie reguliere-partie singuliere est possibleegalemen pour lespotentiels p
et n, c'est-a-dire avec une condition aux limites non-homognespour le probleme de Neumann.
Cette approche a ete deweloppee par S. Nazarov et B. Plamenevskydans [86]. On consicere le cas
ou il n'existe qu'un seul coin rentrant. Comme p satisfait un probleme de Dirichlet homogene,
I'appro che de [86] estidentique a cellede [67] :

Th eoreme 2.21 Supmwsonsqueg 2 L2?(1). Alors p, la solution de (2.9) s'ecrit de la facon
suivante [86] (thm. 3.4, p. 33) :

1
b =W+ =(g;Sp)o B (2.32)

ou Wp 2 H?(!) satisfait le probleme de Dirichlet non homayene suivant :

(

g dans!
1
—(9;sp)o' pj@ SUr@:

Wp

Wpj@
On a un resultat interessah pour y qui satisfait un problemede Neumann non-homogene:

Th eoreme 2.22 Supmsonsquef 2 L%(1) ete 2 V; 2(@). Alors y, la solution de (2.10)
s'ecrit de la facon suivante [86] (thm. 4.4, p. 41) :

1
N= Wy F S ((Fisn)ot < €SN >hmo) N (2.33)
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ou H designevolzz(@) et < :;: >y.yo estle crochet de dualite entre H et son dual H9; et ou
wn 2 H?(!) satisfait le probleme de Neumann suivant :
( wy = f dans!
1
Wai@ = € = (fisn)ot < eisn >hno 'Nj@ SUr@;

Rappelonsque V01=2(@) est I'espacedestraces desfonctions de V4'(! ), avec:
Z
Vo(t) = u2 HY()j

2
d <1 (2.34)

—x|c

On en deduit que e estici la trace d'une fonction de H (! ) qui s'annule par exempleen r2 au
voisinagedu coin rentrant, c'est-a-dire que e 2 H 1¥2(1), s'annulant au voisinagedu coin rentrant.

2.3 Champ electrique 2D : CL naturelles

Le caselectrostatique (g quelconque,f = 0, e = 0, paragraphe2.2.2) segeneralisesansdi cult e
au probleme tridimensionnel. Cependart, la qualite de I'approximation du champ electrostatique
est limit ee car elle est calculee par derivation d'elemerts continus Py (conformite uniquemert dans
H(rot ; ) pour le probleme tridimensionnel, H(rot ;! ) pour le probleme bidimensionnel). On
s'interessedonc au calcul direct du champ electrique dansl'espaceX g.

Prop osition 2.23 Le probleme (2.1)-(2.3) est equivalentau probleme variationnel suivant :
Trouver E 2 Xg tel que:

8F 2 Xg ,Ae(E;F) = Le (F); (2.35)
ou A estla forme bilineaire symetrique coercitive suivante :
Ae :Xge Xg ! R Z
(E;F) 7! (divE;divF)g+ (rotE;rotF)g + @EFd;

et Lg estla forme lineaire suivante :
Le : Xg ! R 7
F 70 (f;rotF)o+ (g;divF)o + eF d:
@

Demonstra tion. |l estclair quesi E satisfait (2.1)-(2.3) alors E satisfait (2.35). Reciproquemert,
montrons que si E est solution de (2.35), alors E satisfait (2.1)-(2.3). Soit u 2 L2(! ). D'apresla
decomposition (2.12), il existeFp 2 X tel que: rot Fp = OetdivFp = u, ou u estla donneede
(2.9). En injectant Fp dans(2.35),ona: (divE; u)o = (g; u)o, ou divE et gsort dansL?(!).
On endeduit que div E = g. L'equation (2.35) sereduit a:

Trouver E 2 Xg tel que:

Z Z
8F 2 Xg ,(rotE;rotF)o + EFd = (f;rotF)g+ eF d:
@ @
Considerons le vecteur Ey de la decomposition (2.12), onarotEy = f, divEy = 0, En: = e
Ainsi :
VA Z

8F 2 Xg; (rotEn ;rotF)g + En: Fd = (f;rotF)o + eF d:
@ @
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VA
On endeduit que: 8F 2 Xg, (rot(E En);rotF)g + (E En: )F d = 0.

. @
Prenonscommefonction test F = E En.Onaalors: F = E En: ,dou:
jrot(E  En)ji3+ JJE En; jifg@ = O

Dourot(E En) = Odans! etE En: = Osur@.

On obtient nalement : rotE = rotEy = f,etE = En:. = e

Pour conclure,d'apresle theoremel1.7, p. 47, (2.35) admet une unique solution E 2 X g, qui depend
corntin Oment desdonneesf , g et e.

Notons pour nir que, comme Xg \ HZY(!) est densedans X g [40, 51], on peut approcher la
solution de (2.35) par les elemerts nis de Lagrangecontinus Py.

Remarques 2.24 Au contraire dela methale despotentiels, cette methade estapplicableau probleme
tridimensionnel general (1.2)-(1.5), et I'on peut aussila developgr en 2D pour le cas dependant
du temps. Notons quedans[54], M. Costalel et al. etudient le probleme harmonique dans X ; pour
le champ magnretique.

2.4 Champ electrique 2D : le compl ement singulier

Dans la formulation (2.35), la condition aux limites est naturelle. Que se passe-t-il si on veut
resoudre(2.1)-(2.3) dans I'espacefonctionnel X 2 pour lequel la condition aux limites est prise en
compte de facon essetielle ?

2.4.1 Intro duction

L'espaceX(E’ permet de prendre en compte de facon exacte la condition aux limites tangen-
tielle nulle. Lorsque le domaine! n'est pas corvexe, la solution du probleme (2.6)-(2.7) peut &tre
singuliere: la valeur descomposartes du champ electrostatique est localemen non borneeau voisi-
nagedespoints de non-corvexite. Mathematiquemen, lescomposartes du champ ne sort pasdans
H().

Soit X 2R 1= X2\ H(!), I'espaceregularise de X2. On a le theoreme suivant, montre par
M. Costabel dans[50Q] :

Th eoreme 2.25 Dans l'espace X g; R la norme de X2 estequivalentea la norme de H(!) :
8F 2 Xg' S Flixe  JFjne:

De plus, d'apresM. Costabel et al. [55], les fonctions regulieressort densesdans X %R.

Lorsque! est convexe, X(E’;R estegala X2 et I'on peut resoudre(2.6)-(2.7) par les elemerts
nis de Lagrangede la m&émefacon que dans X . En revande, lorsque! n'est pas corvexe,on a
le theoreme suivant :

Th eoreme 2.26 Lorsque! nest pas convexe,X g; R estferme et strictement inclus dans X (E’.

Demonstra tion. Soitu 2 X g; R Commeu 2 X2, etquedansX 2, la semi-normeest equivalerte
a la norme du graphe, il existe une constarte C > 0 telle que:

juii§  c(iidivuijig + jirot ujig):
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D'apres[50, 84], onapour u 2 X 2R :jigrad : ujj3 = jidivujj3 + jjrot ujj3. CommeH(! ) est
complet pour sa horme canonigue,on en deduit que X g; R est ferme dans X (E’.

Tout sous-espacele X(E’ genere par leselemerts nis Py de Lagrangeest un sous-espacele X E;R.
Ainsi, leselements nis Py de Lagrangene convergert pasvers la solution de (2.6)-(2.7).

Posonsx 2 = X 2R ? X 25 ou X2'° est appele partie singuliere de X 2. Soit E® 2 X2, que
l'on decomposeen une partie reguliere EO:R 2 X 2'% et une partie singuliere E%S 2 X 2'S. Soit E?
l'approximation de E° par leselemerns nis Py de Lagrange.On a alors :

HE®  Eiike = HE™S  ERiife + HE®Sike  HE”Sii%e:
L'erreur que lI'on commet localemen en n'‘approchant pas la singularite serepercute sur toute la
solution. Ceci soulignele caractere non local desequations de Maxwell.

La resolution de (2.6)-(2.7) est alors base sur la decomposition de la solution en une partie
reguliere H(! ), et une partie singuliere qui n'est pas H1(! ) conrue ertieremert ou en partie
explicitement, appeleele complement singulier. Cette technique a ete developpeepour le casinsta-
tionnaire par F. Assous,P. Ciarlet et E. Sonnendricker dans [9], et a fait I'objet de la thesed'E.
Garcia [63]. Dans [68], C. Hazard et S. Lohrengel etudient la methode du complemert singulier
appliqguee au cas magretostatique.

Dansle paragraphe2.4.2,nouspresertons une nouvelle methode de decomposition non-orthogonale
et non-conforme dans X ¢ du champ quasi-lectrostatique. Le champ electrique est decompose en
une partie H l-reguliere, et une partie singuliere, connue explicitemert a un coe cien t pres, qui
ne depend que du domaine et des donnees.Nous montrons commert simplier le calcul de ce
parametre dans le paragraphe 2.4.3.

La -approche nepeut tre generalissedansle casinstationnaire, il faut choisir une decomposition
conformedeX(E’. L'objet du paragraphe2.4.4 estla methode du complemert singulier orthogonal,
qui s'applique au casdependart du temps. Nous comparonsnotre approche a d'autres methodes
de decompositions conformesdans le paragraphe 2.4.5. Le paragraphe2.4.6 est consace a |'etude
de la regularite dans les espacessinguliers conformes.

Finalement, nous apportons quelquesconclusionsdans le paragraphe2.4.7.

2.4.2 La -appro che

i 1 sin(jj)

; P ._ -
Pour tout j 2 f1;:::;N¢ g, On notera xi : i cos( ;i i)

i
polaires par rapport au coin rentrant O; .

, exprime en coordonnees

=rot'f .. =xP

Lemme 2.27 Lesparties principales’ p.; et' {.; sonttellesque grad ' f | F.

g j
On remamue que par construction, on a: div x{" = rotx{" = 0.

Th eoreme 2.28 E° sedecompose en une partie reguliere ER 2 H(!) et une partie singuliere de
la facon suivante :

EC = ER + IxP ave8j; b= Lo+ 1 (2.36)

Demonstra tion. D'apresl'etude despotentiels 2 et 3 (section2.2),ona :
Her .
EC = grad €& + rot & + H( grad'§;)+ Lot
j=1
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Posons: ER = grad €, + rot € 2 H%(!). On en deduit (2.36) du lemme precedert.

Le champ electrique E = E° + e sedecomposeainsi :

E=E+ I xP (2.37)

oulB = ER + e2 H'(!) etlesx] 62H*(! ) sort conrus explicitemert.
On en deduit que X g sedecomposeen un espaceregulier et un espacesingulier de dimension N, .
E satisfait :

divE = gdans!, (2.38)
rotE = f dans!, (2.39)
) O
E: @ = € IxP: e (2.40)
j=1
Ker
Prop osition 2.29 Il existe un relevemente regulier de e J xJP L@ -

Demonstra tion. On a deja vu qu'il existe un relevemert regulier de e. Fixons j. On a sur les
arétesdu coin rentrant O; :

-x[ a0 =g L sin( i i)j,=0 = 0,dansL?(A?),

i Lsin( i i)j = =; = 0dansL?(A,).

_yxP - = LT
Xi = jA i’ j

j J

Sur les autres arétes,on a xJP D j@n; 2 Cl(@n ;). Par ailleurs, la trace tangertielle de

ij seraccordeaux extremites desarétes. On en deduit que xjP et(1 j(rj))ij ont mémetrace

tangertielle sur @ . Posonse; = (1 j(rj))x[ : ;@ . Il existe un relevemert reguliere; deg;.
Ner

D'oue = e I'e; estun relevemert regulierde B: jq .
=1

Soit B2 X2 R tel que: B = B + e . BO2 X 2R satisfait :

dive® = g dive dans!, (2.41)
rotB® = f rote dans!. (2.42)

Pour approximer E, on peut proceder comme suit (voir aussila section4.8) :

- Calcul desfonctions de basessp ;j; et sy ;j. On approchera sy ;j (resp:8p;j) par leselemers
nis de Lagrangecontinus Py.

- Calcul des | pour chaquecoin kentrant. Le calcul desintegralesseferapar un schemad'integration

numerique. La partie singuliere j jx}’ est maintenetpt conrue.

- Calcul d'un relevemert reguliere . On adonce + j J'ij.

- Calcul de B9 par les elemg,ns nis de Lagrange cortinus P, composarte par composarte. On

obtient alorsE = E%+ e + j ijp.
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Prop osition 2.30 Le probleme (2.41)-(2.42) est equivalent a la formulation variationnelle sui-
vante : Trouver B2 2 X 2R tel que:

8F2X(E’?R,A0(E°;F)= Lo(F) Ag(e ; F); (2.43)
ou Ag estla forme bilineaire symetrique suivante :

Ao:XE Xeg ! R
(E;F) 7! (divE;divF)g+ (rotE;rotF)g;

et Lo estla forme lineaire suivante :

Lo: X2 I' R
F 7! (g;divF)e + (f;rotF)g:

Notons que Ay restreinte a X2 X 2 est coercitive (c'est le produit scalairedans X 2).

On peut alors approcher la solution de (2.41)-(2.42) par leselemerts nis cortinus Py de Lagrange
composarne par composarte dans I'espacexg;R discretise. En pratique, on n'a pas besoin de
determiner un relevemert explicite e . Nous allons montrer dans la section 4.8 qu'on peut se
contenter de l'interpolation sur @ de la condition aux limites tangentielle au bord, et qu'on peut
ainsi seramener au calcul direct de E.

Etudions la regularite de B. Nous avons vu que lorsquef et g 2 L2(1), B 2 HY(!). On
voudrait retrouver le resultat de [52] pour la resolution du probleme magnretostatique, c'est-a-dire
B 2 H2 (1), 8 > 0.Pourcela,il faut que les donneesf et g soiert plus regulieres.On a le
resultat suivant :

Th eoreme 2.31 Supmwsonsque pour > Otel que2 1 >0 f,g2H?2 1 (I)ete2
H2 12 (1). AlorsB2H?2 (1).

Demonstra tion. OnaE = grad €, + rot € + e. Ce theoreme est donc un corollaire du
theoreme 2.20.

Remarque 2.32 Cette hypotheseest plus generale quecelle de M. Costalel et M. Daugedans [52]
et de C. Hazad et S. Lohrengeldans [68] qui supmsentquedivE = Oetrot E 2 H(!). De plus,
e = 0 dans les travaux sus-mentionres.

2.4.3 Simplication du calcul de

Dans ce paragraphe,on consicere le casou ! ne presettie qu'un seul coin rentrant. Nous allons
montrer qu'on peut simpli er le calcul de gracea I'hypotheseque e s'annule au voisinagedu coin
rentrant. Montrons d'abord le theoreme suivant :

Th eoreme 2.33 Supmwsonsquef, g 2 L?(!) ete 2 V01=2(@)_ Le champ electrique solution de
(2.1)-(2.3) se demmpose alors de la facon suivante :

1
E=ER+ = (g;sp)o+ (f;sn)o+ < € sy >nno xF ave ER 2 HY(1); (2.44)

ouH designevolzz(@) et < :;: >4.4o estle crochet de dualite entre H et son dual H®
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Demonstra tion. On injecte (2.32) et (2.33) dansla decomposition de Helmholtz (2.11) en utili-
sart le lemme (2.27). On aalorsER = grad wp + rot wy 2 H(!).

Par identi cation desparties reguliereset singulieresde (2.44) et (2.37), on en deduit que lorsque
e?2 Volzz(@ ), ona:

1 1
= = (d”;sp)o+ (fF% sn)o = = (g;sp)o+ (fisn)o+ < €SN >Hno

On cherche a retrouver ce resultat dans le cadre de nos hypothesesde modelisation, c'est-a-dire
e 2 H¥?(@) s'annulant au voisinagedu coin rentrant. Cela revient donc a montrer le theoreme
suivant :

Th eoreme 2.34 Soit e 2 H¥2(@ ) s'annulant dans un voisinage du coin rentrant. Alors :
z
1
= (fisn)o+ (gisp)o+  esyd (2.45)

0

ou o designela partie de @ sur laquele e ne s'annule pas.

Ce theoreme est une gereralisation des resultats de [86], importante en pratique car la condition
imposeesur e correspond a notre modelisation.
Il s'agit donc de demortrer la proposition suivante :

Prop osition 2.35 Soit e 2 H™(@) s'annulant dans un voisinagedu coin rentrant. Il existe un

relevementregulierdee e 2 H(!), et tel qu'on ait la formule d'int egration suivante :
Z

(rote;sy)o (dive;sp)o = esy d : (2.46)

0

Pour cela, nous avons besoindes lemmes2.37 et 2.38 ci-dessous,dont les preuves sort detaillees
dansla section 14.3. Nous de nissons d'abord la portion de disque B de la facon suivante :

Denition 2.36 On apelle B- := 1 \ B(O;") : l'intersection de! avec la boule ouverte de centre
le coin rentrant et de rayon " > 0. Notons que:
n [ ho
B-= (r; )210:"[  0;—

Lemme 2.37 Soit" > 0. Soitu 2 H(B-), dont la trace sur @- s'annule au voisinage du coin
rentrant. Posons = r ~2u. Alorssionnote = (1 )=22]0;1=4ona 2 H¥* (B.).

La preuve de ce lemme reposesur deux theoremesd'injections cortinues, enon@sdans la thesede
G. Raugel [95] et danse livre de P. Grisvard [66].

Lemme 2.38 Soient o> 0et" > 0. Posons: H- = H1¥* o(B.). Alors on a:
8f 2HY; g2 H- imj<fig>nom j=0:

Nous avons besoinde plus de la propriete suivante, demortree par E. Garcia dans[63] (p. 87) :

Propri ete 2.39 On a lesrelations suivantes:

rot sy = grad sp;
rot sp grad sy :
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Nous allons maintenant demortrer la proposition 2.35.

Demonstra tion de la proposition 2.35. Soit" > 0 destine a tendre vers0. Soit! + = | nB-
(voir la gure 2.1). Posonsb: = @ -n@ . Notons que :
n i ho
b= (r; ):r="; 2 0;—
Comme e s'annule au voisinagedu coin rentrant, il existe"y > 0 tel que presquepour tout r "0

e(r;0) = e(r; =) = 0.0nappelle o lensenble formede @ , privedespoints de @ \ @3-, :

o="f(r; )2@ :r > "o0:

Fig. 2.1{ Decomposition du domaine! .

Montrons que:

Z Z
(rote;sn)o (dive;sp)o= esyd + .'.i,mo er cod ) er sin( ) d: (2.47)
0 : b
Z
Ecrivonslintegralesur! ainsi: (rote;sy)o (dive; sp)o = ,I,ilmo (rotesy d! + divesp) d!.
. ! "
Par integration par parties sur ! », on obtient :
Z Z Z
rotesy d! = e:rot sy d! + e syd ;
I I @ -
et: Z Z Z
divespd! = e:grad sp d! e spd :
Lo Lo @-
D'apresla propriete 2.39, on en deduit :
Z A Z Z
rot esy d! divespd! = e syd e spd:
L L @- @
Z Z
De plus, commespjg@ = 0O,0na: e spd = e spd .Dou:
@- b
Z VA Z
(rotesy d!l + divesp) d = e sy d e spd :
Lo @- b
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Lorsque" tend vers0, le terme de gauce admet pour limite  (rot e; sy)o (div e; sp)o. Il enest
donc de méme pour le terme de droite :

Z Z
(rote; sy)o (dive;sp)og = lim e syd e spd :
"0 @ b
ceque l'on peut ecrire sousla forme :
z z !
lim esyd + (e s € sp)d = (rote;sn)o (dive;sp)o: (2.48)
O @.nb b

Commesyjg. et g@. 2 L2(@+), et que e s'annule au voisinagedu coin rentrant, le premier
terme de gaude de (2.48) admet une limite egalea l'integralesur o :
Z Z

8" < "p; esyd = esyd :
@ - nbr 0
z

Par conequen, le secondterme de gaude de (2.48) : |I|i'mo (e sy € sp)d existe.
H b

Separonscette integrale en une partie singuliere et une partie reguliere :

Z Z Z
(e sy esp)d = er cof ) er sin( ) d + (e sy esp)d:
b b b
Montrons que la partie reguliere s'annule lorsque” ! 0. Pour cela, nousallons nousramenera une
integrale volumique. Tout d'abord, COMMeSsp ja0 = Bpja = O,ona:
VA Z
egpd = esgpd: (2.49)
b @
D'autre part, pourr < "g,e jpo =€ j5 = 0,dou:8" < ",
Z A
esyd = e syd: (2.50)
br @
En sommarn (2.49) et (2.50), et enintegrart par parties, on obtient alors :
Z Z
(e sy es)d = ((e:rot 8y rotesy) (e:grad sp + divesp)) d!:
b B
Z
Toutes les fonctions sousintegrale sort dansL ?(B-), d'ou (e sy es)d =0.
b

Nous avons donc obtenu (2.47). Nous allons maintenant montrer que la limite dans (2.47)
s'annule. Pour cela, nous allons nous ramener a une integrale volumique sur B-. Commesin( )
est nul sur les arétesdu coin rentrant A% et A , alors:

Z Z
er sin( )d = er sin( )d:
b .
De plus, pour la m&meraison que (2.50),ona: 8" < "y,
Z z

er cos( )d = er coy )d:
b @
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Soitty = r “2cof ), ettp =r “?sin( ). Posons = r ~Z2e. |l s'agit d'evaluer :
Z
( @ tn © tp)d: (2.51)
@u

D'apres[67] (p. 7, thm. 1.2.18),ty ettp 2 HS(!), pour tout stel quel =2>s.
Soit 92]0; (1  )=2[, de sorte ques = 1=2+ Oconvienne.
Onadoncty ettp 2 H¥2* °(1), clesta-dire tp jgs. ettnja 2 H (@)

D'apresle lemme 2.37,pour = (1 y=2>0, 2 H¥* (B), dou j@ 2 H (@)
Ainsi,  j@ €t I @ 2 L2(@B-). L'integrale (2.51) est bien posee.
Par densite de C! (B+) dansH¥2* (B-), on gereralise les formules de Green (1.11) et (1.12) aux
fonctionsu 2 H¥¥* (B.) etv2 H¥* (B.). D'ou:

Z
( : tn : tp)d = < rot ty; ZHO:H- <rot ;tN >HOH.
@..
< div ;tp >HoH. < gradtp; >HOH.;
ouH- = H¥* (B), et< :;: >uo.y. estle crochet de dualite ertre H- et sondual H?.

D'apresle lemme 2.38, cette integrale s'annule. On en deduit la proposition 2.35.

2.4.4 Le compl ement singulier orthogonal

Nous avons exhibe une decomposition non orthogonale du champ electrique E© en une partie
reguliere H! et une partie singuliere non H!. Cette decomposition n'est pas conforme dans X(E’
car aucune de cesparties n'est a composarte tangertielle nulle au bord. Cette decomposition ne
peut pas etre appliquee au casinstationnaire, il faut utiliser la methode du complemert singulier
orthogonal, ce qui fait I'objet de cette partie.

La methode du complemert singulier orthogonal (noteeMCSO) a ete largement developpee par
E. Garcia dans[63], a partir destravaux de F. Assouset al. [9, 8]. Elle reposesur la decomposition
conforme et orthogonalede X 2. An de determiner I'espaceX g; S, etudions W g et V.

Prop osition 2.40 On a lesisomorphismessuivants (voir la gure (2.2)) :

- L'operateur grad de nit un isomorphismede p dansW g,

- L'operateur rot de nit un isomorphismede y dansVg,

- L'operateur div de nit un isomorphismede W g dansL?(!),

- L'operateur rot de nit un isomorphismede V g dansL3(!).

W g etant muni de la norme L? de la divergene, V g etant muni de la norme L? du rotationnel ;
p et n etant munis de la norme L? du Laplacien, et L3(' ) etant muni de la norme L?, ces

isomorphismespreserventl'orthogonalite.

Demonstra tion. Voir le documert [6] ou l'article [8].

Lorsque! estconvexe, W g et Vg sort inclus dans H1(! ), mais ce n'est plus vrai lorsqu'il existe
un ou plusieurs coin(s) rentrant(s). Soit WR = We \ H(!) (resp.VE = Vg \ HI(!)) le sous-
espaceregulariee de W g (resp.Vg). WE (resp. VE) est ferme et strictement inclus dans W g
(resp.Vg). D'apresles propositions 2.8 et 2.40,ona R = divwRet R = rotVE, dou:
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grad N rot Ve
N\ » S N,

Fig. 2.2{ Isomorphismeserire espacegoterntiels et espacessectoriels.

Sp = (divW E)?, et Sy = (rot VE)?. Ce resultat nous permet de caracteriser les fonctions sin-
gulieresdeWEg et Vg :

? div

210
We=WRB ™ WS ouw=dv 'S etVeg = VE ™ VEouVE = rot 1sy:

On peut donc appliquer lesisomorphismesde la proposition 2.40aux espacesegulierset singuliers
(voir la gure 2.3). On endeduit : WE'®=grad 2'SetvE®=rot R'°

grad grad
B W g B W e
\ /ﬁv \ /jiv
R = divwWR >
rot rot
N VE N VE
\ rot \ /ot
R =rotVE SN

Fig. 2.3{ Isomorphismeserire espacegeguliers/singuliers.

Th eoreme 2.41 D'apresle theoreme 2.14, on etablit les estimations suivantes:
-8" > 0,u2 W2 appartient aH "(!), et nappartient pasaH (1); WB  H().

-8"> 0,u 2 VZ apmrtient aH "(!), et nappartient pasaH (!); VE  H(!).

Ce theoreme est un corollaire trivial du theoreme 2.14.
D'apresla decomposition (2.17), X(E’ sedecomposequarnt a lui de la facon suivante :

E E E
X2 = grad B rot R grad 3 rot R§:

. . ?
Comme grad § rot R XE'R, alors XE'S grad 3 rot 3. On remarque que

? .
grad 2 rot § estdedimension 2N .D'apresla -approche, X 2'S estde dimensionNg-. I

? . . .
existe donc un sous-espacelegrad S rot R dedimension N, compose de champs reguliers.

) Xcr
Ceci etant dit, on peut ecrire x 2 Xg's sousla forme : x = (ajgrad 'p.i + brot ' i),

i=1
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lesa; et b etant desreels.Lesa; et b ne sort pas quelconques,puisqu'il existe des combinaisons
lineaires qui sort regulieres. Ceci est precie dans le theoreme 2.43, pour lequel on a besoin du
lemme suivant :

Lemme 2.42 La matrice X 2 RNer Ne telle que: 8i;j X''J = 1l est symetrique de nie
positive.
Demonstra tion. PosonsX = Xp + Xy, avec XB.N = 4 - XD;N estla matrice des produits

scalairesdes fonctions de basede Sp.\ . Il est clair du‘elle est symetrique. Montrons que Xp est
de nie positive. Soit x2 RNer, On a:

) NCY XCI’ . Xcr Ncr
(Xp xjx) = Xp X X = (Sp;i;SD;j)o= XX ;
i=1 j=1 i=1 j=1 0 1
NCY XCF Ncr Xcr
= (Xispii:%sp;jlo= = @ xspii  Xsp;jA = ;
i=1 j=1 i=1 j=1 0
NCI’
= (x;X)o 0,avecx = X SD:i:

i=1

_____ + estune basede Sp, x 2 Sp estnul si et seulemen si 8i, x; = 0. Donc
8x 2 RNer | tel que>_< 6 0, (Xp xjx) > 0. On montre exactemen de la m&me facon que Xy est
de nie positive. D'ou, Xp, Xy et X sort symetriques de nies positives.

Th eoreme 2.43 On considere IesvecteursxiS = grad ' p:.j+rot' n:i,i 2 f1l;:; Ne g Alors
X 2'S estgenere par lesx® : X2'° = vect(x?).

Demonstra tion. Onremarqueque: div xiS = D:i = sD;i,etquerotxiS = N:i = SN:i-
On endeduit que8i 2 f1;::; Ngr g, x© 2 X satisfait :

ivxsS = iy |-
UE = o danel @52)
Montrons que pour tout i, xS 62X 2'F.
D'apresla -approche,ona: xiS = g + o By J ,0uR = grad'ep.i+ rot'ey:i 2 H(1) et
= (spisSpj)o= + (SNiiiSn:)o= - D{cjllj, au voisinagedu coin rentrant O;, x7 ' " xP avec

= (jisp ifi3 + Jisn 1i3)= 6 0, etdoncx® 62X ¥R,
Montrons que pour tout i, x5 2 (X 2'F)? 5
SoitxR 2 X ¥R Dapresla -approche, on peut decommserx® sousla forme: xR = e+ J- J R X,
our 2 HY(!) et : jR = ((sp;:j;divxR)o+ (sn:j;rotxR)g)=. Comme xR est regulier au
voisinage de chaque coin OJ , On en deduit que tous les jR sort nuls. Or, d'apres(2.52) on a que
pour tout j, ‘R = (x ) X )Xo = estnul. Ainsi, par construction, Iesx sont dansX0 S,
Montrons que la familles desx esF;hbre _ P p
Soit (@ )iz1ing 2 RN tel que ;ax® =0.Dou: ;ar+  a j I'D?J xP = 0.En
= 0.

seplacant une nouvelle fois au voisinagede chaque coin O;, on en deduit que 8j ; &
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Soita 2 RN« tel que: 8i a' = a'. Il s'agit de resoudrele systemelineaire: Xa = 0. Or X est
estlibre dansX 2'S. Comme son

----- cr

cardinal est la dimensionde X 2'°, elle genere X 2'°.

On deduit de la decomposition de X £ le resultat suivant :

Th eoreme 2.44 Le champelectrique E° se demmpose en une partie reguliere BO2 H 1(1) etune
partie singuliere dans X %S de la facon suivante :

NRer
EC = pO 4+ Gx> ou8i2fl::;Ngg;G 2 R: (2.53)
i=1

Notons que BO et les¢ satisfort les equations:

Nor

dive® +  ¢divx®
i=1
Nor

rot B + G rot x>
i=1

g dive dans! ; (2.54)

f rote dans! : (2.55)

Ainsi, le champ electrique E = E? + e sedecomposede la facon suivante :

NCT
E=8+ Gx>; (2.56)

aveck = B0 + e |
Soiert cet 2 RNe telsque:8i 2 f1;::; Nerg, (c)i = get( )i = .

Prop osition 2.45 Le probleme (2.54)-(2.55) est equivalent a la formulation variationnelle sui-
vante : Trouver B 2 X 2R et ¢ 2 RN« tels que:

Ao(B%; F)
Xc

Lo(F) Ao(e;F);8F 2 XZ'F; (2.57)
' (2.58)

. ?Xo .
Demonstra tion. Le probleme (2.54)-(2.55), pose dans X 2°® X %S est equivalert a la for-
mulation variationnelle suivante :

Trouver B 2 X 2R etc 2 RN« tels que:

Ner _
Ao(BO F) +  cAo(x;F) = Lo(F) Ao(eiF);  8F2Xg™
i=1

NCT
Ao(BO;x3) +  GA(XxP:xT) = Lo(x®)  Ao(e;x7); 8j 2 f1;:; Nerg:
i=1
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Par orthogonalite dans X 2, ona: 8F 2 X% et 8, Ag(xS; F) = 0; et 8] Ag(R%; x5) = 0.

D'apres(2.52) ona: 8, Lo(x7) Ao(e; x?) = (g diveidivx®)o+ (f roterotx?)o= ';
et8i;j,Ao(x?;x?) = ( p'+ ') Ensimpliant par , on obtient alorsle systeme(2.57)-
(2.58).

Une fois que I'on a calcule BO et lesg;, il faut construire la basede X g;s, constitueedesx?® qui ne
sort connus explicitement qu'en partie. Notons que pour tout i :

NCI’ o
= R + ' x7" avecr; = grad'ep + rot 'ey 2 HY(!):

j=1
Pour conndtre completemern les xis, il faut approcher leurs parties regulieres, les gj. Cela peut
se faire par derivation despotentiels ' p.; et ' n i, ou par la -approche. Comme les ij sort a
rotationnel et divergencenuls, on remarqueque: 8i 2 f 1;:::; N¢ g,

dive; = sp.; dans! ; (2.59)

rote; = sy dans! ; (2.60)
NCI’ L

Ri@ j@ = "Il @ sur@ : (2.61)

j=1
Posons: B = BY + e, ou r? 2 X%R et g estun relevemert regulier de la condition aux limites
K
tangertielle B P

7 je - B satisfait :
=1

dive? = sp.; dive dans! ; (2.62)
rotRY = sy.; rote dans! : (2.63)

Prop osition 2.46 Pour tout i, le probleme (2.59)-(2.61) est equivalenta la formulation varia-
tionnelle : Trouver 8?2 X 2'F tel que:

8F 2 XYR  Ao(RY;F) = A o(e;F): (2.64)

Demonstra tion. La preuve est similaire a la preuve de la proposition 2.45.

Prop osition 2.47 La -approche et la MCSO donnent tout calcul fait le mémeresultat :

Xcr
O+ ¢ e¥=EC
i=1

Demonstra tion. L'addition desformulations variationnelles (2.57) et (2.64) donne:

! !
8E 2X0;R A EO + Xcr 0. — Xcr At
e Ao GR ;F = Lo(F) Ao e+ ce;F
i=1 i=1
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= P P .. . P b .
Or:(e+ ;ce): j@g = € iGo F')ij: i@ = € ipiG X1 j@. D'ou en
utilisant la relation (2.58), on obtient : (e+ ;ce): j@ = € j ijp: i@ = € ja-

Ainsi B0 + . G BY, qui appartient aX(E’;R est solution de la formulation variationnelle (2.43).

Notons que cette decomposition permet un calcul optimal de X, la matrice d'interaction ertre
les fonctions de basesingulieres. L'interét de cette approche est qu'elle permet de consener I'or-
thogonalite lorsqu'on discretise la formulation variationnelle.

2.4.5 Autres decomp ositions conformes

Dans [69], les auteurs proposen deux decompositions conformesde X (E’ :
La premiere decomposition proposee est non-orthogonale, et consistea ecrire :

X2 = XgR grad S,ou:S = vectf ;' .;0;

j etant une fonction de troncature (voir la de nition 1.1) telle que ;' §.; 2 H3(! )nH?(!) et
( ;' B;j ) = 0 dansun voisinagedu coin rentrant O; .
Le champ electrique E° se decomposealors de la facon suivante :

0_ gO0;R Ner _ P 0;R 0:R .
E"=E + aigrad ( ;' p.) avecE 2 Xg'
i=1

Onagrad ( j'f.;) = x auvoisinagedu coinrentrant O;. Soita 2 RN tel que: 8i, (a)i = &.
Posons8i,vi = ( ' p:i)-

Prop osition 2.48 Le probleme(2.6)-(2.7) estequivalenta la formulation variationnelle suivante:
Trouver EOR 2 X ¥R eta 2 RN tels que:

Ner
Ao(E%R:F)+  a(vi;divF)o = Lo(F) Aq(e;F); 8F 2 XZF;
i=1

NRer
(divE®R;vi)o+ @ (vi;vi)o= (9;Vvi)o (dive;vj)o; 8j 2 f1;::; N g:
i=1

Demonstra tion. Reprendrela demonstration de la proposition 2.45, en utilisant (1.4).

Commela decomposition estnon orthogonale, notons qu'il existe un couplageertre parties reguliere
et singuliere. Dans cette methode, on a besoinde conndtre seulememlesv; = ( ;' p:j) pour cal-
culer la partie reguliere du champ electrique E°'R et lescoe cien ts de singularite a;. L'inconveniert
de cette methode est quelorsqu'on discretise la formulation variationnelle, il faut approcher la fonc-
tion de troncature, qui varie ertre zero et un, et dont les deriveessecondespeuvent prendre des
valeurstreselevees.

La secondedecompposition proposee est orthogonale, et consistea ecrire : X g;s sousla forme :
XS = vectf xHL g, ou 8i 2 f1;::;Nerg, xHL esttel que: xHL = ML + xP, avecelt 2 H1(!).
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La partie reguliere du champ electrique est bien sir la méme que pour la MCSO et le champ
electrique E® sedecompmsede la facon suivante :

EC=BO+  pxMt:
Soit b 2 RN« tel que: 8i, b' = b.

Prop osition 2.49 Le probleme(2.6)-(2.7) estequivalenta la formulation variationnelle suivante:
Trouver B9 2 X 2R etb 2 RN tels que:

Ao(B% F) = Lo(F) Ao(e;F);8F 2 XZF;

XuL b HL

ave Xy 2 RNer Ner telle que:
8i;j 2 f1;:5 Nerg; Xy = (xP'H XjHL)xg =
et: . -
8i 2 f1;u;Neg; h = L= (& divxthy + (F%; rotxHbt)y = -

Pour approcher leshy, il faut auparavant calculerlesel . Lesauteursresohert le problemesuivant :
8i, trouver et 2 H(!) tel que:
HL . - n- 0;R.
Ao(rMLF) = 0; 8F 2 Xg';
HL . — P . .
B e = Xt je-
Ainsi, numeriguemen, l'orthogonalit e discrete est consenee. Notons que le calcul descoe cien ts
de singularite ¢; que nous proposonspour la MCSO est plus precis. En e et, nous utilisons le fait
quedivx?® = sp.j et rot x© = sy .j pour calculer X et : il n'est pas necessairede conndtre les
Eis. Au cortraire, dans[68], Xy et 1L ne peuvert tre obtenus qu'apresavoir calculer les gf't,
et les avoir derives. Pour ameliorer le calcul de Xy et ., il faut donc conndtre les rot xiH L et
divxHt directemert. Soiert ( ') )ij 2f 1. Ng g 1€S Coe cien ts de la matrice inversede X : 8i; j,

.....

Bl = (X )", On ala proposition suivante :
Prop osition 2.50 8i 2 f 1;::; Ner g, x 't 2 X2 satisfait le probleme suivant :

Ncr

div xHL " sp ., dans! ;
(2.65)

" gy.j, dans! :

rot xHt

Demonstra tion. Soiti 2 f 1;:::; Ng g. Comme xiHL 2 Xg;s, on peut le decomposer dans la
basedesxjS de la facon suivante :

Mer o
xHL = gHL + xP = ';ijs,ou8j; 2 R;
j=1
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desorte quex!'t satisfassdesequations(2.65). Determinonsles ‘). En identi an t partie reguliere
et partie singuliere, on obtient que: 0 1
Xcr . Ncr . Xcr e Xcr Xcr e
L = "R, et xf = H) kP = @ HORKAxP:
j=1 j=1 k=1 k=1 j=1
. . . - - - . . Xcr 11 i
A n de satisfaire I'egalite sur les parties singulieres,on doit avoir : 8Kk, Bigke = ik -
L R A
Soit Xy 2 RNer Ner Ja matrice descoe cients ' @ 8i;j, Xyl = '*l. Il s'agit alors de resoudre
le systeme lineaire : Xy X = Iy, , OU Iy, estla matrice identite de RNer Ner . Comme X est

inversible, il existe une unique solution telle que: Xy, = X 1.

Dans [63], E. Garcia proposeles deux decompositions conformesnon-orthogonales.
Posons8i, xN =rot ' y.jetxP = grad ' p.;.
8i, xP 2 X2 esttel que: divxP = sp ., etrotxP = 0; et xN 2 X esttel que: divxN = 0, et
rot xN = sy ;.
La premiere decomposition est la suivante : X2 = X2'®  vectf xP g. Le champ electrique E°

s'ecrit alors ainsi :
NKor
EO=E®D +  aPxP avecE®P 2 X2R:
i=1
On a alors la proposition suivante :

Prop osition 2.51 Le probleme(2.6)-(2.7) estequivalenta la formulation variationnelle suivante:
_ Kor 5 _ o-R
Ao(E%PF) + a’ (sp:i;divF)o = Lo(F) Ao(e;F); 8F 2 Xg'™;
i=1

Ner . .
(divE® P ;sp.j)o + a 5= L 8j 2 f1;::; N g:
i=1
La demonstration est similaire a celle de la proposition 2.4.5.
La secondedecomposition est la suivante : X2 = X 2R vectf xN g. Le champ electrique E°
s'ecrit alors ainsi

NCY
EC= EON +  aNxN avecE®N 2 xR
i=1
On a alors la proposition suivante :

Prop osition 2.52 Le probleme(2.6)-(2.7) estequivalenta la formulation variationnelle suivante:

Ner _
Ao(EGN;F)+  alN(sn.i;rotF)o = Lo(F) Ao(e;F); 8F 2 Xg'%;

(rotEON sy )o+ &' V= 1 8j 2 f1;:; Ner g
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La demonstration est similaire a celle de la proposition 2.4.5.
Apresavoir obtenu EOP (resp:E®N), la calcul desparties regulieresdesxP (resp:xN) sefait
numeriquemert par derivation des potentiels assaies'ep :; (resp:‘ey :i). Lesfonctions de basede
D :N Sort obtenuespar la methode Dirichlet-Neumann. On ameliore I'approximation obtenue en
utilisant une projection L?, ce qui est moins precis que I'approche que nous proposonsdans la
proposition 2.46.

2.4.6 Regularit e dans les espaces singuliers conformes

Rer
Etudions la regularite de RO + G Eio = BO. Le theoreme suivant sededuit directement du
i=1
theoreme2.31:

Th eoreme 2.53 Suppsons que pour > 0, tel que 2 1 >0 f,g2 HZ 1 (1), et
Rer

e2H2 22 (1) AlorsB®+ e’ 2 HZ ().
i=1

Cependart B et lese? ne sort pastoujours individuellement dansH2 (! ). En eet :

Th eoreme 2.54 Soiti 2 f1;:::; N¢g. Lorsque 2=3, g2 2 H2 (!), maislorsque > 2=3,
g 62H2  (1).

Demonstra tion. D'apres[67] (p. 7, thm. 1.2.18),lessp:; et sy :; appartiennert a H?! M),
pour tout > Otel quel > 0.0r,onalinclusion H* (1) H? 1 (1) sietseulemen
Si:

1 2 1 () 2=3:

Ainsi, lorsque les coins rentrants sort d'angles plus petits que 3 =2, les g? et BO ne sont pas
individuellement dansH? (! ). Cependart, il y a compensation des parties moins regulieresdes
g et de BO. Nous verrons gue numeriguemen, dans le cas statique, la methode du complemen
singulier orthogonale donne les m&émesresultats que la -approche, quelquessoiert les anglesdes
coinsrentrants.

Est-il possiblede construire une base singuliere conforme dans X(E’ qui soit dansH?2 (1)?
Consideronsle casd'un unique coin rentrant. Soiert w® et vS dans X ¢ tels que :

8 8
< divw® = sp dans! ; < divvS = 0 dans! :
et (2.66)
rotwS = 0 dans! ; " rotvS = sy dans!

wS engendreW 2 et vS engendreV 2. D'apresF. Assouset al. [9], on a localemert :

0 n 1
0 1 ——sin(n
X sin(n ) X 4n + 4 ( )
vS=  Bpr" 1@ A + Apr" +1%
n o1 cos(n ) no1 n +2 on
4n + 4 ( )

La sommesurles(Bp)n 1 estupe solution homogenede (2.66), et par construction, les(An)n 1

sort localemert telsque:sy = |, ;Anr" cos(n ), avecA =1,
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Commev® = e + yx",avece2 H(!),ona:B; = n . Decomposonse ainsi :
0 _ 1

—  sin

4 + 4 ( )

e-e, +e avec:e = rt % §:
+

coS

4 + 4 ( )

Le terme le plus singulier de @, estenr? 1, ainsi on a toujours @, 2 H? (!). En revance,
lorsque > 2=3,e 62H2 ().

Pour determiner wS, on part de la formule de represettation sp =, ;Anr" sin(n ), avec
A 1= 1.Onsatque:wS =w + pxP, avec 2 Hl(I ) Une solutlonfartlcullere du second

4n sm(n )
systeme d'equations de (2.66) est : rn % §
n ——— cos(n
o an + 2 °os( )
Ainsi, localemen, on a:
1
0o 1 n .
X sin(n ) X TR 4sm(n )
wS = B,r" 1@ A + Anr””% §;
n 1 cos(n ) no1 n cos(n
4n + 4 ( )
avecB; = p. D'ou:
0 1
sin
w=-w, +\W aec:w = r
——— COS
4 + 4 ( )

Le terme le plus singulier de w, estenr? 1 ainsiw, 2 H2 (1) 8 > 0, et pour > 2=3,
w 62H2 (1). D'apres[67] (thm. 1.2.18),ona:w 2 H?  (!), d'ou:

8 2=3; 8 > 0j2 1>0; e;w 2 H? (1);
8 > 2=3: 8 >0j1 >0; e;w 2 H? (1):

Soit x 2 X2nX 2R tel que: x = wS + a vS, a 2 R. On souhaite determiner a de sorte que
x 2 H? (). Pour cela, il faut eliminer le terme enr! | c'est-a-dire choisir a tel que:

+ 2
a — = 0;
% 4 + 4
+ 2
§ a— = 0:
4 + 4 4 + 4
Le systeme est compatible si et seulemem si = 1, ce qui cortredit < 1 qui estIl'hypothesede

depart pour le casd'un coin rentrant. Ainsi, lorsque > 2=3, il estimpossiblede creer une base
de X 2nX E'R dont la partie reguliere soit dansH? (! ). On ale corollaire immediat suivant :

Corollaire  2.55 Soiti 2 f1;:::;N¢rg. Alors B 2 H? O .
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2.4.7 Conclusions sur la methode du compl ement singulier

La -approche est une nouvelle methode de decomposition de X & non-conforme, et dont I'ori-
ginalite par rapport au travail de C. Hazard et S. Lohrengel [68] reposesur le fait qu'on ne requiert
pas de fonction de troncature. Celle-ci est remplacee par une condition aux limites non-homogene.
L'interét dela -approche pour la MCSO, qui estincontournable si on veut traiter le casinstation-
naire, est qu'elle permet de calculer une meilleure approximation desxiS gue l'approximation par
derivation despotertiels.

Pour les problemesquasi-statiques,la -approche et la MCSO sort identiques. Elles donnent
des resultats numeriques competitifs en terme de precision (voir le chapitre 6), et se generalisert
au casde pointes coniquesa basereguliere [63]. Dans les domainestridimensionnels generaux, les
singularites electromagretiques sort di cilemen t discretisables, les singularites de coin et d'aréte
etant lieesentre elles[52]. Neanmoins,dans le casd'un ouvert prismatique [42], ainsi que dans le
casd'un domaine axisymetrique [76], on peut adapter cesmethodesen utilisant une decomposition
en serie de Fourier (voir la section 8.6).

Dans le casdependart du temps, on n'a plus les mémesresultats de r@gularite pour la MCSO,
car on ne sait pas si les parties de regularite H 1 (') de E® et de ¢ B> se compensert.
Cependart, pour ameliorer la precision, on peut faire les calculs en exprimant explicitemert les
termesenr?!

2.5 Champ electrique 2D : la regularisation a poids

Dans cette section, nous preseitons essetiellement les resultats obtenus par M. Costabel et M.
Dauge dans [53] dans le cas harmonique. Nous avons vu que lorsque! est non corvexe, I'espace
X2\ HI(!) estferme et strictement inclus dans X 2, ce qui implique que la solution du probleme
discretise par les elemens nis de Lagrange Py dans I‘espaceX(E’ ne corverge pas vers la bonne
solution. D'autre part, dansl'espaceX g, la condition aux limites tangentielle est naturelle, mais
pas essetielle, ce qui limite en pratique la vitessede convergencede la solution discretisee. L'id ee
estde determiner un espacdantermediaire X , danslequella condition aux limites tangertielle estes-
sertielle, ettel queX \ H1(!) soit densedansX (an d'obtenir la corvergencedeselemeris nis de
Galerkin dansX). On s'interesseaux espaceX delaforme: X = fu 2 Hg(rot;!) : divu 2 Vg.
La forme bilin eaire ass@iee a cet espacepour la resolution de (2.6)-(2.7) est la suivante :

Ax : X X I R

(E;F) 7' (divE;divF)y + (rotE; rotF)g;

ou (:;:)v estle produit scalairedansV.
La formulation variationnelle de (2.1)-(2.3) dans X s'ecrit (FVX) : Trouver EC 2 X tel que:

8F 2 X:Ax(E% F) = (¢ divF)y + (f%; rot F)o:

Nous voulons determiner les espacesV tels que:
- il existe une solution unique a (FVX), qui soit equivalente a (2.1)-(2.3);
-X \ H(!) soit densedans X .

2.5.1 Condition pour obtenir la coercivit e

Pour appliquer le theoremede Lax-Milgram a (FVX), il faut rendre A x coercitive sur X . D'une
part, V doit etre un espacede type L?. D'autre part, comme les elemerts de Hg(rot ;! ) sort a
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divergencedansH 1(!), on cherche V H 1(1). Pour desraisons pratiques, on limite le choix

aux espacesa poidsde la forme: V. = u2 LZ.(') :wu 2 L3(!) ,ouw 2 C! (I;R") est
borne dans! . A priori V cortient L2(!) : L?(") V H 1(!). Le produit scalaire dansV
s'ecrit : 7 7 1=

(u:v)o =  w?uvd!, et la norme correspondarte est: jj ujjy = w? u?d!

Prop osition 2.56 Lorsquel'injection de X dansL?(! ) estcompacte, la norme du graphedans X
est equivalentea la semi-norme. La norme dans X est alors de nie ainsi :

L .. .. - . 1=2
jujix = jirotuji§ + jidivuji§ T (2.67)
Demonstra tion. On procedepar I'absurde. Soit (un, ), une suite de X telle que: jun jrot:aiv ! O
et jjupjjo = 1, c'est-a-dire :
divu, ! OdansV;
rotu, ! OdansL?:

La suite (un )n etant borneedans X, et l'injection de X dansL?(! ) etant compacte,il existe une
sous-suite,encorenotee(u, ), de X qui corvergedansL?(! ). Soit u salimite. On ala corvergence
forte de (un )n versu dans L?(!) a causede l'injection compacte.On en deduit que jjujjo = 1.
En utilisant les formules d'integration par parties classiques/es conditions aux limites homogenes
et par passagea la limite et unicite de c;lle—ci, ona:

Z
i . . = : | = i . |
< divu; >pop !u.gzrad d! n!Ilrpl !un.grad d!
= lim divu, d' =0;8 2D(!);
zn'+1 z
< rotu; >pop = u:rot d' = Ilim Up:rot d!
' | 7 nl +1
= i I = 0" 1)-
n!Ilrpl | rot u, d =0;8 2D(!):

Ainsi, rotu = Oetdivu = 0dansX. D'apres[65], la trace tangentielle est cortinue dansH (rot ;! ).

Commeu,: ;@ = 0,onendeduit que:u: ;@ = 0.Ainsi, u 2 Ho(rot 0:1), et donc d'apresla

proposition 1.3, il existe un unique 2 H(!) tel quegrad = u. Comme = divu = 0, alors
= 0, et doncjj ujjo = 0, ce qui cortredit I'hypothesede depart.

En pratique, celapermet d'obtenir la coercivite de la forme bilin eaire A x , qui est alors le produit
scalaire dans X . Determinons V tel que l'injection de X dans L?(!) soit compacte. Pour cela,
consiceronsla decomposition de Helmholtz suivante :

?
Lemme 2.57 On peut decomposer X sousla forme: X = Vg W, ou:

W =fu:=gradu,u2 vygave yv = u2Hi!): u2v ;
ce qui s'ecrit aussi: W = u 2 Ho(rot%!) : divu 2 V .

Demonstra tion. Cette decomposition correspond a la decomposition de Helmholtz (2.17) de
X2 : consiceronsF 2 X.Alors F = Fy + Fp, ou:

-Fn = rot y, N satisfaisart (2.16), avecla donneerot F 2 L3(!);

-Fp = grad p, p satisfaisar : Trouver p 2 H%(! ) tel que: p = divF dansV.

L'injection de Vg dansL?(!) estcompacte[8]. Commert obtenir I'injection compactede W dans
L2(! ) ? Montrons les proprietes suivantes :
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Prop osition 2.58 Si l'injection de V dans H (! ) est compacte, alors l'inje ction de W dans
L2(1) I'est aussi.

Demonstra tion. CommeV H (1), alors v H1(1), dou W L2(1).

Des propositions 2.56 et 2.58, on deduit le theoreme suivant :

Th eoreme 2.59 Si linjection deV dansH (! ) estcompacte, alors (2.6)-(2.7) estequivalenta
(FVX).

Demonstra tion. D'apresla proposition 2.58, l'injection compactede V dansH (! ) permet
d'obtenir linjection compacte de W dans L?(! ), et donc d'apres la proposition 2.56, Ay est
coercitive. L'equivalence entre le systeme d'equations (2.6)-(2.7) et la formulation variationnelle
(FVX) semontre de la mémefacon que la proposition 2.23 et necessitda decomposition du lemme
2.57.

En conclusion,a n d'obtenir I'equivalenceertre la norme du graphe et la semi-norme(2.67) dans
X, et donc la coercivite de Ay, on cherche V tel que l'injection deV dansH *(!) soit compacte.
Nous allons maintenant voir sousquellesconditions sur V I'espaceX \ H(! ) estdensedans X .

2.5.2 Condition pour obtenir la densit e des elements nis

Nous avons vu gu'il existe une decomposition de Helmholtz de X. On peut aussi decomposer
les elemerts de X en une partie H '-reguliere et une partie qui n'est pasH .

Th eoreme 2.60 On a la decomposition suivante :

X = x2R w:=X2R grad v:
Demonstra tion. Soitu 2 X. D'apresle lemme 2.57,il existe , 2 vy etv 2 Vg tels que:
u= v + grad . Dapres[18], commev 2 Vg, il existe ug 2 XE'R et v 2 p telsque:

V=upg+grad ,.Or p v.Enposan = ,+ ,onadonc:

u=ug+ grad ,avecug2 X2Ret 2 v soit:grad 2 W :

Pour avoir la densite desfonctions regulieresdans X , on cherche a avoir X 2/ densedans X . Pour
cela,d'apresla decomposition du theoreme 2.60, il nous faut la densite de X g; R dansW . Ceci est
possiblesi v\ H?(!') estdense y.Notonsque: v\ H?(!)= B:=f 2 H?!)j ;@ = 0g.
Plus precisemeh on a le theoreme fondamertal suivant qui est un corollaire de la decomposition
du theoreme 2.60:

Th eoreme 2.61
1) Si B estdensedans v pour la norme du graphe, alors X(E"R estdensedans X .

2) S estferme dans v si et seulementsi XE;R est ferme dans X .

3) v R si et seulementsi X = X 2%,
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Dans le secondcas, bien sor si B estdi erert de v, on ne peut pas approcher la solution de
(FVX) par les elemerts nis, car on ne capte pas la partie singuliere du champ. Le dernier cas
correspond a un domaine ! corvexe,car v \ H?(!) = , il n'y a pas de singularite. Nous
sommesinteresgspar le premier cas.On selimite aux poidsdelaformew = r ,ou > Oetlon
pose: V = VO deni par (1.8). VO peut sede nir ausside la facon suivante :

VOl= wu2DY):u2L?(n)etr u2 L%y ;

ou ! ¢ estun voisinagedonne du coin rentrant inclus dans! . On ecrira le produit scalairedansV ©

ainsi : Z

8u;v2 VP (v;u) = r?uvd (2.68)

!
Lorsque > 1, la condition VO H (1) n'est plus respectee. La valeur limite de estdonc 1.
Soit X2 . l'espacevectoriel suivant : X2. = u 2 Hyo(rot;!) : divu 2 V°

Considerons = f 2 H() : 2 V0g Dapresle theoreme2.60,X2. = X2F w |
ouW = grad
PosonsXg:. = fu2H(rot ;!) :divu 2 VO;u 2 L?(@)g. On appeleraA la forme bilin eaire
suivante :

(E;F) 7! (divE;divF)g. + (rotE;rotF)o:

A restreinteaX2. X2. estcoercitive, a condition qu'on obtienne ' equivalenceertre la norme
du graphe et la semi-normedans X (E’. . A denit alorsle produit scalairedans X (E’. .

2.5.3 Choix du poids

Prop osition 2.62 L'inje ction deV® dansH (! ) estcompacte si et seulementsi < 1.

D'apresle theoreme 2.59, cette premiere condition sur entra™e la coercivite de A . Notons que

lorsque = 1, Xg; ' Ho(rot ;!). Or linjection de Hg(rot ;! ) dansL?(! ) n'est pas compacte.
Concernart la condition sur pour avoir la densite de R dans , interessons-nouswu resultat
suivant :

Prop osition 2.63 Quel que soit , les fonctions C* (1) a trace nulle sur @ sont densesdans
V2\ H).

Le theoreme fondamertal suivant nous donnelesvaleursde telles que V2.

Th eoreme 2.64 Pour tout tel que: 1 < 1, 'operateur  est un isomorphisme de
V2\ HE(!') dansVO. De plus, H?(! )\ H}(!) estdensedans

Lorsque verie l'encadremeri du theoreme,pour tout u 2 VO, il existe donc une unique solution
dansV2\ H}(!) au probleme:

Trouver 2 Hg(!) tel que = udans! :

D'apres la proposition 2.63, on obtient ainsi la densite des fonctions regulieresdans , et par
conequen, la densitede X2. \ H(!) dansXQ. .
Le poids doit donc verier :
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Remarque 2.65 Lesexperiencesnumeriquescon rment le fait quelorsque 1 ,onnecapte
plus les singularites du champ electrique.

Prop osition 2.66 Le probleme(2.6)-(2.7) estequivalenta la formulation variationnelle suivante:
Trouver E9 2 X2 . tel que:

BF2X2. ;A (E%F)=L (F) A (e;F); (2.69)
ou L estla forme lineaire suivante:
L :x2. ' R
F 7! (g;divF)o + (f;rotF)o:

On remarque que cette formulation variationnelle est similaire a (2.43), au produit scalairede la
divergencepres. Ainsi, la discretisation de (2.69) et celle de (2.43) serort analogues.

En pratique, la corvergencedeselemeris nis estd'autant meilleure que estproche de 1, mais
la norme sur la divergenceest moins bonne. On choisira donc ' 0:95 dans les tests numeriques.

Remarques 2.67 Cette methale consiste a relaxer la condition sur la divergene, ce qui permet
de contrer les singularites du champ electrique, de type grad ' 3, qui derivent des singularites
primales du Laplacien. Elle setransppse aisement au probleme tridimensionnel. D'apres M. Dauge
(communication privee), la methale a poids peut s'appliquer au probleme quasi-magretostatique.

2.5.4 Cas ou il existe plusieurs coins rentran ts

Lorsqu'il existe plusieurs coins rentrants, on consicere I'espaceV? ou est le multi-indice
f 1;75 N O tel que:

Nor
VO=fu2Lli(l):8i2f1;u5Ngg; r'u2Ll?()g (2.70)
i=1
Le produit scalaire assaie s'ecrit ainsi :
Z No
8u;v2 V% (u;v) = rZiuvd!
Yz
En pratique, chaque ; doit etre tel que: 1 i< i <1

2.6 Milieux inhomog enes

Les methodesde resolution que nous avons presere concernett les milieux homogenes.Que se
passet-il si" varie? Posons:

H(div";!)
XEg

fu2 L?(!) : div("E) 2 L?(!)g, et
fu2H(ot ;1)\ H(div";!) : u 2 L%(@)g:
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Supposonsque" soit constarte par morceaux: ! estcompos deJ sous-domaines i;:::;! 5 telsque
"(x) ="; > Odans! ;. Silesinterfacespreseitent descoinsrentrants, le champ electromagretique
est singulier au voisinage de ces points singuliers. Dans [55], M. Costabel et al. font I'etude de
cessingularites. Notons en particulier que la partie reguliere du champ peut &tre beaucoupmoins
reguliere que dansle cashomogene, mémeavec desdonneestr esregulieres.D'apresS. Lohrengel et
S. Nicaise[79], siJ < 3, leschampsregulierspar morceauxsort densesdans X g.». Ce resultat per-
met de generaliser la methode avec conditions aux limites naturelles et la methode du complemert
singulier a certains milieux composites. Pour la discretisation, detaillee par F. Assouset al. dans
[11], il faut ajouter desconditions de saut a l'interface du domaine.Lesvaleursdu champ electrique
sort alors doubleesaux noeudsde l'in terface.

2.7 Conclusion

Nous avons preserte cing methodes de resolution de (2.1)-(2.3) :

M etho de des potentiels : Calcul indirect du champ electrique, par derivation despoterntiels.
C. L. naturellesg = grad p +rot y.
C.L. essetiellesE o= grad & +rot { +e.

M etho de avec C. L. naturelles : Calcul du champ electrique E h5t, dans X g.

-appro che : Calcul du champ eIectriqueransX E;R vect(x").

C.L. essetielles,E = E%+e + ., xP.

R ?
MCSO : Calcul du champ electrique, darbsx g' R vect(x>).
C. L. essetielles, E» = BO+ e+ ¢x5.

M etho de a poids : Calcul du champ electrique, dans X %; .
C. L. essetielles, E = E? + e depend du poids choisi.

La metho de des potentiel consistea deriver le champ electrique a partir des potertiels de la
decomposition de Helmholtz, calculespar leselemerts nis de Lagrangecortinus Py. Cette methode
est la plus ancienne.Le champ ainsi approche etant Py ; discortinu composarte par composarte,
cette methode est moins preciseque les trois autres methodes, pour lesquelson calcule directe-
mert le champ electrique. Cette methode sert de referencepour veri er les methodesdirectes. La
discretisation de cette methode fait I'objet de la section4.3.

La metho de avec conditions aux limites naturelles estla plus simple a mettre en oeuvre
et setransposeaisemert au problemetridimensionnel, mais elle manque de precisionquart a l'ap-
proximation de la condition aux limites de conducteur parfait. La discretisation de cette methode
fait I'objet de la section 4.6.

La -appro che donne d'excellerts resultats numeriques, mais elle ne se gereralise pas a tous
les problemestrimensionnels, et ne s'applique pas au casinstationnaire. La discretisation de cette
methode fait I'objet de la section4.8.

La MCSO estequivalerte ala -approche dansle casquasi-electrostatique, et s'applique au cas
instationnaire. Nous avons montre commen utiliser la -approche pour obtenir une approximation
plus precisedu complemen singulier orthogonal que les approximations proposesdans|[9, 63, 68].
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Cette methode promet desresultats competitifs en terme de precisiondans le casprismatique. La
discretisation de cette methode fait I'objet de la section 4.9.
Pour programmer ces deux methodes, il faut approcher les singularites du Laplacien, ce qui

complexi e la programmation. La discretisation de cescalculs est detaillee dansla section 4.4

La metho de a poids estla methode qui serapprochele plus deselemerts nis d'arétes(rappelons
quepour =1, xg; = Ho(rot ;!)). Cette methode donne d'excellerts resultats numeriques,mais
dans une norme plus faible que la norme de X(E’. Notons qu'elle a l'avantage d'étre facilemert
gereralisable au probleme tridimensionnel, et qu'elle se programme aisemen. La discretisation de
cette methode fait I'objet de la section4.10.
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Chapitre 3

Le probl eme statique 2D mixte
contin u

Lorsqu'on veut resoudrele problemedependart du temps,on doit consener larelation @ + divd = O.
Apresdiscretisation, cette propriete n'est plus exactemen veri ee,notammert lorsquela densite de
charge etlevecteurdensitedecourant J sort creespar desparticules chargees(@ , + divJy 6 0).
A n d'avoir un meilleur cortrdle de la divergenceau sensL(2 )() (consenation de la charge), on
ajoute donc commeinconnue au problemeun multiplicateur de Lagrangesur la divergence.
Nousrappelonsa la section17.1dela partie IV lesespacedonctionnelsdesdi erertes methodes
et lesformesbilin eairesassaiees.

3.1 Rapp el sur les multiplicateurs de Lagrange

Ca rappel s'applique aussi bien au probleme tridimensionnel qu'au probleme bidimensionnel.
Dans la perspective de traiter le probleme dependart du temps, nous allons intro duire un mul-
tiplicateur de Lagrange sur la divergencede E dans la formulation variationnelle du probleme
(2.1)-(2.3).

La condition divE = g est alors additionnellemert prise en compte comme une cortrainte.
X designeral'un desespacestudies X g, XE;R ou X%; . Q designeral'espacedu multiplicateur
de Lagrange, c'est-a-dire L%(! ) pour les espacesX ¢ et X 2R, et L2(1') pour l'espaceX 2. . Ces
espacessort de nis dans la section 1.3.2 et dans le paragraphe 1.4. On consicere la formulation
variationnelle mixte suivante :

Trouver (E; p) 2 X Q solution de:

A(E;F) + B(F;p) L(F) 8F 2 X;
B(E;Qq) G(gq) 892 Q;
ou A est la forme bilin eaire coercitive ass@ieea X, L la forme lineaire assaiee a la formulation
variationnelle de (2.1)-(2.3) dans X.
B estla forme bilin eaire cortin ue suivante :
B:X Q! R
(F;aq) 70 (divF;d)o;

(3.1)

(3.2)

et G estla forme lineairetelle que :

G:Q ! R
g 7" (9;9)0:

85
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D'apres[12] et [28], le problemeest bien pose si la condition inf-sup suivante est satisfaite :
Propri ete 3.1 Il existeune constante > O telle que:

. B(F;

inf su &

2Q r2x JIFlix lidliQ
Nous allons montrer que la propriete 3.1 estveri eepour les espacesonsideres, puis que la formu-

lation mixte estequivalerte a la formulation variationnelle, c'est a dire que p = 0 dansl'espaceQ.
Notons que ce qui suit setransposeautomatiquemert au probleme tridimensionnel.

3.2 Formulation mixte 2D : CL naturelles

Considerons le probleme (3.1) avec X = Xg. On aalors: A = Ag et L = Lg. Comme
divE 2 L2(1), onprend Q = L?(!), et I'on notera Be la forme bilin eaire, et Gz la forme lineaire
assiees:

Be : Xg L%(!) ! R (3.3)
(F;a) 70 (divF;q)g; '
G :L%() ! R
3.4
a 7' (9;09)g: G4
Prop osition 3.2 Il existeune constante g 1 telle que:
inf  su M
q2L2(1) Faxe Il Flixe lidiio
Demonstra tion. Soitq2 L2(! ). Considerons 2 Ha(!) tel que =qetF= grad (voir
la section 2.2). Alors F 2 L?(!) est a rotationnel nul, a divergencedansL?(! ), et verie F = 0.

On en deduit que F 2 X et que: Be(F; q) = jidiv Fjjf = jiF ji% _, et aussi: Be(F ; q) = jj i,
d'ou: Be(F:q)=jigjjoli Fiixe-

Th eoreme 3.3 Le probleme (2.1)-(2.3) est equivalenta la formulation variationnelle mixte sui-
vante :
Trouver (E; p) 2 Xg L2(!) tels que:

Ae(E;F) + Be(F;p) = Le(F) 8F 2 Xg;
(3.5)
Be(E;q) = Ge(a) 8q2 L2(!):
Demonstra tion. D'apres3.2,la condition inf-sup est satisfaite. D'apresla section3.1, le probleme
(3.5) est donc bien pose et admet un unique couple (E; p) 2 Xg L?(!) solution.

Pour montrer que (3.5) estequivalente a (2.35), il faut alors prouver quep = 0.SoitF = grad
ou: 2 HA(") estsolution de = p. La premiere equation de (3.5) deviernt alors :

(divE; p)o + (p;P)o = (g;P)o:

D'apresla secondeequation de (3.5), (divE ; p)o = (g; p)o, puisquep 2 L3(!).
D'ou : jjpji3 = 0,etp = 0ausensL?(!).
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3.3 Formulation mixte 2D : MCSO

Consideronsle probleme(3.1) avec X = X2. On aalors: A = AgetL = L.
CommedivE 2 L2(!), onprend Q = L2(!), et I'on notera By la restriction aX2 L2(!) deBg :

Bo: X2 L2(I) ! R

(F;q) 7' (divF;q)g; (3.6)

Nor
Ge de nira la cortrainte. DecomposonsE = bo 4+ cixis. Nous arrivons alors a :
i=1
Th eoreme 3.4 Le probleme (2.6)-(2.7) est equivalenta la formulation variationnelle mixte sui-
vante :
Trouver (B; p) 2 X2R  12(1) et (¢ )i=1:mne 2 RV tels que:

.....

Ao(B%; F) + Bo(F;p) = Lo(F) Ao(e;F) 8F 2 Xg'F;
Xcrq o+ Bo(xPip) = 8j 2 f1;: Nerg:
i=1 (3.7)
NKe

Bo(BO; q) + G Bo(xP:q) = Ge(q) (dive;qo 8q2 L(I):
i=1

Demonstra tion. X(E’ est un sousespacede X g, donc la condition inf-sup est veri ee automati-
quemert, puisquele champ F construit appartient toujours a X 2. L'equivalenceavec le probleme
(2.6)-(2.7) semontre de la m&mefacon que pour le theoreme (3.3).

Remarque 3.5 Dans[39], P. Ciarlet, Jr. et V. Girault donnent une autre preuvede la condition
inf-sup continue dans X(E’ en construisant un relevement de la condition aux limites normales,
utilise pour la preuvede la condition inf-sup discrete.

3.4 Formulation mixte 2D : regularisation a poids

Considerons le probleme (3.1) avec X = Xg; .Onaalors: A=A elL =L .Comme
divE 2 L2(!), on prend Q = L?(!). On note B la forme bilineaire, et G la forme lineaire
assiees:

. 0 2(1 |
B :X2. L.(.). R | | 38)
(qu) 7| (dIVF1q)O’ )
G :L?(!) ! R

3.9
a 7' (g;d)o. (3.9)

Prop osition 3.6 Il existe une constante 1 telle que:

inf B (F;a)

aL2(M) Faxg. JJFJng; alo
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Demonstra tion. Soit g2 L?(!). Considerons 2 Ha(!) tel que = g. CommeL?(!)
H 1(1) (voir la section2.5), il existeuneunique solution .PosonsF = grad .AlorsF 2 L2(!)
est a rotationnel nul, a divergencedansL?(! ), et verie F = 0. On en deduit que F 2 xg; et

que: B (F;q) = jidivFjjo; = jiFiixe. -

Th eoreme 3.7 Le probleme (2.6)-(2.7) est equivalenta la formulation variationnelle mixte sui-
vante :
Trouver (E%; p) 2 X2.  L2(!) tels que:

A (E°;F)+ B (F;p)=L (F) A (e;F) 8F2X} ;
(3.10)
B (E° q) = G(q) (dive;q)o; 8qg2 L2(1):

Demonstra tion. D'apres3.6,la condition inf-sup estsatisfaite. D'apresla section3.1, le probleme

(3.10) est donc bien pose et admet un unique couple (E; p) 2 Xg. L2(!) solution.

Montrons que p = 0, et donc que (3.10) est equivalente a (2.69). PrenonsF = grad , ou:
2 H3(1) estla solution de = p. La premiere equation de (3.10) deviert alors:

(divE;p)o: + (p;pP)o; = (9;P)o; :

D'apres la secondeequation de (3.10), (divE; p)o. = (9;p)o: , puisquep 2 L2?(!). D'ou :
iipii§. = 0,etonabienp = 0ausensL?(!).



Chapitre 4

Le probl eme statiqgue 2D direct discret

4.1 Discr etisation par les elements nis de Galerkin contin us

Cette section provient du cours de A.-S. Bonnet-Ben Dhia et E. Luneville [24] : \ Resolution
numerique desequationsaux deriveespartiel les'.

4.1.1 L'appro ximation de Galerkin

Consideronsle probleme variationnel general suivant :
Trouverw 2 V tel que:

8u2V;a(w;u)=I1(u); (4.2)
ou V estun espacede Hilbert sur! . a estune forme bilin eaire cortinue et coercitive surV V et
| une forme lineaire continue. D'apresle theoreme de Lax-Milgram, ce problemeadmet une unique
solutionw 2 V.

ConsideronsV;,, un sous-espacele V de dimension nie N(h), ou h estun parametre positif tel
que rI1i'm0N(h) = +1 . On introduit le probleme variationnel approche suivant :

Trouver w, 2 V, tel que:
8un 2 Vh;a(wh;up) = I (up): (4.2)

V}, estun espacede Hilb ert, commesous-espacéerme de V, on peut donc appliquer le theoremede
Lax-Milgram pour armer quele problemeapproche (4.2) admet une unique solution vy, 2 V4. On
dit que (4.2) est une approximation interne ou une approximation de Galerkin de (4.1). Le lemme
de Cea4.1 ci-dessouspermet de demortrer la convergencede l'approximation interne (4.2).
Lemme 4.1 Il existeun constante C > 0 independante de V,, telle que:

iw  whjiv  C inf jiw  Unjjy,: (4.3)

Un2Vh
Th eoreme 4.2 On supmsequ'il existe un sous-espce W de V densedansV, et pour tout h une
application r, : W ! V, telsque: 8u 2 W,
rI]ilmojju rm(u)jjv = 0 (4.4)

Alors, on a : rI1i|m0jjw Whjjv = O.

89
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En gereral, V estun espacede Soholev, danslequel les fonctions regulieressort denses.On choisit
alors pour W un espacede typeC™(! ), m 0.
On appelle basehilb ertienne de V toute suite (v;); 1 d'elemerts de V telle que:
-8i;j] 1ltelsquei® j, (vi;vj)y = 0:lesv; sort orthogonaux entre eux,
- lesespacesrectoriels engendes par descombinaisonslineaires nies des(v;); 1 sort densesdans
V.

. . . . . 1
L'approximation de Ritz-Galerkin consistea prendreV,, = vect(vy; vo;:; V), ou h = N’ et wp
l'unique solution de (4.2).

Prop osition 4.3 Le probleme approche (4.2) est equivalentau syseeme lineaire suivant :

Aw = L; (4.5)
ou la matrice A2 RN N esttelle que: Aj.; = a(vs;Vv;); L 2 RN estle vecteur de composantes:
X
L, = I(v); etle vecteur w 2 RN esttel que: w, = W V3.
J=1

Autrement dit, lesw; sort les composartes de w,, dansla base(vy; v2;:; VN ).
Demonstra tion. Au lieu de considerer u, 2 V;, quelconque,il estequivalent de choisir up, = v;
dansla formulation variationnelle (4.2), ce qui conduit aux N equations: 8i 2 f 1;:::; Ng,

X
wia(vi;vi) = 1(vi):
i=1

4.1.2 Les elements nis de Lagrange contin us d'ordre k

Denition 4.4 On appelle element ni de Lagrange continu d'ordre k tout triplet (K ; ;P ) ou
K estun ensembleferme borne non vide de R%2,  un ensemblede Nk points (M lK )i=1:n¢ deK,
et P un esmce vectoriel de polynémescontenant PX(K ) -unisolvant :

8(ci;cunong ) 2R« 9Ip2 P j8I2f1;:;Nkg,pMf) = ¢
Il existe donc Nk fonctions de baselocales telles que :
81;J2f1;::;Nkg,vVi(MK) = 3; (4.6)

ou 3 estle symbole de Kronecker. Les (vlK )i=1:Nn¢ forment une famille libre et engendren le
sous-espaceectoriel P.

Remarque 4.5 L'element K peut prendre nimporte quele forme (triangle, quadmangle), et les
points (MK )= 1.n, Ne sont pas neessaiement des sommets.
L'err eur de calcul estlieea I'ordre de I'element ni k.

On creealorsune partition du domained'etude! enL elemerts (K| )= 1.,ondenit ( ;P )i=1.L,

et I'on numerote I'ensenble total (MIK' )| = LNk o, despoints de facon globale: (M; )i= 1:n-

Deux points numerotes localement M [ et Ml*éo lorsque @ \ @ °6 0, peuvert correspondre au
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méme point de numero global i.

A chaque Mj, on assaie une fonction continue v;, dont la restriction a chaque elemert K est un
polynbme de degre k, telle que: 8j 2 f1;::; Ng, vi(Mj) = . Supposonsque le point M;,
appartenant al'element K, ait la numerotation IocaleMIK'. Alors la fonction globalev; ass@ieea
M; esttelle que: vijx, = v\

On construit ainsi I'espaced'approximation :

Vih= up2V\ COM)jsl2fa;:; Lg; Unjk, 2 P : 4.7)

Cet espaceest genere par les fonctions (vj)i=1:n : Vi @ pour support l'union des elemers K,
cortenant M;.

Nous allons ainsi discretiser les problemesvariationnels poses dans le chapitre 2. Les elemerts K
serort destriangles veri ant certainesproprietes.

4.2 Discr etisation du domaine d'etude

On construit un maillage du domaine! constituedel trianglesf T, ,| = 1;:::; Lg, dinterieurs
non vides, tels que[ | T, = T, et veriant :

81:192 f1;::: LgTi\ Tp = Soit un sommetcommun,

S soit ; ;
% ;s
3

Soit une aréte commune.

Cesproprietesde nissent un maillage conforme.On note h = mfslx h;, ou h, estle rayon du cercle

<> LE

Maillage non conforme Maillage conforme

Fig. 4.1{ Allure du maillage.

circonscrit au triangle T,.
N, designerale nombre de points de discretisation interieursa ! , Ng , le nombre de points de
discretisation sur le bord @, etN = N; + Ng le nombre total de points.
Ainsi, on ordonne les points de discretisation (M; )i = 1.n de la facon suivante :
-8i21,,M; 21!, et
-8i21g,M 2 @,
ou on a de ni lesensenbles d'indices suivants :

L =f1;25Niglg = TN+ 105N + Nggetl =1 [ Ig:
CO(t) et leselemerts nis de Lagrangesort denses[33] dansH (! ). On consicere :
Vi= wvn2Cl)jsl2fi;:;Lgunr, 2 Pc ; (4.8)

ou Py estl'ensenble desfonctions cortinues, polyndbmiale, de degre au plus k.
-Sik = 1,uy 2 Vi estune fonction cortinue, ane par triangle. Les points de discretisation
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du maillage sort les sommetsdestriangles. Il y a donc trois degresde lib erte par triangle. uy est
completemern de nie par sesvaleurs aux sommetsdestriangles T.
-Sik = 2,uy 2 V; estunefonction continue, quadratique par triangle. Lespoints de discretisation
du maillage sort les sommetsdestriangles et les milieux des arétes destriangles. Il y a donc six
degres de liberte par triangle. u, est completemert de nie par sesvaleurs aux sommets de la
triangulation, et aux milieux desaretes.
Vi est un sous-espacale dimension nie de H(!). Il est engende par les fonctions (V; )i=1:n
decritesdansla section4.1: V¢ = vect(vy;:::; vy ). Pour tout i, vi a pour support lestriangles T,
cortenant M;.
Enn, lesSq, q 2 f1;:::; Ng gdesigneron lesarétesdu bord (segmeits constituespar la jonc-
tion de deux points conecutifs de la discretisation de @ ). On introduit I'operateur d'interpolation
k tel que:
kD HY() N COmy 1 vy
XN
u 7! u(Mi)vi:
=1

On notera par la suite : u = (u(M1); u(M2); =5 u(My))T.
Soit  l'operateur d'interpolation au bord :

« T H2(@)\ cU@) !
u 7! u(Mj)v;:
i2lg

Dansla suite de cette partie, nousnetraitons quela discretisation du problemequasi-electrostatique.
Pour le probleme quasi-magretostatique, tout se passede facon similaire, en remplacarnt  par
pour les conditions aux limites.

4.3 Decomposition de Helmholtz : discr etisation

4.3.1 Le Laplacien avec CL de Diric hlet

Nous allons discretiser (2.13), qui donne une solution faible de (2.9). Il s'agit d'un problemede
Dirichlet homogene, nous allons donc intro duire V{ le sous-espacele H3(! ), de dimension N,

VR i= Vil HG(1) = fup 2 Vi tupjg = 00 (4.9)

Les(v;j)i2, forment une basede V(k). Soit (k’, l'operateur d'interpolation ass@ie a cet espace:

POHGM)N COMY R
u 7! u(Mj)vi:
i2h
X
Soit p.p 2 V(k’ l'approximation de p, telle que: p.p = p:h(Mj) V.

j2h
La formulation variationnelle (2.13) discretisee dansvck’ s'ecrit :
Trouver p.h 2 V{ tel que:

8i 21l ,ap( p:n:Vi) = Ip(vi); (4.10)
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X
ou: p;h = p:h(Mj)V;.

j2h
Ce probleme lineaire est de dimension RN! . Il est resolu en pratique dans RN : on procede par
pseudoelimination desdegresde liberte liesau bord @ , en modi an t le systemelineaire (4.10) de
la facon suivante :
Trouver p.n 2 Vi tel que:

8i21l , ap( p:n;Vi)=Ip(vi);
8i 2 |@ , D;h(Mi): 0:

Nous allons exprimer ce problemelineaire sousforme matricielle.

Le secondmembre peut etre calcule de deux facons:

- Si la fonction d'interpolation g := Q(g) existe, on calcule le secondmemnbre par un produit
matrice-vecteur. En pratique, on utilise une interpolation de cetype (notamment lors de couplages
avec despatrticules [63]).

- Sinon, on construit directemert le vecteur G 2 RN, de composartes :

G Ip (Vi) = (g; Vi)osii 2 Iy;

Osii 2 |@

Pour un exempled'approche gererale, voir les exemplesnumeriquesdu paragraphe6.2.3.
Supposonsque gy, existe. On ecrit alors I'equation (4.10) sousla forme :
Trouver p.h 2 V{ tel que:

X X
8i 21, p;h(Mj)ap(Vj;Vi) = (Gn;Vj)o = a(Mj ) (v ; Vi)os (4.11)
i21n i2la

avec tap(Vvj;Vvi) = (grad vj;grad vi)o = (@QVj; @Qvi)o + (@V; ; @V )o.
ConsideronsKp 2 RN N appelee matrice de raideur interne (ou matrice de rigidit e interne),
la matrice d'elemerts :

KiD;j = ap(vj;vi)siietj 2 I,
= jsiiouj 2 lg: (4.12)
8i;j, KiD;j = K"D;i : Kp estsymetrique. Kp estformeede 2 sous-blas:
0 1
Ki O
Kp = @ A,
0 lg
ouK, 2 RV Nt esttelle que: 8i;j 2 I, KiJ = KiD;j ;etlg 2 RNe Na estla matrice
identit e.
On remarque de plus que pour i;j 2 Iy, si Mj et Mj n'appartiennent pas a un méme triangle,

I'elemert K'D;J nul. La matrice Kp est donc creuse Lorsque M; et M; appartiennert a un méme
triangle, on a:
L X z
Ky! =  (@Qv;@Qvi + @v; @Qv)d! = (@Qv; @Qvi + @v; @v;)d!:

: T MM 2T, T
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Consideronsla matrice Mp 2 RN N appelee matrice de masseinterne, la matrice d'elemerts :

MiD;j = (Vj;Vi)osii 21, ,;8j,;
= Osii21g;8j: (4.13)
Mp estformeede deux sous-blas:
M M@
MD = @ A1
0 0

ouM; 2 RV Nt "et M,.9q 2 RN' Ne . On remarque que le sous-blc M, est symetrique. De
meémeque pour Kp, lorsque M; et Mj n'appartiennent pasa un mémetriangle, I'elemen MiD;j est
nul : Mp estune matrice creuse.Comme precedemmetn, 8i 2 1, ;8j 2 I,
Z
M:D;j = vjvid!:
T iM; ;M 2T T

Posons | 2 RVtelque [ = ( p;n(M1);:5 p;n(Mn, ); 0515 0)7.
On peut alors ecrire le probleme (4.11) sousla forme matricielle suivante :

Kp _, = Mpg: (4.14)

4.3.2 Le Laplacien avec CL de Neumann

N estde ni a une constarte pres,ou a moyenne nulle (voir la section 2.2). Pour resoudrele
probleme numerique, nous devons imposerla valeur de cette constarte. On choisit alors d'imp oser
n (My) = 0. On construit alors le sous-espacele H (! ), de dimensionN 1 :

VR = fuy 2 Vi :up(My) = 0g:

Les(Vi)i=1:n 1 forment unebasede V’Q‘. Soit ’lz' , 'operateur d'interpolation assie a cet espace

ko HG() L oy oy
u 7! u(M;)v;:
i2h
b( 1
Soit N.p 2 V’Q‘ l'approximation de y, telle que: y.p = N h(Mj)y;.
i=1
Onnote | = ( n;n(M1);i5 n;h(Mny 1);0)T.

La formulation variationnelle (2.14) discretisee s'ecrit cette fois :
Trouver y.n 2 VQ tel que:

8i 2 InfNg,an( n:n;Vi) = (f;Vvi)o+ (€ Vi)oa

Nh (M) 0: (4.15)
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Ce probleme lineaire est de dimension RN 1. Il est resoluen pratique dans RN : on procede par
pseudoelimination du degre de liberte liesen M y. Nous allons exprimer ce problemelineaire sous
forme matricielle.

De méme que pour la discretisation du problemede Dirichlet, le secondmembre peut &tre calcule
de deux facons:

- Si les fonctions d'interpolation f, := N (f) ete, = N(e) existert, on calcule le second
membre par un produit matrice-vecteur.

- Sinon, on construit directemert le vecteur F 2 RN, de composartes :

K

IN (Vi)=(f;Vvi)osii 2 InfNg;
Osii = N;

et le vecteur E 2 RN, de composartes :

E

(e;vi)osii 2 IgnfNg;
Osii 2 1, [ fNg;

Supposonsque f, et e, existert. On ecrit alors I'equation (4.15) sousla forme :
Trouver y.n 2 VJ tel que: 8i 2 InfNg,

X
Nch(Mjp)an (visvi) = (Fhivi)o+ (ensVv)oe
j2Inf Ng X
= fr(Mj)(Vvj;Vi)o (4.16)
j2|nfl\bg
+ en(Mj)(vj;Vi)oa:
j2lgnfNg

avec tan(Vj; Vi) = (grad vj;grad vi)o = (@Vj; @vi)o + (@Y ; @Vi)o.
ConsideronsKy 2 RN N appelee matrice de raideur interne la matrice d'elemerts :

i
Ky!

ay (v vi)siietj 2 f1;::0; N 1g; (4.17)
= i siiouj = N:

ConsideronsMy 2 RN N appeleematrice de masseinterne la matrice d'elemerts :

MiN;j (visVvi)osii 2 f1;z N 1getj 2 f1;:5 Ng; (4.18)

Osij = N:

Enn, consiceronsBy 2 RN N appelee matrice de massefrontiere la matrice d'elemerts :

BiN;J = (Vj;Vi)o.@ Siietj 2 lgnfNg;
= Osiiouj 21, [ fNg: (4.19)

Posons 2 RN tel que = ( n;p(M1);zn N n(My 1);0)".

On peut alors ecrire le probleme (4.11) sousla forme matricielle suivante :

Kn N = Mnyf + By e: (420)
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4.3.3 Derivation du champ electriqgue

Une fois quel'on aewalue p.h et y .y, il faut calculer Ep, l'approximation de E, composarte
par composarte. Pour cela, il faut calculergrad p., etrot N:nh. p:h €t N :p SOt Pg-cortinus,
donc par derivation, E, 2 (Px 1)2-discortinu. Par exemple,si on a utilise leselemerts nis P4 pour
le calcul des potentiels, ceux-ci sort cortinus, anes par triangles. Ainsi, le champ E}, derive des
potentiels seradiscortinu, constart par triangle. On a:

Enh= grad p.p + rot y:.n, avec:
D :h, approximation de p, solution de (4.14), (4.22)
N :h, approximation de y, solution de (4.20).

Pour avoir une represertation cortinue de Ey, par les elements nis de Lagrange Py, on procede
a une projection Py 1-Py [6, 63], c'est-a-dire qu'au lieu de calculer directemert les deriveesdes
potentiels, on resout:

(En;vie Jo= (grad p;h;Vvie Jo+ (rot nN:h;Vvie )o;8121;8 2fl;29: (4.22)
Soiert Gp et Ry 2 (R?2 )N N lesmatrices telle que: 8i;j 2 1,
gl = (Vi@ . (Vi; @V )o
b (Vi;@vj) ' (vi; @v )o
Soit E la represettation de Ey, suivante : E = (En.1(M1); En2(M1) ;5 Ena(Mn); En2(My))T
(voir la section4.6). On a alors :

i —
et Ry =

(4.23)

4.4 Calcul des singularit es du Laplacien

X2\ HY(!) nest pas densedans X 2. Pour approcher le champ electrique E = E® + e, ou
E° est solution de (2.6)-(2.7), dans X2 par les elemerts nis de Lagrange cortinus, on doit donc
decompserE° en une partie H 1-reguliere, et une partie singuliere, appelee complemert singulier.
Deux methodessort possibles:

La -approche, pour laquelle I'approximation du champ electrique s'ecrit :

Rer
En = Eh + IhXFZ
I=1
La discretisation du champ electrique sederoule en deux temps :
- Calculs des |, qui sort lesapproximations des .
- Calcul de E;,, I'approximation de E dansxg;.ﬁi avec relevemert de la condition tangertielle
sur @ , decrit dansla section4.8. '
En somman les cortributions 'hxlp, on obtient la partie singuliere du champ electrique.
La MCSO, pour laguelle I'approximation du champ electrique s'ecrit :
Ner Ner
En= Bh+  cx®ou:x®=g+ hm P
=1 m=1
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La discretisation du champ electrique sederoule en trois temps :

- Calcul des ' etles !, an de determiner lesc},.

- Calcul de By, I'approximation de B dansX(E);;Ff( avec relevemert de la condition aux limites
tangertielle sur @, et calcul desc}, decrit dans la section 4.9.

- Calcul des®,, les parties regulieres destS. Deux methodes sort possibles: la methode des
potentiels, ou la -approche.
En somman les cortributions c'h B et By, on obtient la partie reguliere du champ electrique. La
partie singuliere est obtenue en ajoutant les cortributions 'hxr, I 2 f1;:::; Ner Q.

Pour les deux methodes, il faut d'abord approcher les fonctions ey .| et sp .| en chaque point
du maillage.

4.4.1 Singularit es duales : CL de Diric hlet

On rappelle que sp ;| = 8p ;i + S5 .|, avecsp; 2 H(!) ets5. =1, 'sin( | ). 8p satisfait
un probleme de Dirichlet non-homogene (2.20). On a : 8p.|j@ = SB;Ij@' On rappelle que
Sh.ij@ = Osurlesaretesdu coin rentrant AP et A , et quesp . ;q (Mn,) = 0, 0u My, estle
li€Me coin rentrant.

On peut donc secortenter de calculer gp .| aux points interieursa! :les(M; )iz, , et proceder
a une pseudoelimination desdegresde liberte du bord.

Decompsonssp ;| 2 H'(! ) delafaconsuivante :8p ;| = S .|+ Sp .|, 0U Sy | estun relevemert
susamment regulierde (1 () sp.1j@ = @ (1)) sgj@ [42, et s3 ., 2 HG(! ) satisfait :
3., =  sp, dans!; (4.24)

Ce problemeest similaire a (2.9), et on peut I'ecrire sousla formulation variationnelle suivante :
Trouver s ., 2 Hg(! ) tel que8u 2 Hi(!),

ap(sp.;;u) = ap(sp. ;u)dans!; (4.25)

On en deduit que sp -| est solution du probleme:
Trouversep.; 2 HY(!) tel que8u 2 HE(!),

ap(sp:/;u) = Odans!; (4.26)
avecsp . |j@ = SB.IJ-@ . La formulation discrete de ce problemeest la suivante :
Trouversp .|.n 2 Vi tel que :
_ X X
8i 21 ; 8p:1:h(Mj)ap(vj;vi) = Sp:1(Mj)ap(vj; Vi),
i2h i2lg
. 4.27
8j 2 1@nNg; 8p;1;n(Mj) = sp. (M) (4.27)
8p:1;h(Mn, ) = O:
. X X - -
Soit 8p::h = 8p:1;:h(Mj)V; sg;lj@(Mj)vj,I'apprOX|mat|on de sp .| dans
j2|! j2|@ nNC|

V| ainsi construite. On consicere s, ., 2 RN le vecteur assaie :

(8p:1:n(M1);:58p::n(MN))T;

§D;I

(80;1;n(M1) ;5 80 1;n(MN, ) Sh (M, +1 )55 sp . (My))T:
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Soit KE la matrice telle que:
0 Ki.@

P _ : :
Ko = ¢ la@ ’
ou lg estla matrice identite de RNe Na ; etK,.q 2 RN' Ne esttelle que:
Ki!;;j@ = ap(Vvj;vi)sii21; etj2lg:
Soit 55 ., 2 RN le vecteurtel que:

e - 0 sii 2 1) oui = Ng;;
D ~ rI(Mi) I Sin( | I(Mi)) sii 2 |@ NN :

Les equations (4.27) s'ecrivert sousla forme matricielle suivante :

Kpsp: = KR SH e (4.28)

4.4.2 Singularit es duales : CL de Neumann

On rappellequesy ;| = 8y + Sy ., avecey; 2 HY(! ) etsf ., = r; 'cog | ). 8y satisfait le
probleme de Neumann non-homogene (2.21). Son calcul est similaire au calcul de |y, decrit dans
le paragraphe 4.3.2,

Soitey:|:p = 8n :1:h(Mj) v, l'approximation de sy ;| dansVy.

j21
Posonssy .| = (8 :1:n(M1);u5en::n(My))T 2 RV
sn ;1 estdonc conru a une constarte pres.Commesy ;| 2 Sy L2("), & :1:h estchoisi tel que:

|

Soit by ., 2 RN le vecteur tel que:

8 )

20 X 7 siit 2 1y ;
by = @sfvid  sii21g;

T 5gjMi25, Sd

ou lesintegralesserort calculeespar un schemad'integration numerique (voir le paragraphe15.2.1).
Rappelonsquesi Sq2 A, alors @sg dis = O
Il s'agit alors de resoudrele probleme matriciel :

KN Su:i = by (4.29)

X N .
Posonssy =  (Sy.1)iVi, avec(sy . )n = (by In, carKy esttelle queKyN = oy etKN! = nj.
i21 7
1
Onaalors: 8y :h = Sh i (sn + si.p)d
- !
Pour l'integration numerique de s, .1, on decompose! en! g, = B(Mn,;R)), ou My, designele

cl?
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coin rentrant d'indice 4, et gon cognplementaire dans! . Soit R; > 0 le rayon maximal que ! g,

puisseavoir. On ecrit = + , cequi donneici :
1 1 R, 1 ”’W
Z Z
sk ., d! =2R'27|+ sy d!
! N (2 1) iR, N

L'integrale sur ! nfg est approchee par un schema d'integration numerique (voir le paragraphe
15.2.1).

4.4.3 Coecien ts des singularit es duales

Pour evaluer les I'D;'.N, on utilise la methode de P. Ciarlet, Jr. et J. He, decrite dans [41] pour

optimiser la precision de calcul. Cette methode reposesur l'integration explicite sur une portion
de disque de la partie analytique de la singularite duale. Il s'agit de proceder a la decomposition
suivante :
o.n = (li80;1:niis + 2(80;1;n3 85,1 )0 + Jisp.iiig)=
On decomposede nouveau! en! g, = B(Mn,;Ry), (voir le paragraphe4.4.2). On a alors :
Z Z
jjSB;|jj(2)= (SB;I)Zd! + (SB;I)Zd! :
'R, IRy
On sait calculer analytiguemert la premiere partie de cette integrale:
Z Zq Z . R? 21

|
sP.)2dl = r, 2 dr sin? d = — 1 .
!Rl(D'I) o ! ! 0 i) 212 2)

sP | estplus regulierdans! nfg/, on utilise alors la formule d'integration numerique (voir le para-
graphe 15.2.1) pour la secondepartie de l'integrale,ainsi que pour lestermesdependart de8p | :p.

On procedede la m&mefacon pour le calcul de L,;'. La partie analytigue est similaire (remplacer
sin par co9. Quant au calcul des 'D; T“N , | 8 m, on procedea un schemad'integration numerique a

seppoints (paragraphe 15.2.1).

4.4.4 Coecien ts des singularit es primales

D'apres les calculs sur la simpli cation du calcul de , il y a deux facon d'approcher '. Soit
|, lapproximation de '. Lesdeux calculs suivants donnert les mémesresultats numeriques:
Z Z
1
L= = (8. + «k(sh.)) k(@)d +  (sv.:n+ k(SR.)) «k(f)d
1 !
VA

+ @(SN;I;hJr k(sn.1)) k(e)yd
ou bien : L 7
h= = (et k(s5i))( k(9)  k(dive))d

Z
o (evinn * k(sna))( k(f)  «(rote)) d!

Cette approximation seracalculeepar un schemad'integration numerique a sept points (paragraphe
15.2.1).
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4.5 Calcul des singularit es electromagn etiques

Pour calculer les xIS, on peut deriver les fonctions singulieres primales ' p .| et ' ;. Nous
indiquons dans cette section commert approcher les parties regulieres de cesfonctions. Le calcul
est similaire a celui dessingularites primales.

4.5.1 Singularit es primales : CL de Diric hlet

La partie reguliere de la 1'®™€ fonction singuliere primale 'ep .| satisfait I'equation (2.26), et son
calcul s'apparerte cette fois a celuide gp .. La formulation variationnelle de (2.26), discretiseedans
VP s'ecrit : Trouver'el, ., 2 V{ tel que:

z Z
8i 2 1,; grad'ey.,:grad vid! =  sp.,vid;
! : (4.30)
H . 1 _ I, 1 .
8i21lg; ey .n(Mi)= o' B . (M):
Soite 2 RN, tel que:
D ' R . Ncr I'm. P Xcr I'ma. P T
ED”:(eD;l;h(Ml)1"-leD;l;h(MN!)’ D:h D;m(MN!+1)’---, D:h D;m(MN)) .
=1 =1
On consicered, ., 2 RN le vecteur tel que:
8 X Z
% SD;|;hVid! sii 2 1y ;
do.| = T jMi2T,
0 Sii 2 |@ :
Posons'_g N le vecteur tel que:
8 .
% 0 sii 2 1y
' P —
_D;l ~ § Ker l'm . ..
: D:h rm" (Mi)sin( m m(Mj)) sii2lg:
I=1
Il s'agit alors de resoudrele systeme matriciel :
Kb ED;I = gD;I + KB'_BH: (4.31)

4.5.2 Singularit es primales : CL de Neumann

La partie reguliere de la I'®™® fonction singuliere primale 'ey | satisfait I'equation (2.27), et
son calcul s'apparerte a celui de sy -|. La formulation variationnelle de (2.27), discretisee dans V
s'ecrit : Trouver'ey:;-n 2 Vi tel que: 8i 2 f1;::;; N 1g,

z z Ner z

| grad 'ey ..p:grad vid! = SN dr o+ I'\I”;“h . @ K. mvid: (4.32)
! ! =1
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Posons®e ., = ('en:i;n(M1);i'en;1;n(MN 1) 0)". Le premier membre de (4.32) correspond

alors aux lignes du produit Ky e .,. Soit d; 2 RN le vecteur tel que:

8 X Z
% SN :1:h Vi d! sii 2 1y ;
TjMi2T, T
O = x Z X N Z
é SN :1:h Vi dar + :\l;r;nh @' E,;mvid sii 2 |@ :
T iMi2T, T SqiMi2Sq 171 Sq

Lesintegralessort calculeespar desschemasd'integration numerique. Il s'agit alors de resoudrele
systeme matriciel :

Kney, = Oy (4.33)

46 Methode avec CL naturelles : discr etisation

Xg \ HY(!) estdensedans X g [40, 51]. On de nit alors une discretisation de X g \ H(! ) an
de resoudreles problemesposesdans la section 2.3 a I'aide deselemerts nis cortinus de Lagrange
Px. Une bonnede nition de cet espacediscretise est, a priori, I'espaceX :

Xy = fvp 2 COM2jvpjr, 2 P(T?;81 2 f1;::1;Lgy: (4.34)

Par construction, X, H?Y(). Lorsquek = 1, lesfonctions vy, de X sort telles que : VhiT, =
ajt, + bj7,(x), ou aj1, 2 R?; et bj1,(x) est une application lineaire de R? dans R2. On choisit
alors comme espaced'approximation de X g \ H1(!) l'espace: X, = (Vk)?, pour lequel deux
approchessort possibles:

D'une part, on peut considerer Xy commeun espacede dimension nie 2N sur R.
Soit (e1 ; e2)' une baseorthonormale directe de R2. Les(vie )i+ 1:mNg: 2f1;2¢g forment une

basede X, ce qui va nous permettre de discretiser la formulation variationnelle (2.35). On cherche
En, I'approximation de E sousla forme :

X X
En = En: (Mj)vje :
j21 =1

D'autre part, on peut consicerer X , commeun espacede dimension nie N sur R?, cequi consiste
a cherdher les N valeurs physiques de E}, aux points de la discretisation, c'est-a-dire :

X
En = En(Mj)v;
21

avec En(M;) 2 R2 Bien sir, ona: En(Mj) = Eni1(Mj)er + En2(Mj) ez pour tout j, et les
deux choix d'approximation cencident.

En pratique, on utilise la premiere represetation, qui consistea considerer desinconnuessca-
laires. Nous allons la detailler dans ce qui suit.
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La formulation variationnelle (2.35) discretiseedans X i s'ecrit :

Trouver Ep 2 X tel que:

8i21;8 2f1;29;Ae(En;vie )= Le(vie ):

En decomposart E}, selonla basecanoniquede X ¢ dans (4.35), on obtient :

X X

(4.35)

8i21;8 2f1;2qg; Enh: (Mj)Ae(vje ;vie ) = Le(vie ):

j21 =1

Soit Ag 2 (R? 2)N N |a matrice ainsi construite, de nie par lessous-bles2 2 AL 2 R? 2 tels

que:

Ag(vier;vier) Ag(viez;vier)

Al = @

Ag(vier;viex) Ag(viez;viez)

Cessous-blas agissen sur les vecteursde R? suivants : Ep(M

En1(Mj)

i) = En.2(Mj)

Par soucisde consistance,on appelle L 2 (R?)N le vecteur compose desvaleursLg(vie ), i 2 |,

2 f1; 2g, forme de N vecteurs de R? :

L= (Le(vie1);Le(vier);: Le(vner); Le(vn ez))T:

Selonla mémeidee, posonsE = (En1(M1); En2(M1) ;55 Ena(Mn )5 Ega(Mn )T 2(R®N.si

on regroupe explicitement les composartes deux a deux, on a aussi: E =

Le probleme (4.35) s'ecrit alors: Ag E = L.

En(M1)

Eh(MN)

Remarque 4.6 Dans lessections 4.8, 4.9 et 4.10, on utilisera une autre base de decomposition de
X car il faudra alors eliminer explicitement les valeurs tangentielles.

Nous allons etudier le calcul des composartes de Ag et L. DecommpsonsAg en 3 matrices :

Ag = Div + Rot + Btellesque:8i;j 2 I,

1
o (divvjer;divvier)o (divyjey; divvier)o
Div'"!

(divvjer;divvier)o (divyjey; divvies)o

1
(rotvjep;rotvier)o (rotvjez;rotvier)o
Rot'l = @ A =
(rotvjep;rotviez)g (rotvjey;rotvies)o

etenn, avec = 1 le vecteur tangertiel a @ :
2
o Z 4
Vj Vi 12d Vj Vi 1 2d
_— @ @
B = Bz z
Vj Vi 1 2d Vj Vi 22d
@

0 sinon :

0 1
(@Qvj;,@vi)o (@v; @vi)o
@ A -

(Qvj; @vi)o (@v; @vi)o

(@vj; @vi)o
(@v;; @vi)o

1

§;8i;j 2 l@;

(@Qv;; @vi)o
(@v; ; @vi)o
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Notons que: B'*l = Bl :l. B est donc symetrique par blocs2 2.

4.6.1 Matrice de raideur interne

On constate que :
Cij

0 e
G, Gij

(Rot + Div)"l =

ou:G; = (@vi;@vi)+ (@vj; @i etcd; = (@vi;@vi)o (@Vj; @Vi)o.
On endeduit que: 8i 2 I, ¢?; = 0.

Prop osition 4.7 cio;j s'ecrit comme une integrale sur @

Cio;j =< gl’ad Vit GV >H 1=2(@ ):H1=2(@) : (436)
D'ou: cio;j = 0 deslors queM; ou M; nest passur @ .
Demonstra tion. Onaeneet :

Z Z
(@vi Qv; @vi@v; ) d! = grad v; :rot v; d! :

Or, d'apresla formule d'integration par parties (1.15) :

z Z
utrot vd! = rotuvd! + < Ul [V >y o1mg)Hi2@)
1 !

Supposonsqueu = grad w avecw 2 H(! ), alorsrotu = 0,etona:

z
grad w:rot vd! =< grad w: ;V >y 12@g).n1=2(@) !

D'ou le resultat.

On en deduit immediatemert cﬁj = 0 si Mj ou M;j n'est pas sur le bord. Ainsi, en regroupart
lesmatrices Rot et Div, on peut limiter le calcul desc% auxi;j 2 lg . D'autre part, lorsquei 6 j,
C.j et cio;j sort non nuls seulemen si les supports de v; et v; serecouvrert, c'est-a-dire si M; et
M; appartiennert a un mémetriangle. D'ou : 8i;j 2 |,

X Z
G:j = (@vi@v; + @vi@v;)d!;

T M M;2T T
etpouri;j 2 lg :
X Z
¢t = (@vi@v @vi@y)d:

SqiMi;M;2S, d
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4.6.2 Matrice de masse du bord

Le bloc B'il est non nul seulemen si M; et M; sort les extremites d'une mémearéte du bord

@ .Onadonc:8iouj 62lg,B'l = 0et:8i;j 2 lg,
0 1
X Z 5;1 ;1 q;2
B = vivid @ :
SqiMiiM;25, 0 a;1 ;2 qz;z
X z .
= vj vid q’ q

SqiMi;M;25, d

ou q estle vecteur tangertiel a l'aréte S.

4.6.3 Second membre

De méme que pour le calcul des potertiels, le secondmembre peut-etre calcule directemert,
a l'aide de stchemasd'integration humerique, ou avec les fonctions d'interpolation gn, fn et ey, a
condition que I'on puissede nir leur valeur en chaque point de discretisation (voir la section 4.3).
Nous allons dewelopper cette approche. Ceci permet d'ecrire le secondmenbre sousforme d'une
sommede produits matrice-vecteur, en utilisant g, f et e.

Soit Ly 2 (R2)N N |a matrice formeedesN N sous-blasLy! 2 R? tels que: 8i;j 2 |,

0 Z 1

0 1 - @v; d!
(vj; @vi)o X T.VJ @v
ng,J = @ A = 7

(Vi s @Vi)o TiiMi;M;2T) v, @v; d!
T

De meéme, on consicere Ly 2 (R2)N N |a matrice formeedesN N sous-blas L} 2 R2 tels
que:8i;j 21,

0o Z 1
1 v, @v; d!
(Vi ; @vi)o X T ) @
L = @ A= z
(vj; @vi)o T iMi;Mj2T vj @v; d!
T

Posonsenn Le 2 (R?)N N Ja matrice de nie par lesN N sous-blas: 8i;j 2 |,

07 1
Vj Vi 1d X 7

@ .
7 = Svjvid :81:] 2 la;
Vj Vi 2d SqiMiMj28q q

Lie;j

0 sinon:
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On peut donc calculer L sousla forme matricielle suivante : L = Lgg+ L¢ f + Le e Pour approcher
le champ electrique, on resoutdonc le systtme2N 2N suivant :

AEE= Lgg+ Lif + Lee;
(4.37)
avec: Ag = Div + Rot + B:

4.7 Elimination des CL essertielles

Dans cette section,on considere le casgeneral, pour lequelil existe plusieurscoinsrentrants. Soit
N¢ le nombre de sommetsdu domaine polygonal ! . Chaque sommet est un point de discretisation
du bord, on appelle C I'ensenble de cessommets.On poseN,; = Ng N¢, le nombre de points
de discretisation du bord qui ne sort pas des sommets.On ordonne les points du bord @ de la
facon suivante :
-8i 213, Mj 2 @nC
-8i 2 I, Mj 2 C
ou onadecompselg en:lg = fNy + 1;:5 Ny + Nag, etle = Ny + Ny + 1;:5 Ng.
On remarqueque: Ny + Ng + N¢ = N.

On considere comme espacede discretisation de X g; Rle sous-espacele X g ., conforme dans
X2

Xglt = V2Xyjv: j@ = Oswr@ : (4.38)

La discretisation de (2.43) et (2.69) sefait de la m&mefacon que cellede (2.35), maisil faut en plus
prendre en compte la condition aux limites tangertielle dans les matrices Div et Rot, et dansles
termes du secondmembre. Pour cela, on procedealors a une pseudoelimination de tous lesdegres
de lib erte conrus.

4.7.1 Discr etisation de I'espace avec CL essertielles

Nous allons montrer que I'elimination descomposartes tangertielles reduit I'espaced'approxi-
mation du champ electrique.

Propri ete 4.8 L'espace X 2} estde dimension nie 2N Nz 2N

Demonstra tion. Soit u 2 X 2R Comme X2’} est un sous-espacale Xy, il est de dimension
X X

inferieure ou egalea 2N et on peut ecrireu = u (Mjvje .
i21 =1

Consideronsun coin Mj, i 2 Il.. Alors M; est l'intersection de 2 arétes distinctes de la frontiere

u(Mj): « = 0
u(Mj): go = 0
Comme les vecteurs et o ne sort pas colineaires, ceci correspond exactemen a u(M;) = 0.
NX Ne X2
Ceci etant valable pour tous les coins, on peut ecrire: u = u (Mj)v;e .Dit autremen,

i=1 =1
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pour chaque vecteur de X %.Ff(, nous eliminons alors les 2 degres de lib erte liesa chaque coin. Il y

enaN, dou : dim(XgK) 2N 2N

On peut encoreeliminer d'autres degresde liberte. En e et, consideronsun point du bord M
qui n'est pasun coin ;i 2 l,. M; appartient a une aréte du bord Ay.
Ecrivonsu (M; ) dansla baselocale ( ¢; «):

u(Mi) = u(Mj) ¢+ u(Mj)

Commeu 2 X', ona:u(Mi): y = 0,dou:u (M;) = 0.

Posons( i; i) = ( «; «) (I n'y a pasd'ambiguite car l'aréte ne touche pas de coin). On a
alors: u(M;) = u (M;) ;. On gereralise a tous les points du bord qui ne sort pas des coins,
d'ou :

X X X
u = u (Mi)vie + U(Mi)Vi i
i2hL =1 i2la
' 4.39
« (4.39)

X
u(Mij)v; + u(Mipv i
i2h i2la

Ainsi, pour chaque vecteur de X g;;ﬁi, nous pouvons eliminer un degre de lib erte par point du bord

qui est pasun coin : dim(X ') 2N Na 2N
Pour conclure,la famille Bo := (Vi€ )i2y, : 2r129l (Vi i)i21a estcortenuedansX(E’;;Ff(, dou:
dim(XgR) 2N Na 2N

Notons qu'alors Bo = (Vi€ )iz, ; 2129 (Vi i)i21a engendrexg;;ﬁi. On utilisera donc deux

typesde basede R? selonl'emplacemert de M; :

-8i 2 1,,M; 2!, ontravaille dansla basecanonique(es; ez),

-8i 2 la, Mj 2 @ nC on travaille dansla baselocale( i; i),

- An delever 'ambiguwte sur et aux coins du domaine, on travaille dans la base canonique
(e1;e) pourlesM; 2C,i 2 I..

On appelle B la basede X g . ainsi formee:

B = (Vi; Ji2n[1e; 2f ;290 (Vi iz [ (Vi i)i21a: (4.40)

On decomposeraE? 2 X(E);;Ff( dansla baseBg et E,, 2 X g . dansla baseB.

4.7.2 Matrice de raideur interne
Soit A 2 (R? 2N N Ja decomposition de la matrice Div + Rot dansB, quel'on ecrit de la facon
suivante, les sommetsdu maillage etant ordonnescommed'habitude (interieurs, arétes, coins) :

0 1
A! i A! ;a A! ;C

A= %Aa;! Aa;a Aaic E:

Ac;! Ac;a Ac;c
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Decrivons les sous-matricesde A.
Les sous-blasde AH 2 R? 2 tels quei etj 2 I, [ I sort de nis dansla base(er;e,) et ont
ete calculesdans le paragraphe 4.6.1. lls sort cortenus dans les sous-matricessuivantes :
-A ., = (Div + Rot)i2ltii2l 2 (R2 2)Ni N -
-Ac.c = (Div + Rot)i2leii2zle 2 (R2 2)Ne N

-Ay .. = (Div + Rot)'2"" 12l 2 (RZ 2)Nt Ne.

-Ac;i = (Div + Rot)!2le:i2h 2 (RZ 2)Ne N
La sous-matriceA,.4 2 (R? 2)Na Na estcompossedesN, N, sous-blasde R? 2, tels que:
8i 2 158] 2 Iy
Ao(vi j:vi i) Aolvi jivi i)

Ao(Vi jivi i) Aolvi j:Vvi i)
Cessous-blas agissen sur les vecteursde R? decompsesdansla baselocale ( j; j):
E (M;
En(M;) = EEM;; ,OUE (Mj) = En(Mj): jetE (Mj) = En(Mj): j.

La sous-matriceA, ., 2 (R? 2Nt Na est composedesN; N, sous-blasde R? 2 suivants :
8i2 1,82 I,
N Ao(vj jivier) Ao(vi j:vier)
Al = @
Ao(vj jiviez) Ao(vi j:viez)

Symetriquemert, la sous-matrice A;.; 2 (R? ?)Na N' est compose desN, N, sous-blas de
R? 2 suivants : 8i 2 15, 8] 2 1,

Ao(vier; Vi i) Ao(viez;Vvi i)
AR = A, =
Ao(vier;Vvi i) Ao(viez;Vvi i)

La sous-matriceA.c 2 (R? ?)Na Ne est compossedesN, N sous-blas de R? ? suivants :
8i 2 15, 8] 2 Ig,
o Ao(vier;Vi i) Ao(viez; Vi i)
A:a;;Jc =
Ao(vier; Vi i) Ao(vjez;Vvi i)

Symetriquemert, la sous-matriceA¢. 5 2 (R? 2)Ne Na estcomposeedesN, N, sous-blasde R? 2
suivants : 8i 2 lg, 8] 2 I,

Ao(vi jivier) Ao(vj j;vier)
Al = Al = @
Ao(vj j;viez) Ao(vy j;viez)

Nous ne detaillerons pas les calculs deselemeris de A, -, etc, car ils sort similaires aux calculs des
elemerts de Rot et Div, expliques dans le paragraphe 4.6.1, ou I'on a remplace vje; par v; ; et
Viez parv j.
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4.7.3 Second membre

Soit F 2 X. An dede nir le produit matrice-vecteur A F, ou F estle vecteur de (R?)N assie
a F dansla baseB, on decomposeF dans cette mémebaseselon:

X X X
F = F(Mjvie + (F My j+F M)y j);
j2|l[|c =1 jzla

ous8i2la F (Mj)=FMj): jetF (Mj) = F(Mj): .

On consicerealorsF = (F, ; F,; F.)" le vecteur de R?N assaie, dont les sous-compsartes sort :
-F = (F1i(M1); F2(M1) ;15 Fa(My, )5 Fo(My, )T 2 (R2)N,

Fa = (F (M, +1)5 F (M, )55 F (M w5 F (M ne))T 2 (R2)Ne,

-FE. = (Fa(Mn Nes2) i F2(Mn Ne+ 1)5:5 Fa(My) 5 Fo(My))T 2 (R#)Ne,

Le produit matrice-vecteur A E estainsi bien de ni. Pour construire la matrice de la formulation
variationnelle (2.43) discretiseesdans X g;;ﬁi, on peut alors proceder a I'elimination des conditions
aux limites essetielles dans A. Cela correspond a eliminer les lignes et les colonnesde A dont les
elemerts dependent de pour les degresde lib erte d'arétes, et les couplesde ligne et de colonnes
de A pour les degresde lib erte de coin. On appelle Ag la matrice ainsi obtenue.

Soit A, . 2 (R? 2Nt Na |a matrice A, ., dont on a elimine les colonnesdependart de
8i 21,8 2 la,

0 Ao(v; j:vier)
Al = @

0 Ao(vj j:viez)

Symetriquemert, A ., 2 (R? ?)Na N estla matrice A;.; dont on aelimine leslignesqui dependert

de 0 1
0 0

Al = @ A
Ao(vier; Vi i) Ao(viez;vi i)

Ce faisart, on n'a pas modi e de terme extra diagonal, puisque A, .5 et A;.; sort dessous-blas
de A extra-diagonaux.

On consicere A . la matrice Az.5 dont on a elimine les termes dependart de , sauf les termes
diagonaux, pour lesquelson a impos la valeur 1 :

0 1
Ai ’J = @ A:
0 Ao(vi j:vi i)
En e et, As.5 correspondant a un bloc diagonalde A, il faut faire attention a presener l'in versibilite

de la matrice ainsi modi ee. Ensuite, on remplacetous les sous-blas lies aux coins, sauf le bloc
diagonal, par zero; et enn, on remplaceAc.. par | .¢, la matrice identit e de (R? 2)Ne Ne,
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On en deduit que la structure par blocs de la matrice Ag 2 (R? 2)N N estla suivante :

0 1
Al A O

Prop osition 4.9 La matrice Ag estinversible.

Demonstra tion. Comme Ay est une forme bilin eaire symetrique, les sous-blas diagonaux de
A ., et A . sort strictement positifs. On a:

1 0
0 jigrad v ji

ji grad vi ji§ 0

Al = N N - et Al =
o 0 jj grad vi jj3 '

Le sous-bla diagonal I .. garartit donc I'in versibilite de Ag.

4.8  -appro che : discr etisation

4.8.1 Champ electrique : partie reguliere

Rer
Pour la -approche, I'approximation du champ electrique s'ecrit : Ep, = Ej, + 'hx|P. Nous
I=1
avons montr e dansle paragraphe4.4.4commert calculerles | . Nousdecrivonsici la secondestape
de la discretisation de la -approche : le calcul de E;. Pour cela, il faut d'abord discretiser la
condition aux limites tangertielles.

Rer
Soit e , un relevemert regulier de e 'hxf. Soite .n = (e, ) linterpolation dee |
I=1
que l'on decompsedans B commesuit :
X X2 X
e .n = "j;vje+ ("j;Vj j+"j;Vj j),avec:
i2hi [l =1 P2l
-8 2L [ 1,8 2f1;29,"j; :e;h(Mj):e;
-8j2|a,"j; ZE;h(Mj)Z j,"j; ZE;h(Mj)I j-
Pourj 2 1, = 1lou2les"j. sort explicitement connus. De méme, pour j 2 lg, les"”,

sort explicitement connus.
Soit E{ 'approximation de B, decomposee dans la basede X g;;ﬁi .

0 X ><2 0 X 0
Eh = Eh; (Mj)vje + Eh; (Mj)Vj jZ
j2h =1 j2la
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Considerons By, I'approximation de B dans X g ..
Ona:B =E%+ e, etB, = BY + e .;,. On endeduit :

X X
Bn = BY, (Mj)+ ", ve

j2h =1
X 0

+ v+ (Bp (M) + )Y
i2la
X X

+ "J VJe
j2le =1

Par identi cation, on trouve:

-8j 21,8 2f1;29, By (Mj) = BD. (Mj)+ ", ,

-8] 2 15, By (Mj) = Bp(M;): R

-8j 2 1a, By, (Mj):= Bu(Mj): = BY. (Mj)+ "),
-8j 21,8 2f1;29, By, (Mj) =", .

En decomposart E,, dansla baseB, on obtient donc:

X X X
E, = Eh; (Mj)vje + Eh; (Mj)Vj j
ji2h =1 j2la
X X X
+ o PRI E
j2lc =1 i2la

SoitE = (B ; E,; B.)T" levecteurde R?N assaie dont lescomposartes sort egalesaux coordonnees
de E, dansB.

Commert construit-on le relevemert discret? On peut par exemple consicerer le relevemert
discret suivant :

"=(Zyt )T ou
- Z, estle vecteur nul de (RH)N' ;
-t = ("o 5055 N Ne: 5 0)T 2 (R2)Na, est le vecteur contenant les valeurs des com-
posartes tangertielles dee ., sur @ nC;
S = (N N1 10 N NetL:2:0n N1 "Ne2)T 2 (R?)Ne est le vecteur cortenant les valeurs

descomposartes de e aux coinsdu maillage.

En d'autres termes, on consene exactemer lesvaleurstangertielles aux points de la discretisation
du bord, et on imposezero sur tous les autres degresde lib erte. Le calcul de ce vecteur seradetaille
dansle paragraphe4.8.2.
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Ona:E = ",etE, = E + E, enposan :

B = (0;By 1. ;050 By .. )T 2 (RO)NaetE ="

E estle vecteur contenant les valeurs descomposartes normalesde Ey, sur @ nC

Si on revient a la formulation variationnelle sur E®, on peut determiner E, et E , enreecrivant
le probleme variationnel (2.43) discretise dans X (E";Ff( commesuit :

Trouver BY 2 X 2% tel que:

8i21 ;8 2f1;2g; Ao(Eﬂ;Vie ) = Lo(vie ) Ao(e .nh;vie ),
8i 21a; Ao(BR Vi i) Lo(vi i) Ao(e ;niVi i)

En regroupart Eﬂ et e ., on peut reecrire I'ensenble de cesequations sousla forme :
Trouver By 2 Xy tel que:

8i21 ;8 2f1;29; Ao(Bh;vie ) = Lo(vie );

: 4.41
8i 2 lg; Ao(En;vi i) = Lo(vi i); (@40
sahant que:
8i 21a; Bn(Mi): i = e (M) i (4.42)
8i 2 lg; En(Mi) = e, (Mj):
Soit A ., 2 (R? 2)Na Nec |a matrice A,., dont on a elimine les lignes dependart de
0 0
Ai;.ja - @ A -

Ao(vi jiVvi i) Aolvi jivi i)
Soit A . 2 (R? 2)Na Ne Ja matrice A,:¢ dont on a elimine les lignes dependart de
8| 2 Ia, 8] 2 Ic, O 1
0 0
Al = @ A -
Ao(vjer;Vvi i) Ao(vjez; Vi i)
Les lignes desequations (4.41) correspondert aux produit matriciels suivants :

A!;!E! +A!;aEa+A!;cEc = L;

AdE +A Ei+AE = L;
oul, 2 (R?)N' |arestriction deL auxi 2 I, ;etL 2 (R?)Na estle vecteurtel que:
L = (0;Lo(VvN,+1 nN+1)3525 05 Lo(UN Ne N Ne)):
On obtient que E est solution du systeme:

A! 3! E! + A! ;aE

I}
r
P
.
| =

Acls

A;!E!+A;aE

I
=
>
-‘g;-

n .
A ,C_¢r

E no.

E =
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On remarque que:
A .BE =A . E =A. E,etAh ,E =A. E =A.E E:

" au secondmembre dans le secondeequation, E satisfait :

D'ou, enpassan A . E

AL B +A. B = L Aral Al
A;!E!"'A;Ea:L A" + " A s
B =
Soit A, 2 (R? 2)N N |a matrice de nie ainsi:
0 1
0 A! ;a A! ;C

PosonsL, = (L, ;L ;Z.)" 2 (R?)N, ou Z, estle vecteur nul de (R2)Ne.
E est alors solution du systeme matriciel :

AcB =1, A": (4.43)

Nous ne detaillerons pasle calcul de L, car il estsimilaire a celui deL, e ectue dansle paragraphe
(4.6.3).

Une fois que E est calcule, on peut ecrire l'approximation calculee sur les arétes dans la base
canonique ( ez ; e2). Pour cela, a chaque point M, i 2 |,, on ass@ie O; 2 R? 2, la matrice de
changemen de basetelle que:

2(Mi)  1(Mj) !
O = @ A -
1(Mi)  2(Mj)

Soit O 2 (R? ?)Na Na |e matrice diagonalepar blocstelle que :

On +1 O 0
O=%b 0 0 K
0 0 Oy n,

Le vecteur correspondant aux composartes dans la basecanonique(e; ; ep) s'ecrit alors: O €.

Remarque 4.10 En pratique, il est plus simple de creer la matrice et le second membie dans la

base cartesiennecomplete, et de proceder a une elimination a posteriori, en faisant un changement
de baseavant I' elimination, et un autre apres pour revenir au systeme cartesien.

Soit | 2 1,. On extrait la doubleligne L 2 (R?)N correspndantai =1, = 1et2 En multipliant a
gauchecette doubleligne par Oy, on I'exprime dansla baselocale ( |; |). On procedea I'elimination

de la premiere ligne de Oy L, puis on multiplie a gauchepar O pour revenir a la base canonique.
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Ensuite, on extrait la doublecolonne C 2 (R?)N correspndantaj = I, = 1 et2. En multipliant
a droite cette double colonne par OIT, on l'exprime dans la base locale ( |; ). On procede a
I'elimination de la premiere colonne de CO. An de rendre la matrice inversible, on impose que
(QOIT)Z?2 = 1, puis on multiplie a droite par O, pour revenir a la base canonique.

4.8.2 Relevement de la CL

Nous venonsde voir qu'il n'est pas necessairede calculer un relevemert explicite dee ., pour
calculer Ey,. Nous allons detailler le calcul descomposartes de ". Tout d'abord, decomposons” en

une partie dependart de e et une partie dependart des 'h;xlp :

NRer

ouixg = (Z ;%X :x) . ete=(Z ;e ;&) avec:

X = (XP(MN +1): N+ 052 XP (M Ne): N Nes 0T

X = (XP(MN Nest )€ XP(MN Nes1 ) i€2505 X (M) ters xP(My ) tep)T s
- = (e(My,+1);0;:56(My N )5 0)T.

Physiquemer, la donneede E: ;g estune valeur assaiee aux composartes du bord, et non
aux sommets.Cependart, dansnotre approximation, nousassaionslavaleurEp: jg auxsommets
du bord car nous utilisons deselemeris nis nodaux. Nous allons consacrerle reste du paragraphe
a la determination de eg..

LorsqueE 2 H(1), E: ja, 2 H2(Ay), 8k 2 f1;::;Kg, maisonn'a pasE: ;g 2 H¥(@).
La fonction e n'est donc pas necessairemencorninue entre deux arétes successies: il n'y a pas
unicite de la valeur de e aux points (M );2 .. Or, comme nous approchons la champ electrique
par deselemerts nis nodaux, nous devons attribuer une valeur au champ electrique approche aux
coins du maillage pour resoudrecette di cult e. Soit M le coin du maillage egal a l'intersection
@\1\ @\,. La valeur attribu eea E;, en M est donnee par la resolution du systeme:

8 :
3 En(M): ja, M ! 1\!||r;nM12Ale(Ml)’

(4.44)

lim Mo):
M>o! M;M22A26( 2)

2 En(M): i A

Ci-dessus,on a suppose pour simpli er que la donnee e est continue par aréte, ce qui est vrai Si
pour tout k, il existe" > Otel queega, 2 H™* (Ay), car pour tout " > 0, H¥* (A,)  CO(A).
Consideronsl'exemple suivant (gure 4.2), aveceja, = letega, = 0.
On a alors:

En(M): ja,

8
< Ez(M) 0;

El(M) = En(M): ja, = L

D'ou: En(M) = ( 1;0)T. Nous sommesainsi en mesurede determiner g,. Il s'agit tout sim-
plemert de resoudrele systeme (4.44) pour chaque coin (M; )i2. du maillage, a n de determiner
Enh.1(M;) et En.2(M;). On a alors :

€ = (En:1(MN Ne+1 ) Ehi2(MN Nes1 )i Ent(MN); Ensa(My))T:
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\ P €a, = 0
As
qu = 1 M
- 11
M o= x Al
JA1 T 1

Fig. 4.2{ Valeur de E;, en un sommetdu domaine.

4.9 Compl ement singulier orthogonal : discr etisation

Pour la methode du complemen singulier orthogonale, I'approximation du champ electrique
Kor

s'ecrit : E,, = L’h + c'h xls. Lesinconnuessort : Eh ainsi que les N coe cien ts c'h, obtenus a
I=1

l'aide descoe cien ts L;m et 'h Dans le paragraphe 4.4.3, nous avons montre commert calculer

les ,'1;"‘, et dansle paragraphe 4.4.4, nous avons detaille le calcul des 'h
Considerons By, = Eﬂ + en, avecey = (e), sonapproximation. Nous allons hous ramener

au calcul direct de By, de la mémefacon qu'on serameneau calcul de B}, dansla -approche.

4.9.1 Champ electrique : partie reguliere

Soit X;, estla matrice approcheede X 2 RNer Ner | construite a l'aide des /™, et 2 RNer,
corntenant les 'h est I'approximation du vecteur . La formulation variationnelle (2.57)-(2.58)
discretisee dans X (E’;;Ff( s'ecrit :
Trouver BY 2 X 2% et ch;2 RV« tels que:

8i 21, ;8 2f1;2g; Ao(B2;vi, )

Lo(vi: ) Ao(en;Vi; );

8i 2 1y; Ao(B2:vi i) = Lo(vi i) Aolen;vi i); (4.45)

XhCh = h;

Celarevient au probleme suivant :
Trouver By, 2 Xy etcp;2 RNe tels que:

8i 21 ;8 2f1;29; Ao(Bn;vi: )= Lo(vi: );

81 2 la; Bn(Mi): i = en(Mi): i;
(4.46)
8i 2 Ic; Bh(Mi) = en(M;);
XhCh = h:

Soit B 2 (R?)N le vecteur assaie a la decomposition de B, dansla baseB. DecommsonsE dela
facon suivante : E = (E! ; Ea; EC)T, ou :
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-B, =B +e,avec:B = (0;Byn(Mn,+1): No+1:i5 0 Bo(My ne): N one)TS

-B. = e,

- e et g, sort determinescomme” et " dansle paragraphe4.8.1.

soita0= Ao 0 2 RANNa) NN o) gr 0= Lo A€ 5 paneNa pogons
E° = g 2 RN« | esequations (4.46) semettent sousla forme suivante :
h
A%’ = Lo (4.47)

Ao, A Ly ont ete construires dans le paragraphe4.8.1. Pour obtenir By, il ne nous reste plus qu'a
calculer les xﬁh. Pour la methode des potertiels, il faut evaluer les'ep .| et 'ey .. Pour calculer
les xIS;h par la -approche, il sut de proceder commeil est explique precedemmer, en prenart
simplemert : fy, = Sy.j.nh €t Sp:|:h.

4.9.2 Champ electrique : partie singuli ere

D'apresle theoreme2.43,on sait que: x> = grad ' p;| + rot 'y, cequi s'ecrit ausside la
facon suivante :
XCI’
xP = grad'ep. + rot 'ey | + him P
m=1

On peut approche donc approcher IesxlS par derivation despotertiels de la facon suivante :

Ner
XPph = grad ('ep.)n + rot ('en:)n + BTk (xh):
I=1

Commepour le calcul de Ey, par lespotertiels p et y (paragraphe4.3.3),on utilise une projection
Px 1-Px pour obtenir une approximation cortinue de x,S;h.
& estalors solution de :

&= Gp® . +RyE . (4.48)

On peut d'autre part calculerlesxlS par la -approche: soit & 2 (R?)N represenant ®, ., dans
la baseB. D'apres(2.64) et le paragraphe4.8.2, & est solution de :

Aok = A LD (4.49)
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4.9.3 Conclusion

Th eoreme 4.11 La -approcheetla MCSO discretiseesdonnenttout calcul fait le m&meresultat :

B+  ong = E:

Demonstra tion. L'addition de la premiere equation de (4.47), qui nousdonne: ApgE= L, Are
et de (4.49) donne:

NCI’ XCF XCF |
Ao B+ ang =L A e+ an ALY
=1 =1 m=1
!
NCI’
cequi deviert a l'aide de la secondeequation de (4.47) : Ag E + G.:h& =Ly A/".Dou

le resultat.

4.10 Regularisation a poids : discr etisation

xg; \ H(!) etant densedansxg; , On peut considerer comme espaced'approximation de
X2 . lespace: X g;;ﬁi, decrit dansle paragraphe4.7.1. La formulation variationnelle (2.69) s'ecrit :
Trouver E®., 2 X 2% tel que:

8i21 ,8 2f1;29 A (E°,;vie)=1L (vie) A (e;vie),
(4.50)
8i 2 1a, A (E% v i)=L (vi i) A (ev i)

Pour exprimer cesequations sousforme matricielle, on procede de la m&éme facon que dans le
paragraphe 4.7.1 par pseudoelimination des degres de liberte conrus. Soit Ap.  (resp. A;. ) la
matrice obtenue en remplacart I'operateur Ag par A dansAg (resp.A;). On serameneau calcul
direct deE ., = EO;h + en, avec commerelevemert discret de la condition tangentielle au bord

e le vecteur e. On construit le vecteur E de la m&me facon que le vecteurE; et le vecteur L de
la m&éme facon que L, en remplacart l'operateur Lo par L . Il s'agit alors de resoudrele systeme
lineaire :

AE =L +A, e (4.51)

Il faut construire la matrice Div , qui correspond au produit scalairedans V° desdivergencesdes
vecteurs de la base By. Cette construction est similaire a la construction de Div, on utilise un
sthemad'integration numerique ad hoc.
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4.11 Analyse d'erreur

Nous allons maintenant etudier la convergencedes methodesde calcul direct de E, c'est a dire
l'erreur que I'on commet en fonction du pas du maillage h. On appelle taux de convelgene la
parametre telque:jjE Enjjx Ch , ou C estune constarte.

4.11.1 Methode avec CL naturelles : convergence

Nous n'avons pas encoreobtenu de resultat quant a lI'analyse d'erreur pour le calcul de E, dans
X k. Cependart, nousavons obsene numeriquemen que cette erreur est gouvernee par l'erreur sur
la condition aux limites. Comme nous utilisons des elemens nis cortinus, nous ne pouvons pas
approcher correctement E: ;@ au voisinagedescoins.En e et, cette quantit e dependdeE: g,
par cortinuite le long desarétes. Or nous ne cortrdlonspasla quantite E: ;g , qui esttreselevee
au(x) voisinage(s)du (des) coin(s) rentrant(s).

4.11.2 Methode du compl ement singulier : convergence

Nous avons etabli que pour le casstatique, la -approche et la methode complemert singulier
orthogonalesort identiques d'un point de vue problemecortinu (section 2.4), formulation variation-
nelle (proposition 2.47) et problemediscret (theoreme 4.11). Nous nous cortentons donc d'etudier
la convergencede la -approche.

L'analyse de la convergencede la methode du complemert singulier a ete realisee par C. Hazard
et S. Lohrengel dans [68]. Elle utilise le lemmede Cea4.1, et I'equivalencedesnormesde H * et de
X(E’ pour lesvecteursde X g; R (theoreme 2.25). La preuve de cornvergenceque nous presenons ici
estlegeremen di ererte car nous n'utilisons pasde fonction de troncature, mais nous obtenonsle
meémetaux de convergence,de l'ordre 2 1 . Nousallons montrer le theoreme suivant :

Th eoreme 4.12 On suppse qu'il existe > 0 tel que 2 1 >0etf,g2 H?2 1 (1),
e2 H?2 2 (@). Alors il existe une constante C > 0 qui ne depend que telle que:

JE Eniixe Ch* 1 (4.52)
Pour prouver ce theoreme, nous avons besoinde la proposition suivante :

Prop osition 4.13 On a l'estimation d'erreur suivante sur le calcul des ' :
Il existeune constante C ne dependant quedu domaine et desdonneestelle que: 8i 2 f1;::;;N¢Q:

' hi<cp

Demonstra tion. La preuve de cette proposition est faite par P. Ciarlet, Jr. et J. He dans [4]]
pour obtenir un taux de 2 , et grAceaux resultats de M. Amara et M. Moussaouidans [4], on
obtient le taux optimal.

Pour tout i 2 f1;::;N¢0, xiF’;h designe I'approximation numerique de xP choisie pour la
represetation. En pratique, on prend souwert : xiF’;h = k(xP). DecompsonsE et Ey, ainsi:

0 Xe iy P 0 Xer i P
E=E°+e + IXi ,Eh = Eh+ e ;h+ Ihxi;h:
i=1 i=1



118 CHAPITRE 4. LE PROBL EME STATIQUE 2D DIRECT DISCRET

Posonsz® = B® BQ,z = e e .,etz’ = ( 'xP LxFh ). D'apreslin egalite de
Cauchy-Scwarz, on a donc :
HE  Eniiz. 3(i2%%,. + iz ii%. +iz"ii%):

Pour montrer le theoreme 4.12, il s'agit alors d'estimer les trois termes du second menbre de
I'in egalite ci-dessus.

Lemme 4.14 On supmse qu'il existe > 0 tel que 2 1 >0etf,g2 H2 1 (1),
e2 H?2 2 (@). Alors il existe une constante C° > 0 qui ne depend que telle que:

iiz%ixe = iB° BRixe C°h*  jiB%j. (4.53)
Demonstra tion. La preuve de cette proposition, que nous reprenons de [68] se fait en trois

etapes:
D'apresle lemmede Cea4.1, commeA o est coercitive, il existe une constarte Cy > 0 telle que:

iB° BPiiyo Co inf jiB®  Fpiixo; (4.54)
E Frn2x2R E
E;

D'apresle theoreme 2.25, il existe une constarte C; > 0 telle que:

iB° Eliixae CoCi inf jiB®  Fpijigu (4.55)
E Fr2xgih
Or, d'apresle theoreme 2.31, pour le nombre consicere, E° 2 H2 (1 ). Comme 2 > 1,

I'analyse d'erreur standard deselemenis nis s'applique [33, 66] :

inr)l(fo,RJJEO Fhiint  C*h? % By
h Ey;k

En prenant, C°= CyC; C% on obtient (4.53).

Lemme 4.15 Il existe une constante Cg > O telle que:
iz jixe Cah® : (4.56)

Demonstra tion. Notonsquepoure2 H? ¥ (@) avec telque2 1 > 0, il existeun
relevemert e2 H2 1 (1) dee etcommeH? 1 (1) CO%), «(e) estbien de ni.

Pour tout i 2 f1;::;Nerg, on posexR 2 H*S(1), s > 0, un relevemert regulier de X" : g .
CommeHs(1) CO(), ((xR) estbien de ni.

NCY . Ncr .
Ona:e = e 'xR eten = k(e 'hxﬁh. Decompsonsz de la facon suivante :
i=1 i=1
R _ . R . .
z =e (e)+ (h ") k(x|)+ Cok(XT) XD

i=1 i=1
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D'apres I'in egalite de Cauchy-Schwarz, en decomposart cette sommeen 2N + 1 termes, on a
I'in egalite suivante :

iz %, (@Ne+1) iie k(e)iig, + b TPk OR)i%,
i=1
+ I X k(X ) %,
i=1
Evaluons lestrois ensenbles de termes du secondmermbre de cette inegalite.
Commee2 H? (1), il existe une constarte Ce; > O telle que:

jie «(€)iixe Ce h?  jiejine
Comme  estcortinue de C(") dansH (! ), on a pour tout i :

B OR)iixe i wdiilixRiipess
avec: jjj «lii = sup k(F).
szg';fzijjjxgzl
En utilisant ceresultat ainsi que celui de la proposition 4.13,0n arrive a :
Ner C i2: Ryii2 02 /2 32
j h k(X)) iixe € 7(h" )%,
i=1
avecC’2 = Ner C2jjj  yjij? mif'JlX(J'J'XiRJ'J';Z-ws)-
Comme8i, xR 2 H1*S(1), il existe une constarte C? > 0 telle que 8i :

xR kORyjixe  CoNKjixRjipges
dou :
Mo . -
I k(X )Jixe  Csh™;
i=1

avec C2 = Ner max(j 'j2) C2jj xR jjZ 1«
|
Finalemert, en prenant Cg = max(Ce; jjejijq2 ; C°%; Cs;)

iz jixe ~ Cehm® 2N
Co N?
ou Cg dependdejjejjy>  etdesjjxRjyus.
Enn, reecrivons zP de la facon suivante :
P _ Xcr i i P i P P .
z" = ( ) Xi h(Xi  Xi.n)
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d'ou :
hilixPlixe + 1 hilixP xPalixe s
Cphe + I hl Xy Xihlixe s
i=1

ou Cp estune constarte qui dependdesjj xf jjx. etdeC . Or, leserreursjjxf  xP jix. sort des
erreursde represettation et dependent du nombre de quadraturesp utilis e pour faire lesintegrations
numeriques.D'ou : jj xP xip;hjjxE = O(h M), Cette erreur est negligeablepar rapport a celle
faite surles '. D'ou :

i 2% ixe j

iiz%jixe Cph?:
On est alors en mesurede montrer le theoreme4.12:
Demonstra tion du th eor eme 4.12. Nous avons etabli que l'erreur jj z%jjx . est en h?
Les erreurs jj zP jjx. etjjz jjx. sort plus faibles. D'ou, en regroupart les resultats des lemmes
4.14 et 4.15, on obtient la majoration (4.52).

1

Nous allons maintenant etudier I'erreur en norme L2(! ). Pour montrer le theoreme 4.17 ci-
dessouspbtenu en utilisant I'astuce d'Aubin-Nitsc he, on a besoindu lemme suivant, prouve dans
la section14.4 de la partie 1V :

Lemme 4.16 Soit f 2 L?(!). Considerons le probleme variationnelle suivant :
Trouver G 2 X2 tel que:

8F 2 XY:Ag(G;F) = (f; Fo: (4.57)
D'apresle theoremede Lax-Milgram, ce problemeadmetune unique solution qui depend contin0ment
def. Soit Gy, I'approximation de G par la -approche. On a alors I'approximation d'erreur suivante
sur le calcul de Gy, : 8 > 0 tel que?2 1 > 0et?2( 1) >0:

IG  Gnlixe Cgijifiioh> * pour  3=4;
iG  Gnlixe Cojifiioh®* ) pour  3=4:

Th eoreme 4.17 On supmse qu'il existe > 0 tel que 2(2 1) > 0,1 " >0f,
g2 H? 1 (1)ete2H? 2 (@). Alors, il existe une constante C° > 0 qui ne depend que
de telle que:

JE Enjio C°h2@ 1) pour 3=4;

(4.58)
JE Enjio C°h' pour 3=4:
Demonstra tion.
Consideronstout d'abord le probleme suivant :
Trouver G 2 X2 tel que:
8F 2 XY:Ao(G:F) = (E Ep;F)o: (4.59)
Comme(E Ep) 2 L?(!), onestdansle cadredu lemme4.16.Soit > 0 tel que 2 1 >0
et2(1 ) > 0. L'approximation de G par la -approche esttelle que:
G Gnlixe CcliE  Enjioh® ' pour 3=4;
(4.60)

G  Gnlixe CcliE  Enjioh®* ) pour  3=4:
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Maintenant, nous allons majorer jj E Enjjo a l'aide de jjG Ghjjxg. Notons d'abord
gu'en prenant commefonction test Gy, dans (2.43) et dans (4.41)-(4.42), on a |'egalite suivante :

(E;Gn)xe = (En;Gn)xe: (4.61)

ce qui nous permet d'obtenir que: (E  Ey; Gh )xg = 0. C'est la propriete d'orthogonalite de
Galerkin. Decomposonsjj E  Epjj3 ainsi :

JE  Enii} Ao(G;E Ep) = Ao(E Ep;G);

= (E EniG)xo (E En;Gn)xe:

= (E  En;G  Gn)xes
MijE Ehjjxg iiG Ghjjxg ,0u M estla constarte de coercivite de Ag;
MCh® ! jiG Ghlixg , d'apresle theoreme4.12,

8
< MC Cgh?(2 1 jiE Eniio; pour 3=4;
d'apres(4.60).
MC Cgh? 1*2(1 ) jiE Enjjo; pour 3=4;

PosonsC® = M C Cg. En divisant la derniereinegalite par jE  Ep jjo, on obtient (4.58).

Remarque 4.18 Si necessaie (en particulier, dansle casou estproche de 1=2), il est possible
d'ameliorer la vitessede convemgene : enra nant localementle maillage, ou en calculant explicite-
ment les termes singuliers suivants du champ[86], ou enare en calculant avec precision la solution
au voisinagedescoins de @ a l'aide d'operateurs Dirichlet-Neumann [8].

4.11.3 Regularisation a poids : convergence

L'analyse d'erreur faite dans [53] reposesur la decomposition de E en un partie reguliere et
le gradiert d'une fonction dont le Laplacien estdansV® : E = zyo + grad , ouzg 2 HI(!)
et 2 V2\ HE(!). Les hypothesessur le champ electrique sort plus fortes que cellesde notre
probleme, car dans[53], il s'agit desequations de Maxwell harmoniques: E est a divergencenulle
etrot E 2 HY(!). D'autre part, leshypothesessur l'espacede discretisation necessiteh de prendre
deselemerts nis d'ordre superieur ou egal a 2. Dans cesconditions (et avec lesbonspoids ), on
a le resultat suivant :

Prop osition 4.19 Soit " > 0 donne. Il existe une constante C- > 0 qui ne depend que" telle
que:
JiE  E njixe Ch*T 5 (4.62)

Nous avons toutefois constate dans les experiencesnumerigues que la methode converge avec la
meme vitesse pour les elemerts nis P; de Lagrange, et pour des donneesmoins regulieres (par
exemple,div E = sp et/ou rot E = sy . Notons qu'il faut travailler avec un maillage assezregulier,
car les experiencesnumerigues montrent que cette methode est plus sensibleque les autres a la
qualite du maillage.
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La vitesse de convergencede la methode a poids est donc meilleure que celle de la methode
du complemert singulier, d'autant meilleure que est proche de 1. Cependart, la norme de X (E’ :
est plus faible que la norme X(E’ : dansX(E’; , divE ., corvergevers g en norme L2(! ), mais ne
corvergepasvers g en norme L2(! ).

4.11.4 Conclusion

D'apres[44], sirot (rot E) 2 L?(!) et siil existe0< < tel queE 2 H (1), alors En g,
'approximation de E par leselemeris nis de Nedelecde [88] est telle que :

jirotE rotEngjio Ch ejE Engjio ChHh

ouC > 0et C%> 0sort desconstartes.
D'apres[7(], avec les mémeshypothesessur E que cellesci-dessus,E pg, I'approximation de E
par leselemerts nis mixtes de Galerkin discortinus est telle que :

JE Ecplieo Cecp; h

ou Cgp: > 0 estune constarte. jj :jjgp estune norme qui cortient la norme L?(! ), la sommedes
normesL2(T,) du rotationel et la sommedesnorme dessauts de discortinuite a travers les arétes.
Surla gure 4.3, 0n a represetie en bleu le taux de convergencede cesdeux methodesen fonction
de

Ainsi, sirot (rot E) 2 L2(!), le taux de convergenceen norme X(E’; de la methode a poids
correspond a celui des deux methodes ci-dessus,a (1 ) pres. Pour la  -approche, bien que
le taux de corvergenceen norme X g soit plus faible, nous avons d'une part une hypotheseplus
faible sur rot E, et d'autre part, le taux de corvergenceen norme L?(! ) est meilleur si > 2=3,
c'est-a-dire si I'angle du coin rentrant est plus petit que3 =2 (voir la gure 4.3).

A
S ;  —JE E Jio
2 —_— ]J E EN d jJ.O;rot
= Lo IE Ecpliep
3
1
2 —JE E jixe
0 I I | -
; .2 3
2 -3 4

Fig. 4.3{ Comportemert deserreurs.



Chapitre 5

Le probl eme statique 2D mixte discret

5.1 L'element ni mixte de Taylor-Ho od P,-P;

Denition 5.1 On parle d'element ni de Taylor-Hood P,-P; lorsque le multiplicateur de La-
grangeet le champelectrique sont evalue sur le méme maillage, le multiplicateur de Lagrange etant
approche par leselements nis de Lagrangecontinus en P et le champelectrique estapproche com-
posantepar composantepar leselements nis de Lagrangecontinus en P,. L'espace d'approximation
du champ electrique est alors :

Xp=fv 2 Cl? vy, 2 P(Th);8Th 2 Tho;
et celui du multiplicateur de Lagrange est alors :
Vi=fu2Co) vy, 2 Py(Th); 8Th 2 Tho:

On notera N1 le nombre de degres de liberte P4, c'est-a-dire le nombre de sommets de la
triangulation du maillage; et N le nombre de degresdelib erte P,, c'est-a-dire le nombre de sommets
plus le nombre d'arétesde la triangulation du maillage.

ConsideronsS;,, i1 2 f 1;:::; N g lessommetsdestriangles T,. Soit N!1 le nombre de sommets
interieursa! , et N%@ le nombre de sommetsdu bord @ . On ordonne cespoints P; ainsi :
8i1 2 11,S;, 2!,et8i; 2 Il@ ,Si; 2 @, ouonadeni lesensenblesdindices suivants :

It = f1;u5Nfg; 1 = NP+ 1,0 NP + Ng getly = 1P [ 1

Soiert u;,, i1 2 |1 lesfonctions de baseP1, qui gererert Vj.

Le champ electrique discretise est recherche dans I'espace(V)2. On ordonnera les points de
discretisation P, (sommets et arétes destriangles) M, i 2 f 1;:::; Ng commec'est indique dans
la section 4.2. Soiti 2 | tel que M; soit un sommet de la triangulation. Alors il existei; 2 11
tel que Si; = M;. On consicererav;, i 2 | lesfonctions de baseP, qui gererert V. On notera
pn I'approximation du multiplicateur de Lagrangeet E( . I'approximation du champ electrique.
P( ;) h estdecompose ainsi : X

P yn = P yn(Siy) Uiy

i1211

On noterag( | 2 RM Je vecteur assa@ie a p( n Py = (P yn(S1) i p ;)h(SNl))T.

Remarque 5.2 On peut aussi utiliser les elements nis de Taylor-Hood P,-iso-P; : le multiplica-
teur de Lagrange est alors evalue sur un maillage grossier T;, en Py et les composantesdu champ

123
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electrique sont evalteessur un maillage n Ton, obtenu par suldivision destriangles du maillage
grossier en P;1. Les espaces d'approximation sont les suivants :

X9 =1fv2Co)? v, 2 PATh);8Th 2 Tho;
pour le champ electrique, et
Vi=fu2Co) :ujr, 2 Pi(Tzn); 8Ton 2 Tang;

pour le multiplicateur de Lagrange. La complexite de I'implementation est similaire a celle des
elements nis P,-P;. Leselements nis P,-P; convergent mieux si la solution est reguliere.

5.2 Condition inf-sup discr ete

5.2.1 Methode avec CL naturelles

La preuve dela condition inf-sup discrete uniforme de la formulation mixte (3.5) pour I'elemert
ni de Taylor-Hood P»-isoP; a ete faite par P. Ciarlet, Jr. et V. Girault dans[39] en 3D, a l'aide
d'un relevemen discret de la condition aux limites normale (voir aussi[19] pour le probleme de
Stokes).

Il s'agit alors de montrer la condition inf-sup pour le coupled'espaces (V9)3; (Vi\ L3() ) .
Pour cela, dans le cas d'un maillage quelconque, les auteurs se ramenern aux inegalites locales
suivantes :

(oh;divvp)o,r € Zjonif.r etjvhis,t ChrjohjiT:
Grace a la technique de [10€, qui prouve la condition inf-sup discrete pour le couple d'espace
(V3)?; (V1\ L3(')) pour le problemede Stokes,on obtient la condition inf-sup globale.

Pour le couple d'espaces(X »; V1), la preuve de la condition inf-sup se montre de la méme

facon. D'ou :

Prop osition 5.3 Il existe une constante ¢ > 0 independantede h telle que:

inf Be(Fn; un)
un2Vi Fr2xe ., )l Fhlixe Ji Unio

5.2.2 Methode avec CL essertielles

X '3 estun sous-espacele X 2, et 8 (Fn; un) 2 Xg'5 Vi, Bo(Fn; un) = Be(Fn; up), on
a donc aussiune condition inf-sup discrete pour le couple d'espaces( X (E’;;F; i V1)

Prop osition 5.4 Il existe une constante , > 0 independantede h telle que:

i Bo(Fh; Un)
Un2Vi thxg?_g ” Fh”X% ” Uhjjo

5.2.3 Regularisation a poids

Nous n'avons pas obtenu de resultat theorigque sur la condition inf-sup discrete dans X (E’; ,
cependart les resultat numeriques suggerert que cette condition n'est pas veri ee de facon uni-
forme : sur desmaillageshomogenreises, le nombre d'it erations de 'algorithme d'Uzawa secomporte
lineairemen enfonction du logarithme du pasmaillage, ce qui nouslaissepenserque  dependdu
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logarithme du pas du maillage. Comme on peut montrer que jj pnjjo; reste petit (voir la section
5.6), la methode corvergetout de mémeassezrapidemen.

Le probleme de la condition inf-sup discrete dans des espacesa poids a ete etudie pour le
probleme de Stokes. Dans [64], V. Girault et al. obtiennent une condition inf-sup discrete avec
un poids qui n'est jamais nul (il est de la forme (r? + 2h?)1™). Dans [14], Z. Belhacdmi et al.
obtiennent un condition inf-sup discrete pour le probleme de Stokes axisymetrique.

5.3 Methode avec CL naturelles mixte : discr etisation

La formulation variationnelle (3.5) discretiseepar leselemerts nis de Taylor-Hood P»-P; s'ecrit
de la facon suivante :
Trouver le couple(pn; En) 2 Vi1 X tel que:

8i21;8 2f1;29 Ag(En;vie )+ Be(vie ;pn) = Le(vie );
. X (5.2)
8i1 2 14 BE(Eh;uil):GE(Vil):
j21
En decomposart p, dans (5.1), on obtient :

X
8i21;8 2f1;29 Ag(Ep;vie )+ Ph(Sj,)Be(vie ;ui,) = Le(vie );
j12l1

8i12 14 Be (En; Ui;) = Ge(Uujy):

Soit E 2 (RN, la represertation de E, dansvect(v; e )i21; 2f 1,29- Nousallons ecrire lesequations
ci-dessusde facon matricielle. Pour cela, nous devons construire les matrices assaieesa Bg et Ge.
Soit Cg 2 (R! 2)Nt N ja matrice composedessousblocsC¢Z ! 2 R? tels que :

8i1211;8] 2 1;C27 = Be(vier;u,) Be(viex;u,) = (@vi;u)o (@Y uUi,)o
Soit G 2 RNt |e vecteur tel que:
8i1 2 11; Gt = Ge(uj,):

Les equations (5.1) se mettent sousla forme :

AeE+ Cip

1
=

(5.2)
CeE

I
I

L'algorithme de resolution de (5.2) estle suivant :
- Resoude Ag E; = L;
- Resoude (CEA.'CL)p = CeE, G;

-Resoude AeE= L Clp.
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5.3.1 Matrice mixte

La matrice mixte Cg 2 (R! 2)Nt 2N est composeedessousblocsCl ! 2 R? 2 tels que::
8iy 2 14,8j 2 |,

X Z Z
Ce'l= (@v;u)o (@v;ui)o = @v; u;, d! @yv; uj, d!
Tis,mjeT Ti

Pour chaquetriangle T, on doit donc calculer les fonctions de baseP4, noteesu;, et lesfonctions
de baseP,, noteesy; . L'integration sefera par un stchemad'integration numerique.

5.3.2 Second membre

Le vecteur du secondmembre G 2 RNt esttel que: G* = (g; Ui, )o. Ce calcul peut etre
e ectue directement, a l'aide d'un schema d'integration numerique, ou en utilisant la fonction
d'interpolation P, deg: g, = 1(g). Soit My 2 RNt Ni e matrice de masseP; telle que :
8i1;j1 2 Iy,
. X z
Ivllll'Jl = (uil;ujl)O: uilujld!:
TS, ;S ,2T |

On en deduit dansle secondcas: G = Myg.

5.4 Compl ement singulier orthogonal mixte : discr etisation

La formulation variationnelle (3.7) discretisee par leselemerts nis de Taylor-Hood P,-P; s'ecrit
de la facon suivante :
Trouver le triplet (pp ; Eh ;cp) 2 Vi X, RNe tel que:

8i21,;8 2f1;2g9; Ao(Bh;vie )+ Bo(vie ;pn) = Lo(vie );

8i 2 l,; Ao(Br;vi i)+ Bo(vi i;pn) = Lo(Vi i);
8i 2 Ia; Bn(Mi): i = en(Mi): i;
8i 2 Ig; Bn(Mi) = en(M;); (5.3)
Xe I;m s m
8m 2 f1;::; Ngg; G:;h , + Bo(Xmipn)= f;
1=1
Nor

8i1 2 Iy; Bo(Bh;ui,) + G:hBo(X{; ui,) = Ge(ui,):
1=1
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Rappelonsque div x> = s'D. Ainsi, on approche Bo (X7 ; Ui, ) par (Sp:n; Ui, )o. En decomposart
pn dans(5.3), on obtient alors:

X1
8i21,;8 211,29, Ao(Bn(M));vie )+ Ph(Si;)Bo(vie ;ui,) = Lo(vie );
i1=l
- %l
8i 2 la; Ao(Bhivi 1)+ Pr(Si;)Bo(Vi i;Ui,) = Lo(Vvi i);
i1=l
8i 2 I,; Br: i = en(Mi): i;
8i 2 I¢; Bh(Mi) = en(M;);
Ner I;m
8m 2 f1;:: NeQ; G:h p + (SD:hiPn)o = h
I=1
. Xer |
8i1 2 Iyg; Bo(Bh; ui,) + C:h(Sp:p:Uig)o = G (uiy):
I=1

Soit B 2 (R?)N, la represernation de By, dansla baseB (4.40). Nous allons ecrire les equations

ci-dessusde facon matricielle. Pour cela, nous devons construire les matrices assieesa ( s'D hyi)o
et Bo.

Soit Sp 2 RNt Ner |a matrice composeede N, vecteurscolonnesdeRN telsque8| 2 f 1;::; Ngr 9
8i1 2 11; 5 = (Sb.n; Uiy):
Soit Co 2 (R! 2)N1 2N |3 matrice composeedessous-blasCi) 2 R 2 tels que

8i1211;8] 21, Ciol;i — CiEl;j;

8i1 2 1;8] 2 1. Cl 0 0

8i1211;8] 2 I, Ci01§j = 0 Bo(vj j;u,) = 0 (@J Vj ; Uiy )o
Soit C; 2 (R 2)N1 2N |3 matrice composeedessous-blas CHtil 2 R 2 tels que
8i121,:8j 21, ctl= 00 ;
8i1211;8] 2 1. ¢l = cg'l;
8i1211;8] 21a C*l= Bo(vj j;uy) 0 = (@ v;uy)o O
Il s'agit de resoudrele systeme matriciel suivant :

AQE+ CgE = Lo Arg;
Xnch + S{p = hs

CoB+ Spcn =

I®

C e
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Ecrivons cesequations sousla forme condenge suivante :

Ao O B, S p- L Ae
0 Xh Ch S5 - h
(5.4)
B .
Co So = G Ce
Ch
SoitCO= Cp Sp 2 RNi#tNe) @N+Ner) | e systeme (5.4) sereecrit ainsi (avec A% E° et L°
decrits au paragraphe4.9.1) :
A%+ CTp = L
(5.5)
CE = G Cre
L'algorithme de resolution de (5.5) est le suivant :
- Resoude A°E] = L° c'est-a-dire: EJ = B, cave : AgB = Ly AreetXpcd = 4

cg
- Resoude (C°(A% 1cT)p=CE] (G Cre);

-Resoude AgB = Ly Are Clpet Xpecn= 1 Shp

5.4.1 Matrices mixtes

Les calculsde Cq et C; sort similaires a ceuxde Ce. On a:

8i1 2 1,;8j 21, Cy

8i121,;8j 21, C/

5.4.2 Second membre
Nous avons remarque que : Bo (X7 ; Ui, ) = (Sp:1; Ui, )o. Ainsi, Sp 2 RNt Ner esttelle que:
ig;l _ . — . . .
S5 = (Sp:i:h; Uip)o = (8p:1:n;Uis)o+ (Sp.:n; Uiy )o:
Le premier terme est tel que : (sg hs U)o = (M1§)i;, ou 5., represerte I'approximation

par les elemerts nis P; de Lagrange de sp .. Le secondterme, qui depend de s§ . est calcule
directemert, a l'aide d'un schemad'integration numerique (section 15.2).
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5.5 Regularisation a poids mixte : discr etisation

La formulation variationnelle (3.10) discretisee par les elemens nis de Taylor-Hood P»-P1
s'ecrit de la facon suivante : Trouver le couple(p .n; E .n) 2 V1 X tel que:

8i21,;8 2fl1;,29 A (E :h;vie )+ B (p:n;u,)=1L (vie);

812 la; A (E .n;vi i)+B (Vi i5p:n)=1L (Vi i);
8i 2 Iy; E n(Mi): i = en(Mi): i; (5.6)
8i 2 Ig; E ;n(Mi) = en(Mi);

8i1 2 Iy; B (E .n;uiy) = G (uj,):

En decomposart p ., dans(5.6), on obtient alors :

X1

8i 21 :8 211:29; A (E ;nivie )+ p:n(Si,)B (vie ;uy) =L (vie);
i1=l
W1

8i 2 la; A (E .njvi i)+ P:n(Si,)B (Vi isu,)=L (Vi i);
i1=l

81 2 Ia; E n(Mi): i = en(Mi): i

812 lc; E :n(Mi) = en(Mj);

8i1 2 I B (E :n;uiy) = G(uj,):

SoitE 2 (RN, larepresenation deE ., dansB (4.40). Nousallons ecrire lesequationsci-dessus
de facon matricielle. Pour cela, nous dewvons construire les matrices asseieesa B et G .
Soit C 2 (R 2)N1 2N |3 matrice composedessous-blasC'*! 2 R! 2 tels que:

8i]_ 2 |]_,8] 2 |! Cil;j = B (Vj el;Uil) B (Vj ez;uil)

= (@vj;ui)o; (@vj;ui)o;
8i121,:8j 21, C*l= 00 ;
8i1211;8] 21, C*l = 0 B (v j;u,) = 0 (@V;uj)

Soit C,. 2 (R! 2)Nt 2N |3 matrice composeedessousblocsCi:') 2 R 2 tels que
8i121.;8j 21, ctl= 00 ;

8i1 2 11;8j 2 1o Ctl

B (vjer;u,) B (vjex;ui)
= (@v;uj)o; (@vj; U)o,

8i1211;8j 21, C* = B (v j;u,) 0 = (@vj;ui,)o; O
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Soitenn G 2 RN |e vecteurtel que:
8i12 11;G* = G (uy) = (g; Uiy )o;

Les equations (5.6) se mettent sousla forme :

AE+C'p = L A,

I

(5.7)
CE =6 Cr.

@

L'algorithme de resolution de (5.7) est le suivant :
-Resoude A E ., =L Ar. €

-Resoude (C A IC")p =CE, (G Ci,

-Resoude A E = L A, e Clp.

5.5.1 Matrices mixtes

C 2 RNt 2N gstcomposeedessousblocsC'tl 2 R2 tels que

X z X z
8i1211;8) 21, C* = r* @v; ui, d! r @y uj, d!
Tiisi M2 T TS, M2n T
8i1211;8) 21 C*M= 00 ;
X z !
8i1211;8j 21, ¢l = O r? @ v uj, d!

TIiSi;;Mj 2T, Ti

Cr. 2 RNt 2N estcomposeedessousblocsCit 2 R 2 tels que:

8ip21,;8j 21, Cctl= 00 ;
X Z X z
8i12 18] 21, Citil = r2 @y uj, d r2 @y uj, d!
' Tiisi M 2T T Tis, M 2T T
X Z |

8i1 2 1,:8] 21, Citi

5.5.2 Second membre

G 2 RVt esttel que: Gt = (g; Ui, Jo: . Ce calcul peut etre approche directemert, a l'aide
d'un sdhema dlintegration numerique, ou en utilisant la fonction d'interpolation P; de g. Soit
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M .12 RNt N1 |e matrice de masseponderee P, telle que: 8i1;j1 2 1,

X Z

M'l;;]{l = (uil;ujl)o; = r?

Ui, uj, d!:

Dans le secondcas,endeduit : G = M .10.

5.6 Analyse d'erreur
Rappelonsque dans le casquasi-€lectrostatique, le multiplicateur de Lagrangeestnul : p = 0.

Lemme 5.5 Pour lestrois methades etudiees,on a l'estimation d'erreur suivante sur le multipli-
cateur de Lagrange: Il existe une constante Cp qui ne depend que du domaine et desdonneestelle
que, pour h susamment petit :

jipniiq  Cph; (5.8)
ou estle taux de convergene du calcul de E sansmultiplicateur de Lagrange.

Ainsi, mémesi p, ne s'annule pas, il prend despetites valeurs. La demonstration suivante est due
a P. Ciarlet, Jr. [35].

Demonstra tion. Le coupled'espaces(X ; Q) peut represetier (X g ; L2(1)), (X%;L%(1)) ou
(X(E’; :L2(1)). Soit (X ; Qn) le couple d'espacesdiscretisesrespectif.  represene I'espace p
ou (methode a poids). Soit L la forme lineaire continue suivante : 8F 2 X,

g LE(F) siX = XE,
L(F)=_. Lo(F) Ag(e;F) siX = X2;
"L (F) A (e;F) siXx = X2

gx vaut g pour X = Xg, et ¢° sinon. Consideronsles problemessuivants :
Le probleme direct continu :
Trouver E 2 X tel que:
(E;F)x = L(F);8F 2 X: (5.9)

Le probleme mixte continu :
Trouver (E; p) 2 (X ; Q) tel que:

(E;F)x + (p;divF)o = L(F); 8 F2X; (5.10)
(divE;d)o = (9x:do; 8 092 Q: (5.11)

Le probleme mixte discretise :
Trouver (En; pn) 2 (Xh; Qn) tel que:

(En;Fn)x *+ (pn;divFh)e = L(Fn); 8 Fn 2 Xp; (5.12)
(divEh; th)g = (9x s Gh)o; 8 Gh 2 Qn: (5.13)
Soit 2  tel que = pp dans! . Consideronsv tel quev = grad .Onadoncv 2 X,
tel que: 8
< divv = p,,; dans!;
rotv = 0; dans! ;

O; sur@ :

V:j@
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v estdonc solution du probleme:
Trouverv 2 X tel que:

(v ;F)x = (pn;divF)q; 8F 2 X: (5.14)

Soit v, la solution du problemediscretise correspondart :
Trouverv, 2 Xy tel que:

(Vi Fr)x = (pn;divFp)g; 8Fh 2 Xp: (5.15)
On a donc:
iiv Vi lix Fhir211;<hjj % Vi lix, ; dapresle lemmede Cea??,
Clipniigh ; (5.16)

d'apreslanalyse d'erreur pour le problemediscret, ou C est une constarte qui ne depend que du
domaine! .
Choisissonsde prendre F, = Ey dans(5.15), et g, = pp dans(5.13). On a alors :
(Vi Endx = (Pn;divEr)g = (9x ;Ph)o = (9x ;divv )q.
Lorsqu'on injecte F, = v, dans(5.12) on obtient :
Z
(f;rotv,)o + (g;divv,)o + evp: d ; siX = Xg;

(Ensvp)x + (pn;divvy)o

(f9 rotvy)o + (g°; di .S
; h)o g°; divv, )g; sinon.

En remplacart le terme (Ep; v,,)x par (gx ; divv )qg et enle transferant au secondmemnbre, on
en deduit :

4
(ph;divvy)g = (f;rotv,)o+ (g;div(v, Vv ))o+ evp: d ; siX = Xg;
@
= (f%rotv,)o + (g°; div(v, VvV ))g; sinon.
Comme par de nition dev ,rotv =0,etv : ;@ =0,0na:
(Pr;divvy)g = (fgrot(vy, v ))o+ (g;div(v, Vv ))o

+ e(vp Vv ): d; siX=Xg;

@ . .
(fO%rot(vy, Vv ))o+ (¢ div(v, Vv ))g; sinon,
cequi sereecrit : (pp; divvy)o = L(v, Vv ).Or,ona:

jipniiy = (pnidivv ) = (pnidiv(v vp))o + (Pnidivvy)o
(pn; div (v Vi))o + L(v,, Vv ):

On en deduit les inegalites suivantes (avec: jjL jjxo = supjL (F)j) :
F2X

iipnii ipnliQiidiv(v  vy)iig + iiLiixeliv — vulix;
d'apreslin egalite de Cauchy-Schwarz,
(i prii + iiLiixo)iiv  Vyiix
Clipniigh (lipniiq + iiLjixo); dapres(5.16).
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D'ou, ensimpliant par jjpnjig, ona:jjpniioc  Ch (jipniio + iiLiixo).
En regroupart les jj p, jjo dans la partie gaude de I'in egalite, on en deduit, pour h susament
petit, tel queCh < 1=2:

ipiic  ipriio + Ch i Ljixo, soit:
lipniiQ 2Ch jjLjjxoh :
D'ou le resultat, avec C, = 2jj L jjxo.
Notons provisoiremert E, 2 X, la solution du probleme discretise direct :
8Fh 2 Xn; A(Enh; Fn) = L(Fn):
Soit (En; pn) 2 X Qn tel que:

A(En; Fn) + B(Fn; pn) L(Fn);8Fh 2 X;

B(Eh;th) = G(th);8th 2 Q:
Lemme 5.6 On a l'estimation suivante:
JEn  Eplix ipniig: (5.17)

Demonstra tion. Ona:A(En Eg;Fn)+ B(Fn;pn) = 0.PrenonsFy = En E,.
D'apresl'in egalite de Cauchy-Schwarz, on obtient :

JEn Enii% dipniioiidiv(En  Ep)iio  lipniiQiiEn  Enplix:

Th eoreme 5.7 Pour les trois methades etudiees, on a les mémesestimations d'erreurs avec ou
sans multiplicateur de Lagrange.

Demonstra tion. D'apreslinegalite triangulaire, onaeneet :
iE  Enix = [i(E Ey)+ (E, En)iix
IE Eplix + JE,  Enlix:

D'ou, d'apresla section(5.5) : jE  Enjjx Ch + Coh =(C+ Cp)h .

5.7 Optimalit e de l'algorithme d'Uzawa

La matrice CA 1CT estsymetrique et de nie positive car A est une forme bilin eaire coercitive
sur X X, et C est de rang maximal. On peut donc appliquer donc l'algorithme du gradient
conjugue (voir la section 15.4) pour calculer p.

An de diminuer le nombre d'it erations de l'algorithme, qui est lie au nombre de conditionne-
ment de CA 1CT, on utilise commematrice de preconditionnemer la matrice de masseM. Celle-ci
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estequivalerte a CA 1CT sila condition inf-sup discrete est uniforme (comme prouve dansla sec-
tion 15.7). Dans ce cas, le nombre d'it erations est independart de h. Pour reduire le co0t d'une
iteration, on remplacela matrice de massepleine par la matrice de massereduite.

Les resultats illustrent le fait que cet algorithme est optimal pour resoudrele probleme mixte
lorsquela condition inf-sup discrete uniforme estveri ee(espacesX g et X 2) . Ainsi, pour I'espace
Xg; , l'algorithme d'Uzawa n'est pas optimal car la condition inf-sup discrete depend du pas du
maillage. Notons pour nir gque dansla mesureou d'une part la dependancenumerique est faible
(voir les experiencesnumeriquesdu chapitre 6), et d'autre part, le multiplicateur de Lagrange est
petit, cen'est pas penalisan, si toutefois on preconditionne le systeme avec la matrice de massea
poids reduite .



Chapitre 6

Resultats numeriques du probl eme
statiqgue 2D

6.1 Intro duction

Les methodes pour la resolution du probleme quasi€lectrostatique (2.1)-(2.3) ont ete pro-
grammeesen Matlab. Nous avons choisis ce logiciel de calcul scierti que car la syntaxe est ma-
tricielle, et on dispose de plusieurs fonctions specialises pour le calcul (inversion de matrices,
recherche de valeurs propres...) et la represenation.

Le domaine d'etude ! pour les tests numeriques est un polygone non-corvexe en forme de L
(gure 6.1). Il ne comporte donc qu'un seul coin rentrant a angle droit, tel que = 2=3 (voir les
sections4.11 et 5.6). Nous avons travaille avec cing di ererts maillages, generes par un maillage
initial, ra n e cing fois mais non- homogeneise. Les caracteristiques de cesmaillages sort les suli-
vantes :

Maillage 1 2 3 4 5
h, pasdu maillage [ 200 10 ! [1:.00 10! |500 102|250 1072|125 10 °
Nombre de triangles 616 2464 9856 3942 158720
Nombre de noeuds P, 351 1317 5097 20049 79521
Nombre de noeuds P, 1317 5097 20049 79521

Tab. 6.1{ Caracteristiques des maillages.

0 2 4 6

Fig. 6.1{ Represemation du domaine d'etude, et du maillage 1.

135
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Nous utiliserons les notations suivantes :
- E , l'approximation du champ electrique calculee a I'aide despotertiels p et y,
- Enat, I'approximation du champ electrique calculeedans X g,
- E , l'approximation du champ electrique calculeepar la -approche, et 4, l'approximation de ,
- E», l'approximation du champ electrique calculee dans X g; R
- Eo, l'approximation du champ electrique calculee dans X 2,
- E , l'approximation du champ electrique calculee dans X g; .
X designel'un ou l'autre desespacesconsiceres, et E}, est de facon generale I'une ou l'autre des
approximations assaiees.On appelle E le champ electrique solution exactedu probleme.On notera
la methode avec condition aux limites naturelles: MCLN et la methode de regularisation a poids :
MRP.

Pour la MRP, nousavonspris = 0:99. Ainsi, le taux de corvergencetheorique (aveclesbonnes
hypothesessur les donnees)de cette methode est d'environ 0:66. Pour la -approche ou la MCSO,
le taux de corvergencetheorique (avec les bonneshypothesessur les donnees) est de 'ordre de
0:33.

A n d'etudier le taux de convergencedes methodes, nous calculonsle taux de decroissancede
l'erreur en norme X ou L?(! ) entre deux maillages consecultifs :

10010(ji En,;,  Elix ouo) 10919(JiEn;  Elix ouo)

Pouri 2 115495 1 = 1050(Ni2 ) 10gz0( M)

Nous utiliserons la notation suivante : meth:nor m €S taux de corvergencede la methode meth en
norme norm. Notons que pour etudier l'erreur en norme X, nous n'avons besoinque desdonnees
et de Ey. En revanche, pour calculer I'erreur ennorme L2(!), il faut disposerd'une approximation
discrete du champ electrique exact, ce qui n'est pasle casen gereral.

Dansla section6.2, on presene lesresultatsdu calcul de E, par leselemens nis P; delLagrange
cortinus composarte par composarte. Dans la section 6.3, on presette lesresultats du calcul de E
par leselemens nis mixtes P1-P, de Lagrange cortinus composarie par composarte.

6.2 Calcul direct

A n de tester les methodes directes en P41, nous choisissonsles trois cas-testssuivants :

- Cas test 1: gsinusedaleenx ety, f = 0, et e= 0. On conndt alors la solution analytique de
(2.1)-(2.3), qui est de plus reguliere; onadonc p = 0.
-Castest 2:g= sp,f = 0ete= 0. La solution de (2.1)-(2.3) est grad ' p = grad 'ep +

p xP. On ne conndt pasgrad 'ep exactemen, mais on peut I'approcher en calculart 'ep par les
elemerts nis P; de Lagrange. grad 'ep estalors (Pg)?, c'est-a-dire constart par triangle.
-Castest 3:f = 0,g= Oete= x": ;g.Danscecas,la condition aux limites tangertielle
n'est pas nulle. La solution de (2.1)-(2.3) est conrue et vaut E = xP.

6.2.1 Cas regulier

On resout (2.1)-(2.3) avec:f = 0,g = 2 sin xsin ydans!, e = 0 sur la frontiere @ .
COoSs X sin y

Le champ E solution est alors : E = . . Dans ce paragraphe, Eq represene
sin X cos y

I'approximation de E calcule dansxg;R sanscomplemert singulier.
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Dans les tableaux 6.2, on a represernie a gaude les erreurs en norme L?() et a droite les
taux de cornvergencede ceserreurs. Le calcul de l'erreur estfait a l'aide d'un schemad'integration
numerique a sept points par triangle, sadhant qu'on conndt la solution exacte en tous points. On
obsene que la methode qui corverge le moins bien est le calcul du champ par les poterntiels. En
eet, E est Py alors que les autres approximations sort P;. Comme  est nul, la methode du
complemernt singulier revient a e ectuer le calcul du champ quasi-€lectrostatique dans X g;R. La
di erence(inferieure a 0.01%) est due a l'erreur sur le calcul de : |, n'est pas exactemen nul.
Notons de plus qu'on obtient exactemen le m&éme resultat numerique avec la -approche et la
MCSO.

Danslestableaux 6.3, on a represetie a gaude les erreursen norme X et a droite lestaux de
corvergencede ceserreurs. De méme,le calcul de l'erreur estfait al'aide d'un schemad'integration
numerique a sept points par triangle, sacant qu'on conndt g en tous points. Pour les methodes
de calcul direct, lestaux de convergencesort de l'ordre de 1, ce qui correspond au taux attendu
lorsqu'on approche un champ regulier avec les elemerts nis de LagrangeP;. Le calcul du champ
dans X(E’ (avec ou sanscomplemert singulier) corverge mieux que le calcul dans X g, car on tient
compte explicitement de la condition limite (commeon le verra danslestableaux suivants). Notons
qu'on a un facteur deux ertre le taux de convergencede la -approche en norme X g et celui en
norme L?(), comme c'est attendu par la theorie (voir le paragraphe 4.11.2). Pour la MRP, on
remarque qu'on a quasimert la méme erreur en norme X(E’ et en norme X(E’; , toujours car la
donnee et la solution sort regulieres. Il senble qu'on ait aussiun facteur deux ertre le taux de
corvergencede la MRP ennorme X g et celui en norme L?()

Dans lestableaux 6.4, on a represenie a gaude les erreurs sur la composarte tangertielle sur
@, ennorme L?(@ ) et a droite lestaux de corvergencede ceserreurs. La quantite jjE : jjo. @
correspond ici a l'erreur d'interpolation ertre  xP: ;g et nh W(XxP: @)

Maillage 1 2 3 4 5
JE  Eijjo | 3:0% | 0:9% | 0:3% | 0:0% | 0:0%
jiEnat Eljjo | 40% | 1:4% | 0:4% | 0:1% | 0:0%
JE  Eijjo | 25% | 0:6% | 0:2% | 0:0% | 0:0%
iEo Ejio | 24% | 0:6% | 0:2% | 0:0% | 0:0%
JE  Ejjo | 12% | 0:3% | 0:1% | 0:0% | 0:0%

. | 1=2 | 2=3 | 3=4 | 45
o | 1:80| 1:75 | 168 | 1:62
nato | 155 | 1:82 | 1:94 | 1.93
o | 199 | 1:99 | 2:.00 | 2.01
1:.93 | 1,94 | 1.94 | 1.96

Tab. 6.2{ Casregulier: Erreurs L2(! ) et taux de convergence.
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Maillage 1 2 3 4 5
i E Ejixg | 370% | 20:3% | 11:7% | 7:1% | 4:5%
JiEnat  Ejjxg | 3L4% | 158% | 7:9% | 4:.0% | 2:0%
iE Ejixe | 323% | 160% | 8:0% | 4:0% | 2:0%
JiE> Eljjxz | 323% | 16:0% | 8:0% | 4:0% | 2:0%
JiEo Eljjxe |323% | 160% | 7:9% | 4:.0% | 2:0%
iE E jjxg - | 30:2% | 148% | 7:4% | 3:7% | 1:8%
il E E jjxé 330% | 16:1% | 8:0% | 4:0% | 2:0%

i 1=2 | 2=83 | 344 | 455
xe | 0:87]0:79 | 0:72 | 0:64
nat; xe | 0:99| 0:99 | 1:00 | 1.00
-xg | 1:01] 1:.01 | 1:00 | 1:.00
xo | 1:02] 101|100 | 1:00
xo | 1:02] 1.01| 1.00 | 1:00

Tab. 6.3{ Casregulier: Erreurs X et taux de convergence.

Maillage 1 2 3 4 5
il E Ejjo@ | 26% | 0:1% | 0:0% | 0:0% | 0:0%
JiEnat Eljjo@ | 5:6% | 2:0% | 0:6% | 0:2% | 0:0%
il E Ejjo@ | 0:0% | 0:0% | 0:0% | 0:0% | 0:0%

i 1=2 | 2=3 | 34 | 45
-@! 1:47| 1:47 | 1:48 | 1:50
nat@ | 1:36 | 1:70 | 1:82 | 1:85
@ | 412 | 4.03 | 401 | 4.00

Tab. 6.4{ Casregulier: Erreurs L%(@ ) et taux de corvergence.

6.2.2 Premier cas singulier

On resout (2.1)-(2.3) aveccette fois: f = 0,9 = sp,e = 0.

Le champ E solution estalors: E = grad'p = grad'ep + xP. On ne connat donc pas
exactemen le champ exact, aussion prend comme approximation du champ exact pour calculer
l'erreur ennormeL?(! ) :Ep = grad 'ep:n, + nxP, ou'ep.n approche par leselemerts nis Py,
et grad 'ep, estobtenu par projection P1-P,. Rappelonsque dans notre situation, ona = 2=3,
et donc 1 =2 1. Ainsi, sp 2 H? 1 (1) pourtous0< " < 2 1 (d'apres[67], thm.
1.2.18).0On estdansle cadre deshypothesesdu paragraphe4.11.2: le taux de convergenceattendu
pour la -approche est bien de I'ordre de 0:33. En revanche, on ne peut pas savoir quel est le taux
de corvergenceattendu pour la methode a poids car on n'a pas|'hypothesediv E = 0 requisepour
appliquer la proposition 4.19.De mémeque dansle casregulier,la -approche et la MCSO donnert
les mémesresultats numeriques.

Dans lestableaux 6.5, on a represene a gaude les erreursen norme L2(), calculeesa l'aide
d'un schemad'integration numerique a sept points (pour approcher au mieux x "), et a droite les
taux de convergencede ceserreurs. On remarque que cette fois-ci, la donneen'etant pas reguliere,
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il estcrucial d'utiliser le complemert singulier pour approcher correctement E dans X g;h. Sinon, il
n'y a pasconvergencevers la solution exacte (voir la quatriemeligne : jjEqo Epjjo), commec'est
annonae par la theorie. En fait, Ey corverge vers une solution reguliere autre que E.

Danslestableaux 6.6, on a represetie a gaude les erreursen norme X et a droite lestaux de
corvergencede ceserreurs. De méme,le calcul de l'erreur estfait al'aide d'un schemad'integration
numerique a sept points par triangle (pour approcher au mieux sk ). Pour la -approche, on a un
taux de corvergencede l'ordre de 0:33, ce qui correspond a la theorie. Le taux de convergenceen
norme L?(! ) estde l'ordre de 0:72, ce qui est meilleur que deux fois meilleur que le taux attendu,
del'ordre de 0:66, mais commenous ne disposonspas de la solution analytique, cela correspond au
taux de convergenceertre deux calculsdi ererts. Notons que, cortrairement au casou la solution
exacte est reguliere, la MRP ne converge pas en norme X (E’.

Detaillons les erreurs en norme X . Dans les tableaux 6.7, on donne a gaude les erreurs
de jj div Ex Sp:nlio; ), dejjrot Ex jjo etdejjEx . jjo.@ ; et a droite lestaux de corvergence
correspondarts. On remargueque pour lestrois methodes,l'erreur est moins forte sur le rotationnel
que sur la divergence.Cela est d0l au fait que nous avons choisi une solution a rotationnel nul. De
meéme que dans I'exemple du precedert paragraphe, pour la methode du complemert singulier,
l'erreur JE : Jjo.@ estsimplemert une erreur d'interpolation. On remarque en revanche que
pour la MCLN, l'erreur sur la composane tangertielle a @ est mediocre et surtout ne decrdt
pas. En fait, on ne contrdle pas la composarte normale au bord de E 4, qui est singuliere au
voisinagedu coin, commec'est illustr e sur la gure 6.2. En e et, sur cette gure, on a represere
JEnat: @ | aréte par arete sur le bord @ . On remarque qu'au voisinagedu coin rentrant (sur A°
etA ), jEnat: j@ ] augmerte brusquemer. Cela est d0 au fait que par cortinuite deselemerts
Nis Py, jEnat© jaojtendversjEnar: ja j€tjEnat: A jtendversjEpa @ aoj auvoisinagedu
coin rentrant : la valeur de E 5 :  sur AC tend en son extremite versla valeur de Ea:  sur
A .Demeéme,lavaleurdeE s : surA tend ensonextremite versla valeur de Epg : sur AC.
Or, cette quartit e prend desvaleurs plus eleveesque la moyenne.

Maillage 1 2 3 4 5
JE Epjjo | 103% | 6:2% | 3:8% | 23% | 1.4%
JiEnat  Epjjo | 519% | 491% | 455% | 41:7% | 37:8%
JiE Epjio | 128% | 7:6% | 46% | 28% | 1.7%
ijEo Ebpijjo | 70:9% | 733% | 747% | 755%
JE Epjjo | 56:8% | 452% | 345% | 26:7% | 21%

. [ 1=2 | 23 [ 34 | 45
o | 0:73] 0:72| 0:70 | 0:69
hato | 024 | 0:22 [ 0:20 | 0:17
o | 075|073 [ 0:72 | 0:70
0:33] 0:39 | 0:37 | 0:35

Tab. 6.5{ Cassingulier 1 : Erreurs L?(! ) et taux de corvergence.
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Maillage 1 2 3 4 5
JiEnat Ebpjixe | 442% | 37.5% | 323% | 281% | 249%
JIE  Epjixe | 397% | 314% | 249% | 198% | 157%
JE  Epjj x0. | 453% | 35:3% | 286% | 23:6% | 19.6%
JE  Epjj xo | 76:3% | 938%

i 1=2 | 23 | 34 | 45
nat: xg | 0:24 | 0:22 | 0:20 | 0:17
‘xe | 0:34]0:33] 0:33| 0:33
xo. | 0:34] 0:30 | 0:28 | 0:27

Tab. 6.6 { Cassingulier 1 : Erreurs X et taux de convergence.

Maillage 1 2 3 4 5
jirot Enatiio 144% | 133% | 120% | 107% | 9:6%
jidivEna  Spiio | 37:8% | 30:2% | 24:2% | 195% | 15.7%
jiEnat ! j@iice | 17:7% | 17:.9% | 17.7% | 17:3% | 167%
jirot E jjo 135% | 105% | 8:2% | 6:4% | 5:0%
jidivE  spjio | 37:3% | 296% | 23:6% | 187% | 148%
JE : j@lioe 0:0% | 0:0% | 0:0% | 0:0% | 0:0%
jirot E jjo 25:7% | 21:9% | 17:7% | 144% | 11:7%
jidiv E Spljo: | 37:3% | 27:7% | 224% | 187% | 158%

i 1=2 2=3 | 34 | 455
nat: rot 0:11 | 0:15| 0:17 | 0:16
nat; div 0:32 | 0:32] 0:31] 0:31
nat:@ 0:02 | 0:02 | 0:03 | 0:05

- rot 0:36 | 0:36| 0:35 | 0:35
- div 0:33 | 0:33]| 0:34 | 0:34
-@! 2:00 | 200 | 2.00 | 2:01
‘ot 0:23 | 0:31| 0:30| 0:30
div 0:43 | 0:31| 0:26 | 0:24

Tab. 6.7{ Cassingulier 1 : Erreurs rot , div, E: i@ et taux de convergence.



6.2. Calcul direct 141

OJiEn: jalioarete=iiBn jalica

Fig. 6.2{ Cassingulier 1:jEna: ;@ | aréte par aréte.

6.2.3 Second cas singulier

On resout(2.1)-(2.3) avec:f = 0,g = 0,e = x”: .Lechamp E solution estalors: E = xP
(donc = 1). On ne donne que l'erreur en norme L?(! ) et en norme X g puisque nous venons
d'analyser l'erreur au bord au premier cas-testsingulier et que les comportemerts sort similaires
entre les deux cas singuliers. Ce test permet de veri er la robustessedu code : il montre qu'il
fonctionne correctemert pour des problemesavec condition aux limites non homogenes, et qu'il
donne de bonsresultats méme avec desdonneestr es singulieres.

Dans lestableaux 6.8, on a represeite a gaude les erreurs en norme L (! ), calculeesa l'aide
d'un sdhemad'integration numerique a sept points (pour approcher au mieux x").

Dans lestableaux 6.9, on a represerte a gaude leserreursen norme X et a droite lestaux de
corvergencede ceserreurs. De méme,le calcul de l'erreur estfait al'aide d'un schemad'integration
numerique a sept points par triangle. Pour la -approche, on a une erreur tres faible car elle ne
porte pratiguement que sur la composarte tangertielle a @ .

Dans le tableau 6.10, nous preserons les resulats des calculs proposes au paragraphe 2.4.3.
Rappelonsquex” :  estnul sur lesarétesdu coin rentrant, et regulier ailleurs. Nous pouvons donc
utiliser le theoreme 2.45. Soit e un relevemen regulier de e.

On note ¢ l'approximation de ala Grisvard : g = Z((rot en;Sn:h)o + (div en;Sp.n)o) = ; et
l'approximation de a la Nazarov-Plamenevsky: np = enSn:hd = . Pour le calcul de gy,

. 0
e est construit de sorte que:

8 .
3 en(S) = 0821

en: i = 0;8i 2l
2 ep: i = xP(S): ;8 21y
Coen(S) = xP(S); 82l

Les parties regulieres des fonctions singulieresdualessp et sy sort approcheesavec les elemerts
nis P;. Nousavons utilise un schemad'integration a sept points par triangle pour le calculde g,
et a quatre points par arete pour le calculde np. Le premier schemaest exact pour les polynbmes
de degre cing et le secondpour les polyndmesde degre trois. Ainsi, commeon peut I'observer sur le
tableau 6.10, le calcul de g, est plus precis.On constate neanmoinsque les deux calculs donnert
de tresbonsresultats, avec un erreur inferieure a 5% desle premier maillage. Pour lesdeux calculs,

le taux de cornvergenceest de l'ordre de 1.
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Maillage 1 2 3 4 5
iEnat X jjo | 696% | 65:6% | 55:2% | 49.5% | 445%
iE  xPiio | 0:4% | 0:1% | 0:0% | 0:0% | 0:0%
HE  xFPiio | 547% | 421% | 321% | 246% | 19.0%

i 1=2 | 2=3 | 34 | 455
nato | 0:08 | 0:11 | 0:13 | 0:15
- 1:38 | 1:36 | 1:35 | 1:34
0:38 | 0:39 | 0:38 | 0:37

Tab. 6.8{ Cassingulier 2 : Erreurs L?(! ) et taux de corvergence.

Maillage 1 2 3 4 5
Enat X" ix. | 31:4% | 30.2% | 289% | 27:5% | 26:1%
JE  xPiix. | 02% | 0:1% | 0:0% | 0:0% | 0:0%
JjE xP lixe | 434% | 36:1% | 295% | 239% | 192%

. [ 1=2 [ 23] 34 | 45
natxe | 0:06 | 0:06 | 0:07 | 0:08
‘x. | 138]1:36| 1:35| 1:34
e, | 027]0:29] 030 0:32

Tab. 6.9{ Cassingulier 2 : Erreurs X et taux de convergence.

Maillage 1 2 3 4 5
Gr 0:996 | 0:998 | 0:999 | 1:.000 | 1:000
NP 0:956 | 0:978 | 0:989 | 0:995 | 0:997

Tab. 6.10{ Cassingulier 2 : Deux calculs de

6.3 Utilisation du multiplicateur de Lagrange

Danscette section,nousdonnonsdesresultats de l'approximation du champ quasi-electrostatique
par leselemerts nis de Taylor-Hood P»-P;, avec lesdonneessuivantes: f = 0,g = 1dans! et
e = 0. Pour lestrois methodes, nous avons evalue le multiplicateur avec l'algorithme du gradient
conjugue avec un critere d'arreét egala 10 ° de trois faconsdi ererts :

- Sanspreconditionner la matrice CA CT (paragraphe 15.4.1),

- En preconditionnart cette matrice par la matrice de masseL (; y(! ) P1 (paragraphe 15.4.2),

- En preconditionnart cette matrice par la matrice de masselL . y(! ) Py reduite (sections 15.5,
15.6, et 15.7, partie 1V).

Rappelonsque si la condition inf-sup discrete est uniforme, la matrice CA 'CT estequivalerte a
la matrice de masseM, elle-memeequivalerte ala matrice de massediagonale® . Cestrois methodes
de calcul donnert le m&meresultat pour pn, on aura donc le m&meresultat pour I'approximation
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En, mais les algorithmes de resolution ne convergert pas a la méme vitesse et n'ont pasle méme
coOt calcul. Notons que commepy, est petit, I'approximation de E}, correspond a celle en Po.

Dans le tableau 6.11, on donne les erreurs d'approximation de E en P,-P; et en P; pour la
MCLN, la MCSO et la MRP, ainsi que lestaux de corvergencecorrespondants. On remarque que
c'estla MCSO qui donnele resultat le plus precis.Notons que bien que le taux de corvergencede la
MCLN soit faible, cette methode donneapproximation correctesur le maillage le plus grossier.Pour
la MRP, en P»-P;, on a un taux de convergenceproche du taux theorigue attendu. En revanche,
en P4, le taux de cornvergencedecrdt de 0:70 a 0:45. Ainsi, l'utilisation d'elemerts nis P, tend a
stabiliser le taux de corvergence.Le taux de corvergencede la MCSO est superieur a 0:33, que ce
soit en P,-P; ou en Py : il y a un phenonmenede super-corvergence,certainemert d0 au fait quela
solution est plus regulierequeH? 1 (1). Pour lestrois methodes, notons que I'erreur en P4 sur
le maillage i + 1 estmoins bonne que l'erreur en P, sur le maillage i, pour un co0t calcul similaire.
En e et, leselemenis nis P, permettent d'approcher avec plus de precisionla partie reguliere de
la solution.

Dans le tableau 6.12, on donne le nombre d'it erations Nj; et le nombre de conditionnemert
de CA ICT ( estdeni en15.1, partie IV) pour lestrois methodes directes en P»-P;. Ce calcul
n'est pas redhibitoire pour la MCSO et la MCLN, mais on peut diminuer le nombre d'it erations.
Pour la MRP, le calcul est beaucouptrop codteux : le nombre d'it erations est tres eleve et crot
tresrapidemert.

Dans le tableau 6.13, on donne le nombre d'it erations et le nombre de conditionnemert de
M 1CA ICT, ouM estla matrice de masseexacte.Le nombre d'it erations estpeu elew, et surtout,
il estindependart de h pour la MCLN et la MCSO. Pour la MRP, log;o( ) crot lineairemen en
fonction de log,o(h), avec une pente d'ordre 1. Pour les trois methodes, le nombre d'it erations est
raisonnable,neanmoins,chaqueit eration reste coOteusecar il faut inverserla matrice de masseM.

Dans le tableau 6.14, on donne le nombre d'it erations et le nombre de conditionnemert de
B 172CA ICT 8 72 ou 8 estla matrice de massereduite. Le nombre d'it erations est peu elewe,
et le co0t d'une iteration est le méme que sans preconditionnemen. Ce preconditionnemen est
donc bon compromis.

Maillage 1 2 3 4 5

JiEnat Eljjxg, P2-P1 | 11:12% | 10:6% | 10:0% | 9:3%
JiEnat Eljixe, P1 16:1% | 132% | 11:7% | 10:8% | 10:1%
jj E-» E jjx £ P2-P4 3 7% 2:0% 1.2% 0:8%
HE2 Eljixe, P1 139% | 7:8% | 4:3% | 24% | 1.4%
ilE Ejjxg_ ,Po-P1 | 7:.3% | 46% | 29% | 1.8%
iE Ejjxvg_ , P1 195% | 120% | 7:7% | 53% | 4:9%

i 1=2 | 2=3 | 34 | 45
nat; X g » P2-P1 | 0:07 | 0:09 | 0:09
nat: X g » P1 0:28 | 0:17 | 0:12 | 0:10
?2:Xgs Pz-Pl 0:86 | 0:73 | 0:65
2:xe, P1 0:83 | 0:86| 0:84 | 0:78
X2 , P>-P1 | 0:67 | 0:67 | 0:69
xo , P1 0:70 | 0:64 | 0:54 | 0:45

NE

Tab. 6.11{ Problememixte : Erreurs X et taux de corvergence.
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Maillage 1 2 3 4
MCLN, N; | 21 22 22 | 23
MCLN, 25 28 30 | 31
MCSO Nj; 37 37 40 | 41
MCSO 120 | 138 | 151 | 157
MRP Nj 137 | 364 | > 600
MRP > 100 [ > 1P | > 10°

Tab. 6.12{ Problememixte, sanspreconditionnemer.

Maillage
MCLN, Nj
MCLN,
MCSO Nj
MCSO
MRP N
MRP

OO0 N &~

Tab. 6.13{ Problememixte, preconditionnemen avec la matrice de masseexacte.

Maillage 1 2 3 4
MCLN, N;i | 15 | 15 14 14
MCLN, 8 8 9 9
MCSON;; | 25 | 26 27 27
MCSO 37 | 41 43 45
MRP Ni 48 | 82 155 | 271

MRP 317| 1890 | 8900 | 34400

Tab. 6.14{ Problememixte, preconditionnemen avec la matrice de massereduite.
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6.4 Allure du champ quasi-electrostatique

Sur les gures qui suivert, on a represeine les valeurs normalisees des composares de E x,
approche avec les elemerts nis de Taylor-Hood P»-P1 sur le quatrieme maillage. On remarquera
pour lestrois methodes,le champ electrique a la mémeallure, il s'enrouleautour du coin rentrant.
Les valeurs maximales des composaries de Ey, sort de l'ordre de 1:3 pour la MCLN et la MRP,
alors que pour la MCSO, ellessort del'ordre de 1:8, car on ajoute explicitemert le champ singulier,
qui prend de tresgrandesvaleurs au voisinagedu coin rentrant.

Sur les gures 6.3 et 6.4, Ex = Enpa. On obsene comme prevu que le champ electrique
est tres intense au voisinage du coin rentrant. On peut voir sur le zoom que la condition aux
limites tangertielles n'est pas exactemen nulle au voisinagedu coin rentrant, car elle estimpose
faiblemert.

Surla gure 6.5,Ex = E,. De méme,le champ electrique est tr esintense au voisinage du
coin rentrant. L'approximation du champ electrique est in nie au coin rentrant, on ne peut donc
pasrepresetter le champ electrique en cepoint. C'est pourguoi, pour la represertation, on atronque
lestriangles qui touchert le coin rentrant, commeon peut l'observer sur le zoom. On obsene cette
fois-ci que la condition aux limites tangertielles est bien nulle partout.

Sur la gure 6.8, Ex = E . Encore une fois, on constate que le champ electrique est tres
intense au voisinagedu coin rentrant. Par rapport aux gures precedertes, on remarque un leger
deplacemen de la valeur maximale, qui est en fait un artefact de calcul. Comme pour la MCSO, il
est clair que la condition aux limites tangertielles est nulle (elle est en fait exactemen nulle pour
cette approche).
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Fig. 6.4{ Enatx et Enaty : zoom au voisinagedu coin rentrant.
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Fig. 6.5{ MCSO : amplitudes relativesde E, .x et E, ..

Fig. 6.6{ E».x et E5.y : zoom au voisinagedu coin rentrant.
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Fig. 6.7{ MRP : amplitudes relativesde E ;x et E ..

Fig. 6.8{ E x et E .y : zoom au voisinagedu coin rentrant.
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6.5 Conclusions

Pour conclure,rappelonslesprincipaux resultats obsenespour la MCLN, la MCSO et la MRP :
- Dansle casd'une solution reguliere, cesmethodessort equivalertes (erreur ennorme X del'ordre
de 30% sur le premier maillage et de I'ordre de 2% sur le dernier).

- La methode directe la plus simple a programmer estla MCLN (pas de traitement particulier pour

les noeudsdu bord ni pour les singularites). La methode directe la plus complexea programmer
estla -approche en Py et la MCSO en P,-P;.

- L'approximation de E dansX 2% divergesi Eq 62H(! ),

- La -approche et la MCSO donnert exactemert le meémeresultat numerique en Py,

- Pour la MRP, jjdivE gjio divergesi la solution exacte E 62H (! ),

- Lestrois methodessort robustes: ellescorvergert méme avec desdonneespeu regulieres (para-

graphe 6.2.3),

- Pour la resolution du problememixte, le preconditionnemer de CA CT avecla matrice de masse
reduite permet de reduire nombre d'it erations sansco0t supplemertaire,

- Experimertalemert, la methode qui estla plus performante enterme de precisionestla -approche

pour le Py et la MCSO pour le Py-Pq,

- Pour la MCLN, l'approximation mediocre dela composarte tangertielle a@ n'est pasredhibitoire,

car pour desdonneespeu singulieres (comme cellesde la section 6.3), l'erreur de convergenceest
de l'ordre de 16%en P; et 11% en P,-P; desle premier maillage.

Nous ne preserons pas tous les resultats obtenus, neanmoinsnous signalonsau lecteur que la
MRP depend fortement du maillage. Notons d'une part que l'utilisation de maillageshomogeneises
stabilise le taux de cornvergenceen P;; d'autre part, si le maillage est trop ran e localemen
autour d'un noeud autre que le coin rentrant, le champ electrique peut prendre de grandesvaleurs
au voisinagede ce noeud.
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Troisi eme partie

Le probl eme tridimensionnel
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Chapitre 7

Notations et resultats preliminaires
3D

7.1 Notations relativ es au domaine d'etude

Le domaine d'etude R3 est un polyedre de frontiere lipschitzienne @. On supposeen
particulier que estsimplemert connexeet que @ estconnexe.Dans le casgeneral, on renvoie le
lecteur a [5].

La frontiere @ estcomposeede K facesouvertesFy, k2 f1;:;; Kg: @ = [ «Fk. La normale
unitaire sortante a Fy estnotee .

On appeleraAy .| l'arete partageeertre lesfacesFy et Fj, et . 2]0; [\] ;2 [langle diedre
erntre cesfaces. Soit .| le vecteur parallelea Ag.j, et = k- Ainsi, lecouple( k; «:1)

FaceF,

Okl
AréteAk;|

Fig. 7.1{ Vecteursnormaux et tangertiels a Fy et F|.

forme une baseorthonormeedans|e plan genere par Fy; et ( k; «:1; k) forme une baseortho-
normeede R3 (voir la gure 7.1). On utilisera les notations suivantes :

(e1;€2;e3) = (& ey;e;) : baseorthonormale canoniquede R3.

(X1;X2;X3) = (X;Vy;z):coordonneesd'un point de R3.

u = (up;uz;uz) = (ux; uy;uz) : composartes d'un champ de vecteursde R3.
U:vV = upvy + UV + uzvz 2 R : produit scalaire3D erntre u etv.

153
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U Vv=(UpVz U3Vp;U3Vq UiV3;UiVo UzVvp) 2 R3: produit vectoriel 3D ertre u et v.

2
U V=uUpVe UxVvi2 R :produit vectoriel 2D entre u et v.

Pour tous k 2 f1;:::;Kg, on note :
ir, = (15 2, 3) :vecteurunitaire sortant normal a Fy.
U = u: jg :composarte normale a Fx du vecteuru.
ur = (u )jF, - composarte tangertielle a Fy du vecteur u.

Notons que sur Fy :
u=ur+u

Par abus de notation, on gereraliseracesde nitions a @.

Propri etes 7.1 Soientu, v, w desvecteurs de R3. On a alors les proprietes vectoriel les suivantes:

u:(v w) = (w u):v; (7.2)

u (v w) = (u:w)v (u:v)w: (7.2)
On supposeque presene Ny, aretesrentrantes (Ae)eos 1:::N, g» C'€St-a-dire desaretesdont les
anglesdiedres,notes( e)esf 1;::::N4 g SO cOMprisstrictement entre  et2 . Onnote (e )eof 1::::Na g»
et on pose:

mein e (7.3)

Denition 7.2 Soit E = [ (A, la fermeture de I'ensembledesarétesrentrantes de @ . On pose
do(X) = d(x;E).

7.2 Operateurs tridimensionnels

On utilisera les notations suivantes :

t : variable temporelle.

@) = % . derivee partielle par rapport au temps.

N\ — @() . ; ; ieme
@cq) = an derivee partielle m par rapport au temps.
@X:) : la derivee partielle suivant Xx;.
@) = LY 1 derivee partielle miem™ suivant x

)= gm partielle m suivant X;.

|
X
@1 VvV = mi @1m\£ ms -
@@, @3

mi;mz;ms Ojmi+ma+msz=m



7.3. Espaces de Hilb ert usuels et leurs normes associees 155

gadv = (@Qv; @Qv; @QV).
grad g v = (grad v )ije@ - gradiert surfaciquede v sur @, tangertiel a @.
rot @ v = (grad v )j@ : rotationnel surfaciquede v sur @, tangertiel a @.
@vj@ = grad v: ;g :deriveedev sur @ dansla direction normale a @.
rot @ u : l'operateur adjoint derot g .
div @ u : l'operateur adjoint de grad g .
v=@v+ @v+ @v:lelaplaciendev.
rotu= (@Qus @uz; @Qui @uz; @Quz @ui).
divu = Qu; + @Quy; + @Qus.

u = ( uz; uz; ug):lelaplacienvectoriel de u.

0 1
@Qu; @Qui @u;
grad :u = @ @u, @u, @u, A :le gradient matriciel de u.
@Quz @uz @u3

Relations entre operateurs tridimensionnels

divrot (1) = 0; (7.4)

rot grad (:) = O; (7.5)

divgrad (1) = ( :); (7.6)

rot rot (:) + grad div(:) = (:); (7.7)
div(v w) = w:rotv v:rotw: (7.8)

Propri ete 7.3 La relation suivante est montree par E. Heintze dans [69] :
Soient u et v reguliers. On a alors :

(divu;divv) + (rot u;rotv)g = (grad :u;grad :v)p
x3
+ (grad u ;e V)o@
=1

Propri ete 7.4 La relation suivante est montree par A. Bua et P. Ciarlet, Jr. dans[29] :
Soitu 2 H(rot ; ) . Onaalors: divg (u )j@ = otu: jg:

7.3 Espaces de Hilb ert usuels et leurs normes associees

De facon gererale, les espacedlesigres par deslettres majusculesen caractere calligraphiques
sort desespacegde champs vectoriels, et les espacesdesigres par deslettres majusculesitaliques
en caractere normal sort desespacedle champs scalaires.Soit H (:) un espacede champs scalaires.
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On notera H(:) = H(:)3, I'espacede champs vectoriels correspondart.

d designela mesurede l'ouvert et d designela mesurede l'ouvert @.

D() estl'espacedesfonctions C! (), a support compactdans . On appelle DY) son dual,
I'espacedesdistributions.

Pour la de nition de la dualite, on renvoit le lecteur a la section 1.6.

7.3.1 Espaces de champs scalaires

Z Z 1=2

L2() = wumesurablesur : u®d <1 ; jiujo = u’d :
Z
L2.() = umesurablesur :8 ¢j o ; u’d <1
Z

L3() = u2L?%) : ud =0
HY() = u2L%) :gradu2L?) ; iviigs = jjuii3 + jigrad ujj3 "
HY() = u2HY) :ug =0 ; jiujiug = Jigrad ujjo:
HI() = u2HY) : u2L2() ; Ui = juiid, + i ug
H2() = u2HY) :gradu2 HY() ; fiuiinz = jjujiz + jiorad ujz, *

L'espaceH() et sanormesort de nis dansle paragraphe7.3.2 ci-dessousL' equivalenceertre la
norme du graphe et la semi-normedansH3() estdue a I'in egalite de Poincare.
On designepar H () le dual de H().

n et p sort lesespaceglessolutions du Laplacien :

N = U2HY() VL3() : u2L%) ,@uje =0 ;
b= U2HI) : u2L?)
Dans n et p, la semi-normeestequivalente a la norme du graphe: jjujj .., = jjuj =jj Ujjo

(inegalite de Poincare-Fiedrichs pour p et inegalite de Poincare-Wirtinger et theoreme de Lax-
Milgram pour ).

:2.
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7.3.2 Espaces de champs vectoriels

L2() = L0 3 jiuiio = jjuaji + jiuziif + jiusii3 =
HIO = H'O % iiuiin: = jiuii + jigrad : ujig =
Herot ;) = u2L?) trotu2Ll?) | iUjingor) = jjuiid + jrot ujg
Ho(rot ;) = wu2H(rot;) :u i@ = 0 :
H(rot %) = u2L%) :rotu=0; Uil ot ) = fjuijo:
Ho(rot %) = wu2L?) :rotu=0;u @ =0 :
Hdiv:) = u2L?) :divu2L?) ; Uiin@yy = Jiuiig + jidiv ujz 2
Ho(div;) = fu2H(iv;) :u = 0g:
Hdiv®) = u2L%) :divu=0 ; jiujin @iv 0y = Jiujo:
Ho(div® ) = wu2L?%) :divu=0;u =0 :

Xg et Xy sort les espaceglessolutions des equations de Maxwell quasi-statique :

Xe = U2H(rot;) \ Hdiv;) :u e 2L¥@

Xy = u2H(ot;) \ Hdiv;) :u 2L%@

Voir le paragraphe 7.3.3 pour une de nition desespacedie trace.
D'apres[49], cesespacessort identiques algebriqguemert et topologiquemer.
Dans Xg et Xy, la semi-normeest equivalerte a la norme du graphe (voir la section8.1), d'ou :

jiujixe = jirot ujji§ + jidivujig + jiu  ji§.@ ~ :iiuiix, = rot ujj§ + jidivujig + jju jif.@  :
On consicere les sous-espacede Xg suivants :

X2= u2Xe:u g =0 ; jiujixe = jirot uji3 + jidivuj3 *?

Ve= u2Xx2:divu =0 ; jiujive = jjrot ujjo:

We= u2X2:rotu=0; jujwe = jidivujjo:
On consicere les sous-espacede Xy suivants :

X% = fu2Xy:u = 0g; jiujixg = iirot ujj3 + jjdiv ujj3 1=2

Vi = u2X§:divu =0 ; Jjiujiy, = jirot ujjo:

Wy = u2X§:rotu=0; jiujw, = iidivujjo:
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7.3.3 Espaces des traces

z Z 1=2
L?(@ = u mesurablesur @ : uld <1 ; iivjio.@ = :
@ @

z 1=2

|
c
N
o

I
c
)
o

LY@ uz2L¥@ 3:8k2fLusKg;u: 5, =0 ;5 jiujio;e =
8u2 HY(), ug 2 H¥?(@, ou:

20 ) uy))?

@ @ ix yi?

H2(@) = u2 LY@ d(x)d(y) <1

Prop osition 7.5 L'application : HX() ! H'¥(@) , u7! ujg estsurjective et continue.

H 72(@ ) estle dual de H?2(@ ).
Les espacessuivants sort caracterisespar A. Bua et P. Ciarlet, Jr. dans[29].

HP(@)= u2 L@ :8k2f1:u5Kg; ujr, 2 HP2(Fy)
1=2 _ . 1
H? (@ ) = \V i@ VvV 2 H ()
HZ(@) = vriv 2 HY()
H?lzz(rot @:@ = fvr;v2H(ot;@ g:
H ' Pdive:® = Vv jg;Vv 2 H(ot;@
D'apres [30], H,_,lzz(rot @:@ °= (Hklzz(div @ ;@ )° ce qui permet de de nir une formule

d'integration par parties pour leselemerts de H(rot ; ) (voir I'equation (7.15)).

Prop osition 7.6 L'application suivante:

Xe | L@ \ H, (ot g ;@
v 7! vt

est surjective et continue.

Demonstra tion. Soitv 2 LZ(@) \ Hklzz(div @:@). |l existedoncu 2 H(rot ;) tel queu

j@ = V. D'apresle theoremede Lax-Milgram, il existe un unique g2 H3() telque: q=divu
dansH (). SoitF =u grad q2 L%(). Ona:divF =02 L?%(), etrot F =rot u2L?().
De plus, F @ = U @ = V2 Ltz(@). Finalemert, F 2 Xg, et F j@ = Vv.Onen conclut
que pour tout v 2 LZ(@) \ Hklzz(div@ ;@), il existe F 2 Xg tel que F i@ = Vje - La
continuite estimmediate.

Ci-dessus,on a utilise le fait que pour tout elemert g2 H}(), grad g i@ = 0 (voir [69]).
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7.4 Espaces a poids

Pour lesespaces poids danslesdomainestridimensionnels, plusieurs de nitions sort possibles.
Nous choisissonscellede [36], plutdt quecellede [53] car elle estadapteeaux domainespolyedriques,
pour lesquelson peut confondre les distances aux arétes rentrantes et les distances aux coins
rentrants, ce qui n'est pas possiblesi le domaine presene des pointes coniquesa bord regulier.
Pour ce casparticulier, et pour une de nition plus precise,nous renvoyons le lecteur a [53].

8 9
< Z =

| ) X 2 1400 A2
VIO) = u2 L) - dy jQujtd <1
' jij ’
On a en particulier :

VO() = fu2Lf() :dgu2L?) gijiujio; = iidguiio;

V() = fu2 L&, () :dy 'u2L?) ;dygrad u2 L2() g; i ujivig

loc

(idy ujio + jigrad ujjo; )¥2;

Vo () = fu2 L) :do'u2L?() sgrad u2 L*() g;iiuiivy, = (iido uijo+ jigrad ujjo)'=:

loc

On utilisera aussila notation : L?() := VO(), et le produit scalairede L?() ainsi quela norme

assaiee seron notes:
4 4

(UVv)o: = di uvd ;jjujio. = di u?d :

Pour 0< < 1,ondenit deplus:

Hg; ) =f 2VX) : j@ =0g; i ding. = ligrad jo;
=f 2H3) : 2L%0) g By =0 o
Hdiv ;) = u2L?() :divu2L?() ; jjufnae )= Jjuiid + jidivuj, =
Ho(div ;) = fu2 H(div ;) :u = 0g:
Xé’; = fu2 Hg(rot ;) \ H(div ;) g; jjujjxg; = (jirot ujj§ + jidivujjg. )=
X3, =fu2H(ot;) \ Hodv ;) g  fiuiixg = (juid + jirot ujif + jidv uj3, )%

Notons que Hj. () estla fermeture desfonctions C§ () dansV?*(). En particulier, Hj() est
la fermeture desfonctions C} () dansVg(). Pour X,g; , I'equivalenceertre la semi-normeet la
norme du graphe est prouveedans la section 8.5.

Prop osition 7.7 DansHg. () , la norme du graphejjujjy: la semi-norme de nie par : juj;; :=
jigrad d; ujjo et sont equivalente.

Demonstra tion. Faisonsla preuve par contradiction. Supposonsqu'il existe (gn)n 2 Hé; () une
suite telle que: 8n, ji dy thjjo = 1 oujjdy grad anjio = 1; et jigrad dy chiio ! 0.
Supposonsque jj dy, o jjo = 1.
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Commejjgrad dy thjijo! Oetquedythjg = 0,alorsdy oy, 2 HF(). Doudyag,! OdansHE().
Or d'apres [53], l'injection de V4() dans V9 () est continue, d'ou, comme H3() V()
dol(doqn) I 0dansL?(), cequicorntredit I'nypotheseinitiale.

Supposonsque jj dy grad o, jjo = 1.
Prenonsle casd'une unique aréte rentrante, le long de l'axe z = 0. Posonsdg = r, la distance ortho-
gonalea cette aréte, telle que: r2 = x2+x3. Pouri 2 f1,29: @(r h) = Xir 2h+r @, Cest-
adirer @p = @r &) Xt 2. Orjixir 2ohjjo jir ‘chijo! Oetj@r cn)jo! O
par hypothese.De plus, @(r o,) = r @¢,. Dour @q,! O pour 8i, etjjr grad gnjjo! O, ce
qui cortredit I'nypotheseinitiale.

7.5 Formules d'in tegration par parties classiques dans un ouvert

7.5.1 Formules de Green

Z Z Z
8u2D() ;8v2D() ; grad u:grad vd + uvd = @uvd : (7.9)
z z z@
8u2D() 3;8v2D() ; u:gradvd + divuvd = uvd : (7.10)
z z z @
8u2D() %;8v2D()3% rot u:vd urot vd = u:(v )d :  (7.11)
@

7.5.2 Generalisation des form ules de Green

Les preuves de ces formules se trouvent dans [65]. L'argument principal est la densite des
fonctions regulieresdans les espacesde Hilb ert consiceres. Ici, H = H 72(@).

Z VA
8u2H() ;8v2HY() ; grad u:grad vd + uvd =< @u;V >poy 1(7.12)
Z Z
8u2 H(div;) ;:8v2HY) ; u:gradvd + divuvd =< u ;v >hoy : (7.13)
Z Z
8u2H(rot ;) ;8v2HY) ; rot u:vd uirot vd =< u;v >hon : (7.14)

Gereralisation de (7.14), prouveepar A. Bua et P. Ciarlet, Jr. [29] : 8u; v 2 H(rot ;)
VA Z
rot u:vd u:rot vd =< (u ),V >hoy ; (7.15)

avecH = H, " (div ¢ ; @).
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7.6 Espaces fonctionnels du probl eme en temps

Lorsqu'on resoutles equations de Maxwell instationnaires, le champ electrique depend a la fois
du tempst et de la variable d'espacex. On distingue cesdeux variables. En general, on s'interesse
aux valeurs prises par le champ en un instant donne : on etudie par exemplex ! E(X;tp), ou tg
est x e. On peut se contenter de de nir alors deux types d'espacesfonctionnels et une classede
distributions a valeurs vectorielles.

Soit T > 0 un temps nal donne, m 2 N, X un espacede Banac et H un espacede Hilb ert,
de variable x tous deux.

Denitions 7.8 C™(0;T;X) designel'ensembledesfonctions de classeC™ sur [0; T ] a valeurs
dans X . C'est un es@ce de Banach muni de la norme :

xXn
jiujicm (0:1:x) = sup jj @u(t) jix : (7.16)
k=0 t2[0;T]

L'espace L2(0; T; X ) estl'ensembledesfonctions mesumablesde carre integrable sur ]0; T[ a
valeursdans X . C'est un esm@ce de Banach, muni de la norme :
Z; 1=2
iujiczoimixy = . fu(st)jik dt : (7.17)
SiX = H, llespace L?(0; T; X ) estun esmce de Hilbert muni du produit sclaire :
Z1
(U V)Lz(o;Tix) = . (u(st)sv(sst))y dt: (7.18)

L'espace desdistributions sur ]0; T [ a valeursdans X, note DY]0; T [; X ) estl'ensembledes
applications lineaires et continues de D(]0; T[) dans X .

Par corvertion, on ecrira que @'v 2 LZ(O; T; X ), oudefaconequivalete v 2 H™(0; T; X).
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Chapitre 8

Le probl eme statigue 3D direct
contin u

8.1 Intro duction

Le domaine represete l'interieur vide d'un conducteur parfait, qu'on borne si besoinest par
une frontiere arti cielle A ne coupant pas de singularites geometriques La frontiere @ est dans

cecascomposede deux parties: @ = c[ a,Ou ¢ estle conducteur parfait.

Dans cette con guration, le champ electrique bidimensionnel satisfait E =0Osur cetE =
e +c(B ) sur A, avec:

- Pour une condition aux limites d'onde entrante : e = g , OU € estune donnee,

- Pour une condition aux limites absorbarte : e = 0.

Posonsk = e .On supposequee est conru (c'est-a-dire que ( B) j A estconru).

ConsideronsV ,, un voisinagede a ne cortenant pas de singularite.
Localemen, Ey L 2 H(V ,) [36], (rem. 1, p. 562), d'apres[5], (thm. 2.9 p. 829 et thm. 2.12p.

830). De plus, e i c 0, et d'apres[36] (prop. 2.7 p. 15), e i A 2 H,_,lzz( a). D'ou, en

prolongearte ; , parOsur c,ona:e jg 2 Hizz(@). Ainsi, dansla suite de cette partie,
on considere toujours que :

E sur @ estdonne par e 2 H,_,lzz(@),
s'annulant au voisinagedescoins et desarétesrentrants de .

Notons quecommeE 2 H(rot ; ), onaaussie ;@ 2 H, l=2(div @ ;@). Cette hypothesen'est
en aucun cas restrictive, et correspond a une realite de la modelisation. En e et, commeon l'a
mentionne plus haut, on peut toujours placer la frontiere arti cielle de facon a ne pas couper les
singularites geometriques. On en deduit immediatemert la proposition suivante :

Prop osition 8.1 a ne coupant pas de singularite geonmetrique, il existe un relevementregulier
E'2HY) dee telque: E' @ = e @ SUr@.

Au cortraire du cas bidimensionnel, on ne peut pas facilemen construire de relevemert comme
decrit dansla demonstration de la proposition 2.2.

Nous etudions le problemequasi-electrostatique tridimensionnel, qui s'ecrit mathematiquemen
de la facon suivante :

163
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Trouver E 2 Xg tel que:

rot E= f dans f2L%() ; (8.1)
dvE=g dans g2L?) ; (8.2)
E = e sur@ e 2 LY@ ; (8.3)
ouf = @B etg = =" sort conrus. Lorsque le problemeest statique, f = 0.

En vertu de la relation (7.4), divf = 0, d'ou f 2 H(div %; ). D'autre part, on a la relation de
compatibilit e suivante entre e et f (propriete 7.4).

f: j@ =T1OtE: j@ =dive(e j@): (8.4)

De nitions 8.2 On appelle la norme du graphe (ou norme naturelle) de Xg la quantite suivante :

VA 1=2
iiVilorot saviL2@ = iviig + iirot vij§ + jidiv vjj§ + o v j?d '
On appelle la semi-norme de Xg la quantite suivante :
Z 1=2
Virot sdiviL2@ = lirot Vijg + jidiv vjj§ + o v jd '

P. Fernandezet G. Gilardi ont montre dans [6]] le theoreme suivant :
Th eoreme 8.3 L'injection de Xg dansL?() estcompacte.
Ce theoreme permet de montrer le lemme suivant :

Lemme 8.4 Il existe une constante C > 0 ne dependant quede telle que:
8v 2 Xe , jjvijo  CjViot :diviL2(@) ° (8.5)
Demonstra tion. Raisonnonspar l'absurde. Supposonsque 8n 2 N , il existev, 2 Xg tel que:

L . 1

Wnllo= 1€t WValior av L2(@  3° (8.6)
La suite (vh)non €stborneedans Xg. Comme l'injection de Xg dansL?() estcompacte,il existe
une sous-suite extraite de (vp)n2n , que I'on assimile a (vn)n2n » Qui corverge fortement dans
L2() versv. On en deduit que (div vh)non €t (rot vp)nan convergeri au sensdesdistributions
versdiv v et rot v respectivemert. D'apres (8.6), on obtient la corvergenceforte dansL?() et la

valeur de la limite :
rot v, ! rotv=0dansL?() :

divvy, ! divv=0dansL?() :

On aalorsv, ! v dansH(rot %) \ H(div% ). On en deduit la corvergencede la trace :
Vn i@ ! Vv j@ dans Hklzz(div @ ;@. D'apres(8.6), onav i@ = 0 au sensdes
distributions.

est simplemert connexeet v 2 L?() esttel querot v = 0dans . On en deduit qu'il existe
un unique p2 H() tel quev = grad p [65] (thm. 2.9, p. 31). Commegrad p ;@ = O, p est
constart sur chaquecomposarte connexede @ [65] (rem. 1.3, p. 35). Posonsa savaleur. p satisfait
alors le problemede Dirichlet homogene suivant :
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p= O0Odans ;
P@ = asur @ :
D'apresle theoreme de Lax-Milgram, ce probleme admet une unique solution : p= adans . On
endeduit quev = grad p= 0. Commev, ! v dansL?(), onanecessairemenjjvjjo = 1, et donc
v 6 0, cequi cortredit la conclusionprecedene.

Trouverp2 HY() tel que:

On en deduit alors le theoreme qui suit :

Th eoreme 8.5 Dans Xg, la semi-norme est equivalentea la norme du graphe: la semi-norme
de nit une norme sur Xg.

Demonstra tion. du theoreme 8.5 L'in egalite (8.5) permet de montrer que:

CYiviigyror diviLz@ Vot divitz@  WViorot cdiviL(@) o AVEC: Co=1= C2+1:

LesnormesjjVijo;or div;L2(@ €t IVirot ;div;L2(@ SOt doncequivalertes.

De nitions 8.6 On peut de nir la norme de Xg par :

Z 1=2
jiviixe = jirot vijj§ + jidiv vjj§ + o v j?d
Le produit salaire dans Xg etant ainsi de ni :
Z
(u;v)xg = (rotu;rotv)e+ (divu;divv)g + (u ):i(v )d
Z Z @Z
= rot u:rot vd + divudivvd + (u ):(v )d
@

X2 etant un sous-espoe de Xg, sanorme estde nie par : jjiviix, = jjrot vjj2 + jidiv vjj2 >
Le produit salaire dans X2 estde ni de la facon suivante :
z z

(u;v)xg = (rot u;rot v)o + (divu;divv)g = rot u:rot vd + divudivvd

Remarque 8.7 Lorsque n'est pasconnexe,il apparat yn terme sugpkementaire dansla norme :
c'est la charge sur chaquecomposanteconnexe i, egalea u: d v: d .Celacorrespnd

k k
a la valeur du potentiel electrostatique a la surface de chaqueconducteur parfait [36].
PosonsE? = E  E". E? 2 X2 satisfait les equations suivantes :
rot EO= % dans 92 L%() ; (8.7)
divEC=¢° dans g°2L?() ; (8.8)

avecf® = f rot E' etg® = g divE'. Larelation de compatibilit e (8.4) deviert : f%: ;g = 0,
d'ou :

fO2 Ho(div?; ) : (8.9)
Lorsquef = Oete = 0,le probleme(8.1)-(8.3) peut &tre resolupar calcul du potentiel statique,
02 H3() tel que: o = @. Le deweloppemert de cette methode fera I'objet dessections8.2

(problemecortinu) et 10.2 (problemediscretise).
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D'autre part, le probleme(8.1)-(8.3) peut seresoudrenumeriquemern par leselemerts nis de
Lagrange cortinus Py, en calculant E directemernt dans Xg. Cette methode seradetaillee dans les
sections8.3 (problemecortinu) et 10.3 (problemediscretise).

Il est aussipossiblede calculer E° par leselemerts nis Lagrangecortinus Py dans X,g si est
convexe: voir lessections8.4 (problemecortinu) et 10.4 (problemediscretise). Lorsque n'est pas
corvexe, le calcul de E® par leselemerts nis deLagrangecortinusdansX 2 ne corvergepascar on ne
capte paslesparties singulieresdu champ electrique. En revandhe, il corvergedansl'espacea poids
Xé’; , comme c'est detaille dans les sections8.5 (probleme corntinu) et 10.5 (probleme discretise).
On peut adapter la methode du complemert singulier dansle casd'un domaine prismatique, ce qui
fait I'objet dessections8.6 (probleme continu) et 10.6 (problemediscret).

8.2 Champ electrostatique 3D

Le potentiel o estsolution du problemede Dirichlet suivant : Trouver o2 H3() tel que:
o = gdans : (8.10)

SoitE= grad 2 L?%). Ona:divE= g rot E= 0,etE j@ = grad o i@ = 0:
E est solution de (8.1)-(8.3) avecf = Oete ;@ = 0. Le potentiel ¢ estcalcule par leselemerts
nis continus Py de Lagrange, et E estapproche par I'elemert ni discontinu Py ; composarte par
composarte.

Prop osition 8.8 Le probleme (8.10) est equivalentau probleme variationnel suivant (FVD) :

Trouver o 2 HE() tel que:
VA

8u 2 Hj() ;(grad o;gradu)o = gud (8.11)

D'apresle theoreme de Lax-Milgram, le probleme (FVD) admet une unique solution o 2 H3(!).
Remarque 8.9 Notons que ( appartient par construction a p, ce qui prouve que:
Ho(rot %) \ H(div;) =grad p:

Contrairementau casbidimensionnel,'espace singulierde p, Stelque: p = 35 ( p\ HZ())
n'est pas de dimension nie. Ainsi, on ne peut pas decmmposer o en une partie H?() et une partie
exacte, ecrite sousla forme d'une somme nie.

Commel'approximation du champ electriquepar le potentiel electrostatique estcalculeepar derivation
d'elemerts continus Py, il y a conformite uniquemert dansH(rot ; ) et pasdans Xg.

8.3 Champ electrique 3D : CL naturelles

Etudions la resolution du probleme (8.1)-(8.3) dans XEg.

Prop osition 8.10 Le probleme (8.1)-(8.3) est equivalentau probleme variationnel suivant :
Trouver E 2 Xg tel que:
8F 2XE;(E;F)XE: LE(F); (812)

ou Lg estla forme lineaire suivante:
Le : Xg ! R 7z

F 71 (f;rot F)o+ (g;divF)o + (e ):(F )d
@
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Comme Lg 2 X2, d'apresle theoreme 1.7, p. 1.7 le probleme (8.12) admet une solution unique
E 2 Xg, qui depend corntin 0ment desdonneesf, g et e i@ -

Demonstra tion. |l estclair que si E satisfait (8.1)-(8.3), alors E satisfait (8.12).

Montrons la reciproque. Soit h 2 L?(). Il existe une unique fonction 2 H}() telle que
= h. PosonsF = grad .Onaalors: F 2 L?(), rot F =02 L?), divF = h2 L?(),

F = grad @ = 02 L@, doncF 2 Xg.

Lorsqu'on injecte F dans(8.12), on obtient : (div E;h)o = (g; h)g. Commediv E et g appartiennent
al?(), onendeduit:divE= gdansL?(). L'equation (8.12) sereduit donca :
Trouver E 2 Xg tel que:
Z Z
8F 2 Xg (rot E;rot F)o + (E ):(F )d = (f;rot F)g + (e ):(F )d
@ @

D'apresla proposition 7.6, il existeE 2 Xg tel que: E =e 2L¥@ \H, Z(div g ; @).
PosonsE’= E E 2 XQ2. On obtient que E°2 X satisfait :

8F 2 Xg; (rot E% rot F)o = (f rot E ;rotVv)o: (8.13)
Posonsf®= f rot E . On remarqueque: f92 L?(), divf®= 02 L?(), etdapres(8.4),ona:
fo: j@:f: i@ rot E : j@:diV@(e J@) diV@(e j@):O:

On en deduit que f%2 Ho(div % ). D'apres[65 (thm. 3.4 p. 45), il existe F 2 X_Q tel que:
fO = rot F . Ainsi, (8.13) deviert : (rot E% rot F)o = (rot F ;rot F)o, ce qui se reecrit :
(rot (E° F );rot F)o = 0.ChoisissonsF = E° F =E (E +F ).

Dou:jjrot (E (E +F ))jjg = 0. De cette egalite, on deduit que:rot E= rot (E + F ) =
rot E + f9= f dansL?(). Finalemert, (8.12) deviert :

Trouver E 2 Xg tel que:

Z Z
8F 2 Xg; (E ):(F )d = (e ):(F )da
@ @
Z
ce qui ;e reecrit : 8F 2 Xg, (E e ):(F )d =0.Enprenant F = E E,ona
@
alors: jJE e j%d =0,dou:E 9 =€ e dansL(@.

@

Nous avons donc montre que E satisfait les equations (8.1)-(8.3). Les equations (8.1)-(8.3) et
(8.12) sort donc equivalertes sousles hypotheses:

F2H@EIVS) ;g2L%) je o 2L¥@ \ H,P(dive;) ;
et la relation de compatibilite: f: ;o = divg (e i@ )
Notons pour nir que, comme Xg\ HY() est densedans Xg [40, 51], on peut approcher la

solution de (8.12) par leselemerts nis de Lagrangecontinus Py.

Remarque 8.11 Au contraire dela methade despotentiels, cette methade s'appliqueau cas dependant
du temps.
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8.4 Champ electrique 3D : CL essertielles

La condition aux limites etant naturelle dansla formulation (8.12), on s'interesseegalemenm a la
resolution de (8.7)-(8.8), dans'espaceX 2 danslequella condition aux limites est prise en compte
de facon essetielle.

Prop osition 8.12 Le probleme (8.7)-(8.8) estequivalentau probleme variationnel suivant :
Trouver E® 2 X2 tel que:

8F 2X§,(E;F)xg: Lo(F) (E";F )y (8.14)
ou Lg estla forme lineaire suivante :

Lo: X2 !' R
F 7! (f% rot F)o + (g°; divF )g:

CommeLg 2 (XQ)° d'apresle theoreme1.7, le probleme(8.14) admet une solution unique E°® 2 X2,
qui depend cortin tment desdonneesf? et g°.

Demonstra tion. xg etant un sous-espacale Xg, la demonstration est similaire a celle de la
proposition 8.10.

Lorsque est corvexe, XE;R = X,g. La solution de (8.14) approchee par les elemerts nis de
Lagrange cortinus Py est fausselorsque presetne des singularites geometriques. Contrairement
au cas bidimensionnel, I'espacexg;R est de codimensionin nie, ainsi, on ne peut pas generaliser
la methode du complemert singulier.

8.5 Champ electrique 3D : regularisation a poids

Dans cette section, nous reprenonsles resultats de M. Costabel et M. Dauge dans [53], que
nous avons resunespour le problemebidimensionneldansla section 2.5 de la partie |1. Rappelons
que lorsque  est non-corvexe, I'espace X2\ H1() estferme et strictement inclus dans X2, ce
qui implique que la solution du probleme discretise par les elemerts nis Py dans l'espaceX? ne
corvergepasversla bonnesolution. La methode a poids consistea determiner un espace)(,g; plus
gros que X,g de facon a avoir la densite de X,g; \ HY() dans X,g; . Cet espaceest construit en
consicerant que la divergencedu champ electrique appartient a un espacede type L2 a poids, ou
le poids depend de la distance aux singularites.

La principale di erenceavec le cas bidimentionnel est qu'il existe des interactions entre les
singularites des coins et cellesdes arétes, mais dans un polyedre, un coin etant une intersection
d'arétes, on peut toujours de nir le poids a l'aide d'un produit de distancesaux arétes.

Notons que X2. \ HY() = X2'R. Comme pour le casbidimensionnel (thm. 2.60, p. 79), on
peut decomposerleselemerts de Xé’; enune partie H!-reguliere et une partie qui n'est pasH ().

Th eoreme 8.13 L'espace xg; se demmpose de la facon suivante :
X2 = xR grad

Ainsi, pour avoir l'injection compactede L?() dans xg; , on cherche a avoir l'injection compacte
de L?() dansgrad , etdonccellede H() dans , cequi estrealis lorsque V° s'injecte
compactemen dansH (). Or, comme pour le cas bidimensionnel (prop. 2.62, p. 80), on a le
theoreme suivant :
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Th eoreme 8.14 L'inje ction deV® dansH () estcompacte si et seulementsi < 1.

On obtient alorsl'injection compactedexg; dansL?(), cequi nouspermetd'obtenir I'equivalence
entre la norme du graphe et la semi-normedans X,g;

Prop osition 8.15 La norme du graphedansxlg. est equivalentea la semi-norme si et seulement
si < 1. Lanorme dansX?2. estalors de nie ainsi :

1=, (8.15)

julixe. = irotujig + jjdivujig
La preuve sefait par I'absurde, et est similaire a celle de la proposition 2.56 (p. 78).
An d'obtenir la corvergencedeselemerts nis de Galerkin dansX2. , on cherche la condition

sur defacona obtenir la densite dexg;R dansXg. , c'est-a-dire la densite dexg;R dansgrad
Comme dans le casbidimensionnel (prop. 2.63, p. 80), on a le resultat suivant :

Prop osition 8.16 Quelquesoit , les fonctions C! () a trace nulle sur @ sont densesdans
V2\ H3() .

Le theoreme fondamertal suivant (thm. 2.64, p. 80 pour le 2D) nous donne les valeurs de telles
que V2

Th eoreme 8.17 Pour tout tel que: 1 < 1, l'operateur  est un isomorphisme de
V2\ H}() dansV°. Deplus,H?() \ H}() estdensedans

Ainsi, pour 1 < 1, lesfonctions C! () atrace nulle sur @ sort densesdans , et par
congquert, XS;R estdensedansgrad . En pratique, cette condition permet d'un point de vue
numerique de capter les singularites du champ electrique. Le choix optimal de pour lequelon a
linjection compactede L?() dans X,g; et la densite des fonctions H !-regulieres dans X,g; est
donc:

1 < <1 (8.16)

Prop osition 8.18 Le probleme (8.7)-(8.8) accompagre de I'hypothese (8.9) est equivalent a la
formulation variationnelle suivante :
Trouver E? 2 X2. tel que:
8F 2 X¢2. ;(EO;F)XS. =L (F) (E;F)xe ; (8.17)
ou L estla forme lineaire continue suivante :
L :xg ! R
F 7' (g;divF)o + (f;rot F)o:

Demonstra tion. Soit h 2 V9. Considerons 2 tel que = h. Le vecteur F = grad est
dansX?. . En linjectant (8.17), on obtient :

(divE®; h)o, = (g divE"; h)o
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On endeduit que: divE® = g divE" := g° au sensde V. L'equation (8.17) sereduit alors a :
Trouver E? 2 X2. tel que:

8F 2 X2. ; (rot E®;rot F)o = (f rot E";rot F)o: (8.18)

Commef rot E' := %2 Ho(div?; ), d'apres[65] (thm. 3.4 p. 45), il existeF 2 X? tel que:
f0=rot F . D'ou, (8.18) sereecrit :
Trouver E° 2 X2. tel que:

8F 2 X2. ;(rot (E° F );rot F)o = O: (8.19)

CommeX? X2. ,onpeutinjecter E° F 2 X2. dans(8.19), cequidonne:jjrot E® f%jjo = 0.
On en deduit querot E® = % au sensL?(). D'ou le resultat.

Soit < 1. Alors (:;:)xo ~est une forme bilineaire coercitive sur X,g; X,g; . D'apres le

theoreme de Lax-Milgram, il existe alors une unique solution a la formulation variationnelle (8.17),
qui depend cortin 0ment desdonneesf? et g°.

Soit  satisfaisart (8.16). X2. \ H!() estalors densedans X?. , on peut donc approcher la
solution de (8.17) par leselemerts nis de Lagrangecontinus Py.

8.6 Champ electrique ZD% . le compl ement singulier

Nous avonsvu dans la section 8.4 que dans les domainestridimensionnels, I'espacedes singula-
rit es eletromagretiques n'est pas de dimension nie. On ne peut donc pas genreraliser la methode
du complemen singulier. Cependart, dans les domainesprismatique, c'est-a-dire invariants selon
une direction, on peut decomposerle champ electromagretique de facon a resoudreune serie de
problemes2D, pour lesquelson peut appliquer la methode du complemen singulier. Ceci peut &tre
assezavantageux pour diminuer le co0t de calcul et garder un bonne precision.

8.6.1 Intro duction

Dans ce paragraphe,nousreprenonsl'approche de l'article [38], adapteeau probleme(8.1)-(8.3),
et permettant de resoudreles equationsde Maxwell dansun Itre a stubs (voir la gure 2.3). est
un prismedroit : =1 ]O;L[, ou! estun polygonebidimensionneldu plan (O; x; y), posedart
Nar coins rentrants, d'angles (e )eor 1:::N, g SUPErieUrs a . Les singularites geometriques de

sort donc les N, arétesrentrantes d'anglesdiedresinterieurs (e )eof 1::::Nu g-

Soit F 2 R3. On consicereF 2 R et F, 2 Rtelsque: F = F + F,e,, 0u: F = Fyex + Fyey.
Le bord @ de! estcomposede cet o: @ = <¢c[ a.
Le bord @ de estcompos de (¢, le conducteur parfait et de 4, la frontiere arti cielle qui

borne le domaine. ¢ et A sort telles que:
c=(c JO;LD[ fx2 @ :z=0oulLget o= A ]O;L[:

Comme E i = 0,ona:E;; . = 0. ; designerala reunion desbases ¢\ fz = Og et
c\fz=Lg Sur ,,ona = e, dou, dapresla condition aux limites d'un conducteur parfait
(1.28),ona:E = 0sur . c'esta-dire Ex = Ey = Osur .

Dans cette con guration d'apres[18, 42], on a la propriete suivante :

Prop osition 8.19 Pour tout F 2 X2, F, 2 H3() , et @Fx, @Fy 2 L2() .
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De nitions  8.20 XQ;O designele sous-espce de Xg suivant :

XEA;O = F 2 Xg:F =0; sz@ =0 : (8.20)

i c
X A0 ; . . ; . .0 A0
£~ estmuni du produit salaire suivant: 8F ; F~2 X",

Z
(F;FO)X?0 = (F;F%%e+ (F  ):(F® )d ;
A
z 1=2
dont la norme asseieeest: jj F jjy a0 = ijjjf(O + jF j°d
E E

A
On de nit aussix’e, le sous-espce de X g sur ! suivant :

XE= u2Xg:uj;.=0; (8.21)
ouu = u: jg@,avee levecteur tangentiel a la frontiere polygonale @ . X 2 estmuni du produit
salaire suivant : 8u; v 2 X g,

z
(u;v)xé:(u;v)xg+ uvd ;
A
z 1=2
dont la norme assco:ieeest:jjujjxé = jjujj)z(0 + u?d :
E
A

Rappelonsque X g estde ni au paragraphe1.3.2de la partie I1). Notons que : X 2 XQ;O Xg et

X2 X2 Xg.On peut decompserX 2 de la facon suivante :
XE=1fv:i=ug+ e avecug2 X2, ete2 H!(!) tel quee ; . = Og:

On en deduit donc que X2\ H() estun sous-espacderme de X 2. Ainsi, X2°°\ H1() estun
sous-espacéerme de X 2°.

Prop osition 8.21 Pour tout F 2 X£°°, F, 2 H() , et @Fx, @Fy 2 L¥() .

Demonstra tion. Soit F 2 Xé;o. D'apresla proposition 8.1, il existe un relevemen regulier de
F . F'2HY), telque:F%=F F'2 X2 Appliquons la proposition 8.19aF°: ona
Fo=F, Fy2HY), et@F« @F,, @Fy, @F}2L2). CommeF}2HJ(), etque@F, et
@F! 2 L?(), on endeduit 8.21.

Ainsi, seulesles composartes Fy et Fy d'un champ electrique F de X2 ou XQ;O peuvert etre
singulieres. Comme E 2 L?() et que par ailleurs : Ey = Ey = Osur ., il senble logique de
decomposer E en une serie de Fourier de la facon suivante :

3
E(x;y;z) = EX(x;y) sin kfz + EX(x;y) cos sz e, (8.22)
k=0
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Tous les vecteursde X2 ou X£*° serort decomposes de la méme facon. De meéme, les donneesdu
problemesornt decomppseesen serie de Fourier :

R K
g(x;y;z) = g (x;y) sin T

k=0
K k K .k
f(x;y;z) = f*(x;y) cos TZ + f,(x;y) sin TZ e
k=0
K .k k
e(x;y;z) = e (x;y)sin ——z + é&(xiy)cos -z &
k=0

Commef: ; , = 0,ondecomposef :z enserie de sinus selonla direction e, et f en serie de cosirus

dansle plan (ey; ey). Commee j@ estla trace tangertielle d'un vecteur de Xé;o\ Hi(), on
decompsee de la mémefacon que E.

Remarque 8.22 On peutindi eremment choisir de developgr g en serie de cosinus ou de sinus
car on a simplementg 2 L?() . Le choix d'un developgmenten serie de sinus permet de simpli er
certains calculs.

Soit F 2 X2 (resp:X£'°), decompose selon8.22.0n a

0 K K 1
k K
QF; TFV cos -2
X Kk Kk
rot F = TF)'E @F%  cos T2 ;
k=0
k
rot FX sin —z
L
et:
R k k
divF = divEKk  Z—FX sin ——z
k=0 L ° L

On a alors pour tout F 2 X2 (resp:X£'%), F¥ 2 X2 (resp: X2) et F¥ 2 H3(1).

Pour (F; F;) 2 XY* HE(!), on pose:

N ¢ k
F¥ = F(x;y) sin T2 *F(xjy)cos —z e (8.23)
2L k | L
Comme cos TZ cos rz dz = 5 K (et de m&mepour le produit dessinus), on a:
0

(E;F ) = =

> (E*;F)on + (EX; Fo)on
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ou (:; :)o.1 designele produit scalaireL? ou L? dansle domaine bidimensionnel! . Par un calcul
direct on a:

2 2
(EX; F)ou

L k
(rot E; rot FK)g = > (rot EX; rot F)o., + (grad EX;grad | F; ). + X

kT (grad  EX; F)o.r + (grad | F;; EX)o. :

ou grad | estle gradiert bidimensionneldans! . De plus, on a aussi:

2 2
(dika;divF)o;g + k (Elz(;Fz)O;!

(divE; divFk)g = T

N~

k . .
T (d|V!Ek;Fz)O;! + (le!Fk;Es)O;! ;

ou div, est la divergencebidimensionnelle dans ! . Ainsi, le produit scalaire entre E° 2 X,g et
Fk2 X2 s'ecrit alors (a l'aide de la formule d'integration par parties (1.14) dans! ) :

L . :
(E%; Fk)xg = 3 (E%; F)xo + (grad EJ*; grad | F)o;
(8.24)
k? 2 0k 0k
Tz (BT Fon + (BT F2on
Notons d'autre part que pour E2 Xg et FK 2 XEA;O, ona:
L Z
(E F* Do =3 EX: F: d
2 A
On obtient alors le produit scalaireertre E 2 Xg et FK 2 XQ;O, (al'aide de (1.14)) :
L ‘ k z
. pk — (E0. gk k. . . ek :
(E,F)Xé;o—(E,F)X£+§ AE. F: d . AF. E;d (8.25)

Comme E‘Z<j N ek est une donnee du probleme, on pourra le passerau secondmembre la

Zj A
formulation variationnelle. Etudions les secondsmembres des formulations variationnelles. On a
pour F¥ 2 X2 (resp: X2°

(gidvF ) = = (didvFlon (g Faon
z
. ky - L k. k. K Kk 2 .
(f;rot F¥)og = 5 (f%;rot Fz)o.1 + (f;; rotF)o: T f Fd ;
z L Z
(e ):(FK HYd = > e: F: d

A A
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8.6.2 Cas prismatique : CL essertielles

DecomposonskE? et E" selon(8.22). CommelesE? X appartiennert aX ¢, on peut lesdecomposer
selonla methode du complemert singulier orthogonal (voir le paragraphe?2.4.4):

Xe .
EOK = BOK 4+ fx3 avecB®k 2 X2'R et8i, 2 R:
i=1

La formulation variationnelle (8.14) reste vraie pour tout vecteur FK, k 2 N, de la forme (8.23),
en particulier lorsqueF = 0ou F, = 0. On obtient alors une serie de problemespossdans! et
dependarts de k.

Soiert AK et af les formes bilin eairessymetriques et coercitives suivantes :

Af X2 X2 I R
(E;F) 70 (E;F)xo +

2 2
|_2

(E;F)o;r s

a$ tHi() HE() ! R
k2 2
(u;v) 7! (grad  u;gradv)o + |2 (u;v)o;r -

Soiert L§ et If lesformeslineairessuivantes :
L : X2 1 R Z
F o7t (g divF)oy + (ffirotF)on f* " Fd;

1K :H3!) ' R )
v 7' (f%;rot v)o. T(gk;V)o;!i
Soiert K les coe cien ts de singularite suivants :
kZ 2
Ki= (g¢ divE"K;sp.j)on + (f5 rotE"K;sy.j)on = C i 7 xSd

ou sp;j et sp:j sort lesfonctions singulieresprimales du Laplacien (partie Il, paragraphe2.2.3).
La proposition 8.12 sereecrit alors :

Prop osition 8.23 Le probleme (8.7)-(8.8) est equivalenta resoude la suite de problemesvaria-
tionnels suivants :

Pour tout k 2 N, trouver (BOk: E2'K) 2 X 2R HA(1) et (c&)iy LiNa g 2 RN tels que:
D'une part :

. . k2 2 Xe .
8F 2 XYRAK(RYK, F) + |2 d(xPiF)on = LE(F)  AG(E"*;F); (8.26)
i=1
- k> 2 b0k X ki
8j 2 f1;::; Na Q; X (B x3 )0, + KAS(XP;x?) = 1 (8.27)

i=1

D'autre part :
8v 2 H3(1); &l (E%%;v) = IK(v) af (EL%;v): (8.28)
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Nous obtenons donc des systemesd'equations decoupkesen ( ( po:k; ck); EQK ), ce qui facilite
la resolution. On pourra au choix ecrire un systeme lineaire en dimension trois ou deux systemes
lineaires,I'un en dimensiondeux (voir le calcul discret du champ electrique bidimensionnel E dans
le paragraphe10.6.1), et l'autre endimensionun (voir le calcul discret du champ electrique scalaire
E, dansle paragraphe10.6.3).Pour k = 0, le systemed'equations ( po:ik. ck) esten plus decoupk
car la decomposition de X 2 choisie est orthogonale.

8.6.3 Cas prismatique : CL presque essertielles

L'espaceX 2 sedecomposeen une partie reguliere et une partie singuliere [7] :

Prop osition 8.24 SoitX£'R = XA\ H(!) I'espace regularise de X 2. On a alors la demmposition
suivante :
— AR 0;S.
X8 = Xg Xg~: (8.29)

Demonstra tion. Nousreprenonsla preuve de [7]. Soit ! o un voisinagede la frontiere arti cielle
a. Soit A une fonction de troncature reguliere, qui s'annule en dehorsde ! A, et qui vaut 1 dans
un voisinagebidimensionnelVy ! o de a. Par construction, on a:

E= AE+ (1 A)E; avec: aE 2 H(1) et(1 A)E 2 X:

A priori, AEj , 6 0, alorsque AE; . = 0.Le champ electrique se decompose donc en une
sommede deux termes, I'un appartenant a XQ;R et l'autre a X(E’, d'ou :

A _ AR 0 _ AR 0;
X2 = Xg'" XE = X% Xg

Comme X 2'R est un sous-espacele X 2R, on obtient (8.29).

Pour tout k 2 N, on decompsealors EX 2 X £ de la facon suivante : EX = BX+ & x5, ou
i=1
bk 2 Xé;R et 8i, c',’;;i 2 R. DecomposonsEX en Eok 4+ LK,
Soit Aﬁ la forme bilin eaire symetrique coercitive suivante :

AK X8 X ' R 7
(E;F) 70 AK(E;F)+ E: F: d
Soit LK la forme lineaire suivante :

LK X2 ! R 7 . Z
F 71 L§(F) + e: F: d - F ed

A A
Soiert ,'i;j les coe cien ts de singularite suivants :
ki . . - k k .
A= (0% spij o+ (F¥isnidon = C f* 7 xSd o+ C xS éd

La proposition 8.10 sereecrit alors :
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Prop osition 8.25 Le probleme (8.1)-(8.3) est equivalentla suite de problemesvariationnels sui-
vants :

Pour tout k 2 N, trouver (B*; EP*) 2 X£'F  HE() et (¢ Jizr 1munw g 2 RV tels que:
D'une part,

8F 2 X' R AK(BY F)y+ &y AK (XS F) = LK (F); (8.30)

8j 2 f1;:; Narg; AK(BY; xP) +  dAK (xS xP) = & (8.31)
i=1

D'autr e part, E2X satisfait (8.28)

De méme que pour le calcul dans X2 HJ(!), on a un decouplagedu systeme d'equations en
(BK: ck) pour la partie transverseet en EK pour la partie longitudinale. Pour k = 0, le systeme
d'equations ( po:k; ck) n'est pas decoupk car la decomposition de X 2 choisie n'est pas orthogo-
nale.



Chapitre 9

Le probl eme statique 3D mixte
contin u

Dans ce chapitre, nous reprenonsle formalisme du chapitre 3 de la partie 11. Les preuvesde la
condition inf-sup sort les m&émesque dans le cas bidimensionnel. Dans la section 3.1, p. 85, nous
avons fait un rappel sur les formulations mixtes.

Nousrappelonsala section17.2dela partie IV lesespacedonctionnelsdesdi erertes methodes.

9.1 Formulation mixte 3D : CL naturelles

Consideronsle probleme(3.1) avecX = Xg. Onaalors: A(:;:) = (:;:)x. etL = Lg. Comme
divE 2 L?(), onprend Q= L?(), etlon notera Bg la forme bilin eaire, et G la forme lineaire
assiees:

: 2 |
TS L T (avE e ©.D
S 2 |
= ()q 7 (Rg: o ©-2)
Prop osition 9.1 Il existeune constante g 1 telle que:
inf _Be(F )
@L2() rFa2xe ll Flixe I dllo
Demonstra tion. Soit g2 L2(). Considerons 2 H}() tel que =g etF = grad

(voir la section 8.2). Alors F 2 L?() est a rotationnel nul, a divergencedans L?(), et verie
F i@ = 0.0n endeduit que F 2 Xg et que: Be(F ; q) = jidivFjj§ = jiF jj%,, et aussi:
Be(F ; q) = jj qiig, d'ou : Be(F ;@) = ji ijoji F jixe-

Th eoreme 9.2 Le probleme (8.1)-(8.3) estequivalenta la formulation suivante :
Trouver (E; p) 2 Xg L2() telsque:

(E;F)xe + Be(F;p) = Le(F) 8F 2 Xg;
(9.3)

Be(E; q) = Ge(q) 8q2 L?() :

177
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Demonstra tion. La condition inf-sup est satisfaite, le problemeest donc bien pose et admet une
unique solution. Montrons que (9.3) est equivalent a (8.12), c'est-a-dire que p = 0. Considerons
F= grad ,ou: 2 H}() estsolution de = p. La premiere equation de (9.3) deviernt
alors : (div E;p)o + (p;p)o = (9;p)o. D'apresla secondeequation de (9.3), (div E;p)o = (9;p)o,
puisquep 2 L2(). D'ou : jjpjj3 = 0, et p= 0 au sensL?().

Remarque 9.3 Dans le cas dependant du temps ou dans le cas harmonique, les conditions aux
limites tangentielles naturelles ne sont plus satisfaites quand on traite seulementla divergene
comme contrainte : il faut donc un multiplicateur de Lagrangesur la divergene et sur la composante
tangentielle au bord du champ electrique. La condition inf-sup sur ce multiplicateur de Lagrange
suppkementaire est veri ee pour l'induction magretique, mais pas pour le champ electrique [36].

9.2 Formulation mixte 3D : CL essertielles

Consideronsle probleme(3.1) avecX = X2. Onaalors: A(:;:) = (:; 3)xg etL = Lo. Comme
divE® 2 L2(), onprend Q= L2%(). On endeduit le theoreme suivant :

Th eoreme 9.4 Le probleme (8.7)-(8.8) est equivalenta la formulation variationnelle mixte sui-
vante :
Trouver (E%; p) 2 X2 L2%() telsque:

(EO;F)xg+BE(F;p): Lo(F) Ao(E';F) 8F 2 X?2;
(9.4)
Be(E®; ) = Ge(q) (divE";q)o 8q2 L?() :

Demonstra tion. X2 estun sousespacede Xg, donc la condition inf-sup est veri ee automati-
quemen, puisquele champ F construit appartient toujours a X,g. L'equivalenceavec le probleme
(8.7)-(8.8) semontre de la mémefacon que pour le theoreme9.2.

9.3 Formulation mixte 3D : regularisation a poids

Considerons le probleme (3.1) avec X = X,g; .Onaalors: A(:;:) = (:; :)Xlg_ etL=1L.

CommedivE2 L?(), onprendQ = L?(). OnnoteB laforme bilineaire,et G la forme lineaire
assiees:

. 0 2 |
B : X2 L.() IR | | ©.5)
(F,Q) 7| (leF’Q)oy ’
G :L%) ! R

9.6
qa 7' (9;9d)o. )

Prop osition 9.5 Il existe une constante 1 telle que:

i B (F;q)

Su Pra—— —
q2L2() FaxQ. JJFJng; I ano
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Demonstra tion. Soit q2 L2(). Considerons 2 H}() tel que = g. Comme L?()
H (), il existe une unique solution . PosonsF = grad . Alors F 2 L2() esta rotationnel
nul, a divergencedans L?(), et verie F i@ = 0.0n en deduit que F 2 xg; et que :

B (F;q)=lidivFjo =jiFiixe -

Th eoreme 9.6 Le probleme (8.7)-(8.8) est equivalenta la formulation variationnelle mixte sui-
vante :
Trouver (E°; p) 2 X2.  L?() telsque:

(E%F)xe. +B(F;p)=L (F) A (E;F) 8F2X ;

(9.7)

B (E° q) = G(q) (divE';q)o; 892 L2() :
Demonstra tion. La condition inf-sup est satisfaite. Le probleme (9.7) est donc bien pose et
admet un unique couple (E;p) 2 Xg: L2() solution. Montrons que p = 0, et donc que (9.7)
est equivalerte a (8.17). PrenonsF = grad ,ou: 2 HJ() estla solution de = p. La

premiere equation de (9.7) deviert alors :

(divE;p)o; + (p:P)o; = (9;P)o; :

D'apresla secondeequation de (9.7), (div E;p)o; = (g;p)o; , puisquep 2 L?(). D'ou:jipjj3 = 0,
et on a bienp = 0 au sensL?().

9.4 Formulation mixte ZD% . le compl ement singulier

Lorsqu'on introduit un multiplicateur de Lagrangesur la divergencedansle systemed'equations
(8.26)-(8.28), des termes de couplage entre le systeme d'equation pour le champ transverse et
I'equation pour le champ longitudinal apparaissem. En eet, commep 2 L2(), on peut le
decomposerde la facon suivante :

x Kk
p = P sin —z
L
k=0
Le terme Be(F ; p) de (9.4) deviert alors:
-Pour F = FX:Bg(Fk;p) = %(pk; divF)o.1,

Lk
-Pour F = Fies: Be(Fkip) = 3 T(pk;Fz)O;!

.k .
Posonsg¢ = gsin T2 q2 L2(1). Le terme Be(E°; d¢) devient :

L . K
Be(E; o) = 3 (q; divEX)o. T(q;Elz()O;!

Ainsi, de la formulation variationnelle mixte (9.4), on deduit le theoreme suivant :
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Th eoreme 9.7 Le probleme (8.7)-(8.8) est equivalent a resoude la suite de problemes varia-
tionnels suivants : Pour tout k 2 N, trouver (B%k; E2*; p<y 2 xR HI() L2() et

1 . OyR
D'une part : 8F 2 X¢' 7,
k2 2 Nar

|_2
i=1

Al (BOKF) + (X7 F)on + (P divF)o = LE(F)  AK(E"*;F); (9.8)

ainsi que: 8j 2 f1;::; Ny g,

K2 2 _ Nar .
T(Eo'k;xjs)o;! + GASXP I XP) + (P spiy o = K (9.9)
i=1
etenn :8q2 L?(),
POk M k 0:k k N Er ik
(div ROk q)o.s + G (Sp;i; d)o: T(Ez’ » ot = (9“5 0)o;r  (divE"™*; q)o:
i=1
k .
+ (B2 a)os
(9.10)
Dautre part : 8v 2 H(!),
. k .
ag (Eiv)  ——(Piv)op = I5(v) & (E;7;v): (9.11)

En procedart de la mémefacon pour X2, on obtient le theoreme suivant :

Th eoreme 9.8 Le probleme (8.7)-(8.8) est equivalent a resoude la suite de problemes varia-
tionnels suivants : Pour tout k 2 N, trouver (BX; EZ™*;p¢) 2 X2&'R HE(1) L2() et

' . A;R
D'une part : 8F 2 X',

Nar
AK(BX;F) + ki AK (XS F) + (P divF)on = LK (F); (9.12)
i=1
ainsi que8j 2 f1;::; Na g,
Nar .
AK (P F) +  d AKX xP) + (Pspijlor = &7 (9.13)
i=1
etenn :8qg2 L?(!),
iv Bk e K 0;k k
(divB<ia@)on +  cfi(soiis@on T (E2*;a)on = (¢ Ao
i1 (9.14)

k .
+ T(EE"‘; d)o;r :
D'autre part (E2'¥: pk) satisfait (9.11).

Nousavonsdoncobtenu dessystemesd'equationsen (( (B ; ck); E2**); p¢) ou(((B¥; ck); EX*); p¥)
couplees.



Chapitre 10

Le probl eme statiqgue 3D direct discret

10.1 Discr etisation du domaine d'etude

On construit un maillagedu domaine constituedel tetraedresf T, , | = 1;:::; L g, d'interieurs
non vides, tels que [ | T, = , et de nissant un maillage conforme:
8

soit ; ;
% Soit un sommet commnun,
81;1°2 f1;::;LgTy\ Tpo =
soit une aréte commune.

soit une face commune.

On note h = mlax h;, ou h; estle rayon de la sphere circonscrite au tetraedre T;.

N designerale nombre de points de discretisation interieursa , Ng , le nombre de points de
discretisation sur le bord @, etN = N + Ng le nombre total de points.
Ainsi, on ordonne les points de discretisation (M; )i = 1.n de la facon suivante :
-8i 21 ,Mj2 , et
-8i2lg,M 2 @
ou on a de ni lesensenbles d'indices suivants :

I =f1;x5N g;l@ = fN +1;:5N + Ng getl =1 [ lg:

On consicere :
Vi= vy 2C%) j8l2f1;u;Lgupjr 2 Pe ; (10.1)

ou Py estl'ensenble desfonctions cortinues, polyndbmialesde degre k.

-Sik = 1,un 2 V1 estune fonction continue, a ne par tetraedre. Les points de discretisation de
maillage sort les sommetsdestetraedres. Il y a donc quatre degresde lib erte par tetraedre. uy, est
completemen de nie par sesvaleurs aux sommetsdestetraedresT,.

-Sik = 2,un 2 V; estunefonction cortinue, quadratique par tetraedre. Lespoints de discretisation
du maillage sort lessommetsdestetraedreset les milieux desarétesdestetraedres.Il y a donc dix
degres de liberte par tetraedre. u,, est completemert de nie par sesvaleurs aux sommetset aux
milieux desarétesde la tetraedrisation.

V| est un sous-espacale dimension nie de H(). Il est engende par les fonctions cortinues,
polynomiales par tetraedre (v;)i= 1N telles que vi(Mj) = j . Pour tout i, v; a pour support les

181
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tetraedresT, contenant M;. On introduit l'operateur d'interpolation ¢ tel que:

kD HYO) VCOo)y vy
X

u 7! u(Mj)v;:
=1

Enn, lesFq, q 2 f1;::; Np g designeron lesfacesdu bord (qui sort destriangles).
Soit  l'operateur d'interpolation au bord :

«TH2(@ \ CA@ ! W
u 7! u(Mj)vi:
i2lg
Remarque 10.1 Pour presenterles calculs, on choisit de ne pas passer par les elements nis de

reference car on ne fait que du P; ou du P,. Ces elements sont presenes dans la section 15.3 de
la partie V.

10.2 Electrostatique : discr etisation

10.2.1 Le Laplacien avec CL de Diric hlet

Nous allons discretiser (8.11), qui donne une solution faible de (8.10). Il s'agit d'un probleme
de Dirichlet homogene, nous allons donc intro duire V{ le sous-espacele H3(), de dimensionN

VR i= Vil HE() = fun 2 Viiupje = 0g
Les(vj)i2, forment une basede V(k’. Soit (k’ l'operateur d'interpolation assie a cet espace:
2iHIO V0 Vg
X (10.2)
u 7! u(Mi)vi:
i21
X
Soit g.p 2 VE 'approximation de o, telle que: ¢.h, = 0:h(Mj)V;.
j2l
La formulation variationnelle (8.11) discretisee dans V s'ecrit :
Trouver o.n 2 VQ tel que:

z
8i 2 1) ,(grad ¢.n;grad vi)o = gvid ; (10.3)
X
Ou: o:.p = O;h(Mj)Vj.
j2h
Ce probleme lineaire est de dimension RN . Il est resolu en pratique dans RN : on procede par

pseudoelimination desdegresde liberte liesau bord @, enmodiant le systemelineaire (10.3) de
la facon suivante :
Trouver o.p 2 Vi tel que:

Z

8i 2 | , (grad o.n;grad vi)o = gvid ;
8i 2 |@ , O;h(Mi) =0
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Nous allons exprimer ce problemelineaire sousforme matricielle.
Le secondmembre peut etre calcule de 2 facons:
- Si la fonction d'interpolation g, := ¢ (g) existe, on calcule le secondmembre par un produit
matrice-vecteur.
- Sinon, on construit directemert le vecteur G 2 RN, de composartes :
VA

gvid sii 21 ;

G

Osii 2 |@;

Supposonsque gy, existe. On ecrit alors I'equation (10.3) sousla forme :
Trouver o.n 2 VQ tel que:

X X
8i21 , 0:h(Mj)(grad v;; grad v; )o = a(M; ) (v vi)os (10.4)
21 21

avec : (grad vj; grad vi)o = (@QVj; QVi)o + (@Vj; @Vi)o + (@Y ; @Vi)o.
ConsideronsKg 2 RN N appelee matrice de raideur interne, la matrice d'elemerts :

Kyl = (gradv,;grad vi)osiietj 2 1 ;
= jsiiouj 2lg: (10.5)
8i;j, Ky = KL'': Kq estsymetrique. Par ailleurs, K est formee de 2 sous-blas:
0 1
K 0
Ko = @ A
0 g
ouK 2 RV N esttelleque:8i;j 21 ,K" = Kio;j etlg 2 RNe Ne estla matrice identit e.
On remarquequepouri;j 2 | ,siM; et M; n'appartiennent pasa un mémetetraedre, |'elemert
K'O;J nul : la matrice estdonc creuse.Lorsque M; et M; appartiennernt a un mémetetraedre,on a .
Z
X
KLl = (@v; @Qvi + @v; @vi + @v; @vi)d

T MM 2T, T

Consideronsla matrice Mg 2 RN N, appelee matrice de masseinterne, la matrice elemerts :

MbET = (vi;vi)osii 21 ;8) 21;
= 0sii2lg;8j21I: (10.6)
Mg est formeede deux sous-blas:
0 1
Mo = @ A
0 0

ouM 2;RN N etM .g 2;RN Ne . On remarque que le sous-blac M est symetrique. De
meéme que pour Ko, lorsque M; et M; n'appartiennent pasa un meémetriangle, I'elemert M ! est

nul : Mg estune matrice creuse.Comme precedemmen, 8i 2 | ;8j 2 |,
z

MIO;J = Vi Vid
TiMi ;M 2T, T
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Posons_ 2 RN tel que , = ( 0:n(M1);: o:n(My );0;:50)T.
On peut alors ecrire le probleme (10.4) sousla forme matricielle suivante :

K()_O = Mogi

10.2.2 Derivation du champ electrique

Une fois que l'on a evalue gq.p, il faut calculer E,, I'approximation de E, composarte par
composarte. Pour cela, il faut calculergrad p.n. o:n est Pg-cortinu, donc par derivation, E, 2
(P« 1)3-discortinu. Par exemple, si on a utilise les elemerts nis P1 pour calculer le potentiel
electrostatique, ceux-cisort cortinus, a nes par traingles. Ainsi, le champ Ey, calcule estdiscortinu,
constart par triangle. On a:

B, = grad o.n, avec g.n approximation de o, solution de 10.4: (10.7)

Pour avoir une represettation cortinue de E,, on utilise une projection (Px 1)3-(Px)3 [6, 63,
c'est-a-dire qu'au lieu de calculer directemert les deriveesdu potentiel, on resout:

(Br;vie o= (grad o.nh;Vvie )o;8i21;8 2f1;2;3g: (10.8)
Soit Gp 2 (R® )N N |a matrice telle que: 8i;j 21,
0 1
(Vi; @vj )o
Gyl = @ (vi;@vj)o A:
(Vi; @vj o

Soit E la represetiation de E, suivante (voir la section 10.3 suivante) :
E= (En1(M1); En2(M1); En:3a(M1) ;25 Ena(MN) 5 En2(MN) 5 Ena(Mn))T

On a alors :

E= Go (10.9)

-0

10.3 Methode avec CL naturelles : discr etisation

Xe\ HY() estdensedans Xg [40, 51]. On de nit alors une discretisation de Xg\ H() an
de resoudreles problemesposesdans la section 8.3 a I'aide deselemerts nis cortinus de Lagrange
Px. Une bonne de nition de cet espacediscretise est, a priori, I'espaceXy :

Par construction, X, H1(). Lorsque k = 1, les fonctions v, de X, sort telles que : Vi, =
ar, + by, (x), ou a1, 2 R3; et b, (x) estune application lineaire de R® dans R3. On peut donc
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considerer commeespaced‘approximation de Xg\ H() l'espace: Xi = (Vi)3, pour lequel deux
approximations sort possibles:

D'une part, on peut consicerer Xy, commeun espacede dimension nie 3N sur R.
Soit (e1; e, e3)T une baseorthonormale directe de R3. Les(vie )i+ 11 Ng: 2f1;2;3g forment

une basede X, ce qui va nous permettre de discretiser la formulation variationnelle (8.12). On
cherche K, I'approximation de E sousla forme :

X X
B = En: (Mj)vje :
j21 =1

D'autre part, on peut considerer X, commeun espacede dimension nie N sur R3, cequi consiste
a chercher les N valeurs physiques de E, aux points de la discretisation, c'est-a-dire :

X
B= B(Mj)y;
j21
avecE,(Mj) 2 R3. Bien sor, ona: B, (Mj) = En1(M;)er + En2(Mj) ez + En3(Mj)es pour
tout j, et lesdeux choix d'approximation cencident.
En pratique, on utilise la premiere represenation, qui consistea considerer desinconnuessca-
laires. Nous allons la detailler dans ce qui suit.
La formulation variationnelle (8.12) discretisee dans X s'ecrit :
Trouver E, 2 Xy tel que:

8i21;8 21f11;2;309;(E;Vi: Ixg = Le(vi; ): (10.10)
En decompsart E, selonla basecanoniquede Xy dans (10.10) on obtient :
X X
8i21;8 2f1;2;3g; En: (Mj)(vj: ;Vi; Ixe = Le(vi; ):
j21 =1

Soit Ag 2 (R® 3)N N |a matrice ainsi construite, de nie par les sous-blasAL! 2 R3 3 tels que :

(vier;vier)xe (vjex;vier)xe (Vjes;Vier)x.
Al = B (vier;vie)xe (Viez;viea)xe (Vje€s;Viex)x,

(vier;vies)xe (Vjez;vies)xy (Vjes;Vies)xe

En;1(Mj) '
Cessous-blas agissen sur les vecteursde R3 suivants : (M) = @ Epp(M;) A,
En;3(Mj)
Par soucisde consistance,on appelleL 2 (R3)N le vecteur compose desvaleursLg(viv ), i 2 |,
2f1;2;39:
L= (Le(vier);Le(viez); Le(vies) i Le(vner); Le(vnez); Le(vnes))':

Selonla mémeidee, posons:
E = (En1(M1); En2(M1); Ena(M1);:5 Ent(MnN); En2(Mn )5 Ens(Mn))T 2 (RN

1
En(M1)
On a aussiE = %) : E 2 (R3)N. Le probleme(10.10) s'ecrit alors: AgE = L.
Ev(Mn)
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Remarque 10.2 Dans les sections 10.4 et 10.5, on utilisera une autre base de decomposition de
Xk car il faudra alors eliminer explicitement les valeurs tangentielles.

Nous allons etudier les composartes de Ag et L.

DecompsonsAg en 3 matrices: Ag = Div + Rot + B, avec8i;j 2 |:

(div (vj e1); div (v e1) )o
Diviil = B (div (vj e1); div (vi e2) )o

(div (vj e1) ; div (vi €3) )o

(rot (vj e1); rot (vie1))o

0
Rot' ] = %(rot (vj e1); rot (vi e2))o

(rot (vj e1); rot (v e3) )o

0
(Vi eyTiviert )o@
Bl = % (viei;T,Vvie2:T)o@
(Vi ey;Tivies;T)o@

Par calcul, on remarque que :

(Vi ) (v,

La matrice B s'ecrit alors:

o Z
@(1 Dvjvid
z z

Bi;j = 1 2VjVid

@ @

Z
1 3V Vid

0 sinon:

(div (v e2); div (vi e))o (div (v; €3); div (vi e1))o

(div (vj e2); div (v; €2) )o

(div (vj e2) ; div (vi €3) )o

(rot (vj e2); rot (v e1))o
(rot (vj e2); rot (vi e2))o

(rot (vj e2); rot (vi es))o

(div (vj e3); div (vi €2) )o

(div (vj e3); div (vj e3) )o

(rot (vj e3); rot (v e1))o !

(rot (vj e3); rot (v e2))o

(rot (vj e3); rot (vi es))o

(viez;rivierT)oe (VjiesTivienT)o e

(Vi €2;1iviez;Tt)o@ (Vjies;TiviezT)o @

(Vi €2;1ivies;T)o@ (Vj€s;TiViesT)o @

) = Vi (
4
1 2VjVi d
@
Z
1 3vvd
4 4
2 3V Vid (l
@

Notons que: B''l = Bl:!. B est donc symetrique par blocs3 3.
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10.3.1 Matrice de raideur interne

Les sous-blacs Div' ) et Rot' "} sort non nuls seulemen si M; et M; sort les sommetsd'un
mémetetraedre. D'ou : 8i;j 2 I,

0 Z Z Z 1
@vj @vid @v; @vid @v; @vi d
T T
Z Z
Div'‘) = @vj @vid @v; @vid @v; @vid ;
TIiM;M; 2T, T T
Z Z
@VJ @vid @v; @vid @v; @Qvid
T T
et
0 Z z 1
o @v; @v; @v; @v; d
T
Z Z
X 13
Rot' | = @v; @v; d C| @v; @vid ;
T iMi;M; 2T T T
Z Z
@v; @v; d @v; @vi d o
T T
Z
avec8 ; 2f1;2;3¢g¢C = (@vJ @vi + @Qv; @v;)d.
Notons que la sommede cesdeux blocs esttelle :
0 1
o X Gij a;j  bi
(Rot + Div)iil = @ a; G di; A
T iMi; M; 2T, bi;j di;j Gi;j
avec: -
a;j =

. (@vi@vi @v;@vi)d

C:.j = . (grad v ; grad v; ) d
bi;j = . (@Qvi@vi Q@v;@v)d
di;j = (@Qvi @vi @v;@v)d

Rot + Div est donc anti-symetrique par blocs3 3.

10.3.2 Matrice de masse du bord

Le bloc Bi*} est non nul seulemem si M; et M; sort lessommetsd'une mémefacedu bord @.
On adonc:8iouj 62lg,B'") = Oet:
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0 ) 1
1 g1 ;1 q;2 q;1 q;3
X z 2
B'' = vjvid w1 g2 1 g2 a;2 q;3
Fq]M|,M12Fq a
2
q;1 q;3 (42 ;3 1 q;3
X z .
= Vj Vid (|3 q- q) ,

FqiMi;M;j2Fq Fq

ou I3 2 R® 3 estla matrice identite de R® et 4 estle vecteur normal a la face Fq,

10.3.3 Second membre

Le secondmembre peut-etre calcule directement, a l'aide de sthemasd'integration numeriques,
ou aveclesfonctionsd'interpolation g, := «(9), fn ;= «(f) eten = «(e), acondition qu'on puisse
de nir leur valeur en chaque point de discretisation (voir la section 10.2). Nous allons developper
cette approche. Cecipermet d'ecrire le secondmentbre sousforme d'une sommede produits matrice-
vecteur, en utilisant g2 RN, f 2 (R¥)N ete2 (R3)V :

g = ((M1);u5 gn(MN))T:
f o= (fr.ao(M1);fr:2(M1);fra(M1); fraa(Mn) s frea(Mn) s fris(My))T e
e = (0;:50;en;1(Mng ); en;2(Mng )i n:i3(Mng )i enia(Mn); ensa(Mn) s enias(Mn))T

Soit Lg 2 (R*)N N la matrice formeedesN N sous-bla@s (Lg)i;j 2 R tels que:
0 Z 1
Vj @Vi d
T

X Z

8i;j 21;LL = v @vi d
T MM 2T, T

V4

Vj @Vid
T

De méme, on consicere Ly 2 (R® *)N N la matrice formeedesN N sous-blasL}’ 2 R3 3 tels
que:

0 Z Z 1
0 Vi @Vid Vi @v; d
T T
- X z 74
8ijj 21;L7 = v, @Qvi d 0 v, @Qvi d
T/ jMi ;M 2T, T T
Z Z

Vj @Vi d Vj @Vi d 0
T T
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Posonsenn Le 2 (R® 3)N N |a matrice de nie par lesN N sous-blas :

X Z o

Ly} = vivid (I3 ai q)isiietj 21g;
FqiM; ;M 2F, Fd
0 sinon :

On peut donc calculer L sousla forme matricielle suivante : L = Lqg+ Lt f+ L€ Pour approcher
le champ electrique, on resoutdonc le systtme3N 3N suivant :

AEE = Lgg+ L¢f + Lee;
(10.12)
avec: Ag = Div + Rot + B:

10.4 Methode avec CL essertielles : discr etisation

X,g\ Hi() estdensedansxg, seulemem si  estcorvexe.Ainsi, la methode decrite ici converge
danslacasou preseite dessingularitesgeometriques seulemen silesdonneessort regulieres.Nous
la presetions de facon a expliciter I'elimination descondisionsaux limites tangentielles, necessaire
pour la dicsretisation de la methode a poids.

Soit N¢ le nombre de sommetsdu domaine polyedrique . Chaque sommet est un point de
discretisation du bord, quelquesoit le maillage considere. On appelle Cl'ensenble de cessommets.
Soit N5 le nombre de points de discretisation du bord setrouvant sur une aréte de @ et n'etant
pasun coin. On appelle A I'ensenble de cessommets.On poseN;s = Ng N: N, le nombre
de points de discretisation du bord qui ne trouvent pas sur des arétes. On ordonne les points du
bord @ de la facon suivante :

-8i 2 1;,M;j 2 @n(C[ A),
-8i 213, Mj 2 A,
-8i 2 I, M 2 C
ouonadecomp=slg en:lf = fN +1;:5 N +Nigla=fN +Ne+1;25N + Np + Nag
etle = fN Nc + 1;:: Nog.
On remarqueque: N + Nf + Nag + Nc = N.
On consicere commeespacede discretisation de X 2'® le sous-espacele Xy, conformedans X2 :

Xge = V2XcjVv  j@ = Osur@

Par construction, XS;;E H1().La discretisation de (8.14) sefait de la mémefacon que celle de
(8.12), mais il faut prendre en compte la condition aux limites tangertielle dans les matrices Div
et Rot, et danslestermes du secondmenbre.

10.4.1 Elimination des conditions aux limites essertielles

Propri ete 10.3 L'espace x,g;f estde dimension nie 3N 2N; 3Na 3N
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Demonstra tion. Soit u 2 Xé’;f. Comme Xé’jf est un sous-espacele Xg i, il estde dimension
X3
inferieure ou egalea 3N et on peut ecrireu = u (Mj)vi. .
i=1 =1
Consideronsun point Mj, i 2 |, setrouvant sur l'areéte Ay .| (gure 7.1,p. 153).On a:
8
< u(Mj): ¢, = 0
u(Mi): = 0;
u(Mj): « = 0:
Comme lesvecteurs .|, k et | nesort pas colineaires,on a necessairemenu(M;) = 0. Ceci
X X
etant valable pour tous lespoints d'arétes,on peut ecrire: u = u (Mj)v;. .Pourchaque
i2lnla =1

vecteur de Xé’;f, nous eliminons alors les trois degresde lib erte liesa chaque point d'aréte. D'ou :
dim(XZ'F) 3N 3N,
Consideronsun coin Mj, i 2 l.. M; estlintersection d'au moins deux arétes,d'ou u(M;) = 0.
N Ka NoXx3
Cecietant valable pour tous les coins,on peut ecrire: u = u (Mj)v;i. . Pour chaque
i=1 =1
vecteur de XS?E, nous eliminons alors les trois degres de liberte liesa chaque coin. Il y ena N,
dou:dim(XZ'¥) 3N 3N, 3N
Consideronsun point M, i 2 I, setrouvant sur la faceF, de . Commeu(M;) ir, = 0,0n
R e N x Nr
peut ecrire u(Mj)jg, = U (Mj) jg . Dou:u = u (Mj)v. + u(Mpv ;.
i=1 =1 i=1+N
Notons qu'il n'y a pasd'ambigute sur (M;) lorsquei 2 It car alors M; n'est ni sur une aréte ni

sur un coin. Ainsi, pour chaque vecteur de XSFE, nous eliminons deux degresde lib erte par point

du bord qui n'est pasni sur une aréte ni sur un coin. D'ou : dim(Xé);;E) 3N 2Nf 3Nz 3N
Pour conclure, la famille Bo := (Vi; )iz : 2r1:239[ (Vi i)i21, estcorntenue dansxg;;f, d'ou :
dim(X2ig 3N 2N 3N, 3N,

Nous avons donc montre la propriete 10.3, et au passageque Bg engendrengf. Par la suite,
on utilisera les notations suivantes : lac = la[ lc, €t Ngc = Ng + N¢. Pour M; 2 I+, setrouvant
sur la face Fy, on appelera( i; 2) la basedu plan gerere par la faceFy, telle que ( }; 2; )
soit une baseorthonormee directe. On utilisera donc deux types de baselocale de R® selonl'em-
placemen de M; :

-8i 21 ,M; 2 , ontravaille dansla basecanonique(es:; e; €3),

-8i 2 1f,M; 2 @n(A [ O, ontravaille dansla baselocale( §; 2; ),

-8i 2 lge, Mj 2 A[ C an delever I'ambigute sur le vecteur normal, on travaille dans la base
canonique(e;; e; e3).

On appelle B la basede Xy ainsi formee:

B = (Vi; )i2| [ lac; 2f 1;2;39[ (Vi il)i2|f [ (Vi i2)i2|f [ (Vi i)i2|f : (1012)

Soit A 2 (R® 3)N N |a decomposition de la matrice Div + Rot dansB, qu'on ecrit de la facon
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suivante :
1
A . A - f A ;ac

0
A:%)Af; As .t Af;acg:
Aac; Aac;f Aac;ac

Decrivons les sous-matricesde A.

Les sous-blas Ail 2 R3telsquei etj 2 | [ la sort denis dansla base(e;; es; e3)T
et ont deja ete calculesdansle paragraphe10.3.1.lls sort contenus danslessous-matricessuivantes :

-A . = (Div + Rot)'2! 721 2 (R® 3)N N

- Aaciac = (Div + Rot)!2lacii2lee 2 (RS 3)Nac Nac
-A o = (Div + Rot)' 2! 2l 2 (R3 3)N Nac
-Aac; = (Div + Rot)!2lacii2l 2 (R3 3)Nac N

La sous-matriceAs . 2 (R® 3)Nt Nt estcompossedesN;  Ni sous—bla:sAif;;jf 2 R® 3 tels
que:8i 2 1,8 2 I; :

0 1
(Vj jl; Vi il)Xg (Vj j2; Vi il)Xg (Vj j vV il)Xé’
Al = B (v Bivi Bxe (v Bivi Bxe (Viojivi B)xe

(vi fivioidxe (v Fivioidxe (Viojivioidxg

Cessous-blgs agissem suy les vecteursde R3 decommses dans la baselocale( [|; 2; ;)" :
E ;l(Mj)

Er(Mj) = @E 5(Mj) A ouE; (Mj) = En(Mj): ;, =12etE (Mj) = E(Mj): j.
E (M;)

La sous-matriceA . 2 (R3 3)N Nt estcompossedesN  N; sous-blasdeR® 2 suivants :
8i21,8j2 I,

(Vj jlivi el)xg (Vj j2;vi el)xg (vj i Vi el)xg
AI;?f = (Vj j1;Vi ez)xg (Vj jz;vi eZ)xg (Vj i Vi e2)xg
(Vj jliVie3)xg (Vj f;vieg)xg (Vj i ;Vie3)xg

Symetriquemert, la sous-matriceA;; 2 (R® 3)Nt N esttelle que:
8i21¢,8) 21 A7) = AL
De méme, la sous-matrice As .oc 2 (R3 3)Nt Nac est composse des Ny Ny sous-blas de
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R3 3 suivants : 8i 2 If, 8] 2 lac,
0 . 1 . 1 . 1 1
(vier;vi {xe (vieivi {dxe (Vies;Vvi {)xe

Al = (vje1; v iz)xg (vjex; v iz)x,g (vj es; Vi iz)xg ;

(view;vi i)xe (Vieaivi i)xo (Vies;Vi i)xe

et symetriquemert, la sous-matriceA,..; 2 (R® 3)Nt N esttelle que:

8i21¢,8) 21 A = Al

Nous ne detaillerons pas les calculs des sous-matricesde A, car ils sort similaires aux calculs des
elemerts de Rot et Div, expliguesdansle paragraphe 10.3.1.

Soit F 2 Xx. An dede nir le produit matrice-vecteur A F, ou F est le vecteur de (R3)N assaie

a F, on decompmpseF dansB :

X x3 X 1
F = F (Mj)Vj; + F;]_(Mj)Vj j + F;z(Mj)Vj
i21 [lac =1 i 21

ou8i2 1,8 211,29, F, (M;) = F(Mj): ; etF (Mj) = F(Mj): .

FrEMDY

On consicere alors F = (F ;F;;F,o)" le vecteur de R3N assaie, dont les sous-compsartes sort :

-F = (F1(M1);F2(M1);F3(M1); 55 F1(MN );Fo(My );Fa(My )T 2 (RN

-F = (F a(Mn #1);F 2(Mn 41)iF (Mn 41);55F (M Na )i F 2(MN Nee)iF (M ne)) T 2 (RN
“Fac = (F1MN Na+1)iF2(MN Noo * 1) Fa(MN Nge+1); 55 F1(MN); F2(MN); Fa(MN)) T 2 (R3)Nac,

Le produit matrice-vecteur A F est ainsi bien de ni. Pour construire la matrice de la formulation
variationnelle (8.14) discretisee dans X,g;;f, on peut alors proceder a I'elimination des conditions
aux limites essetielles dans A. Cela correspond a eliminer d'une part les lignes et les colonnes
de A dont les elemeris dependert de 2 pour les sommetssitues a l'in terieur des facesdu bord
(i 2 1f); et d'autre part toutes les lignes et les colonnespour les sommetssituessur les arétesde
@ (i 2 lac). On appelle Ag la matrice ainsi obtenue.

Soit A . 2 (R® 3)N Nt |Jamatrice A .¢ dont on a elimine les colonnesdependart de 12 :

8i 21,8 2l, 0 ;
0 0 (v j;Vier)xp
Ai;? = 00 (Vj j v Vi eZ)Xé’
0 0 (v jivies)xe
Symetriqguemert, A ; 2 (R3 3)Nt N estla matrice A;; dont on a elimine les lignes qui
dependert de 2: A"} = A"l

On consicere A . ’Ia matricé A .+ dont on a elimine les termes dependart de L2 saufles
termes diagonaux, pour lesquelson a impose la valeur 1 :
. j O 0
Al ;;J = @0 i 0 A
0 0 (vi jiVvi i)xe

1
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En e et, At .+ correspond aun bloc diagonalde A. En imposart la valeur 1 sur lestermesdiagonaux
elimines, on s'assureque la matrice ainsi modi eesoit inversible.
On en deduit que la structure par blocs de la matrice Ag 2 (R 3)N N estla suivante :

0 1
A. A. O

O O Iac;ac

0U | ac: ac €St la matrice identit e de (R3 3)Nac Nac,
Prop osition 10.4 La matrice Ag estinversible.

Demonstra tion. Lessous-blasdiagonauxde A, ., et A . sort strictement positifs. On a :

0 . - 0
. jigrad vijig 0 0 N 10 0
Al = @ 0 jigrad v ji3 0 A; etA” = @0 1 0 A
0 0 ji grad v jj3 0 0 jigrad v jj

Le sous-bla diagonal | 5c: ac garartit donc l'inversibilite de Ag.

10.4.2 Champ electrique

Tout se passecomme dans le cas bidimensionnel (voir la section 4.7 et le paragraphe 4.7.1),
aussinous nous cortentons de donner les elemerts matriciels, sansdetailler la discretisation.

Le probleme variationnel (8.14) discretise dans Xé’jf s'ecrit :

Trouver Y 2 X2'¥ tel que:

8i21 :8 2f1;2;309; (Eﬁ;vie)xg
8i 21s; (BRi Vi i)xo

Lo(vie ) (E;vie )xo;
Lo(vi i) (B Vi i)xe:

En regroupart E,? et E', on peut reecrire cesequations sousla forme :
Trouver B, 2 X tel que:

8i21 ;8 2f1;2;39; (En;vi; )xg = Lo(vi; );

8? 2 1, (Bnivi i)xe = Lo(vi i); (10.13)
8i 21f; EE(Mi) i = e(My) s

81 2 lgc; En(Mi) = e(Mj):

La derniere egalite a lieu au sensdu paragraphe 4.8.2 de la partie 11, et est detaillee dans le
paragraphe 10.4.3.
Soit E = (E ; Ef; Ey)" le vecteur de R3N assaie dont les composartes sort egalesa celles

de B, dansB. Consideronsle relevemen discret suivant : E" = (Z ; E ; EaC)T, ou :

-Z estle vecteur nul de (R3)N ;

-E = (eMn 1) § M +1): R e 0ine(My ang )t N e, ce(Mi ang )t B s O)T 2
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(R3)N | est le vecteur contenant les valeurs des composartes tangertielles de E, sur @ n(A [ O ;

-Epe = (@1(Mn +n+1)i@2(MN ang+1)i€(MN n 41 )i i €1(Mn); €2(Mn);es(My)) T 2 (R3)Nee
est le vecteur contenant les valeurs descomposaries de e sur les arétes et aux coins du maillage.

Soit A s 2 (R3 3)Nt Nt |a matrice A¢ .+ dont on a elimine les lignes dependart de %2 :
8i ; j 2 |f ,

0 0 0 0 1
Al :% 0 0 0 E:
(v fivioidxe (W fivioidxe (M gV i)xg

Soit A .4 2 (R3 3)Nt Nec |3 matrice As ., dont on a elimine les lignes dependart de 12 :
8i 2 1t,8] 2 lac,

0 0 0 0 1

A ;;jac = % 0 0 0 E :

(view; Vi i)xe (Viez;vi i)xe (Vje€3;Vii)xe
SoitL 2 (R3®)N larestriction deLauxi 2 |1 ,etL 2 (R®)Nt le vecteurtel que:
L = (0;0;Lo(vNn +1 N +1)3;:5050; Lo(UN +N¢ N +Ng)):
Soit A, 2 (R2 3)N N |a matrice de nie ainsi:

0 1
0 A Yf A ;ac

Ar:%() Ayf A’acg

0 0 Iac;ac

PosonsL, = (L ;L ;Z,)" 2 (R®)N, ou Z,. estle vecteur nul de (R3)Nec. On montre de la
meme facon que dans le paragraphe 4.7.1 que les equations (10.13) sereecrivert sousla forme du
systeme matriciel suivant :

AE=L, AE:

Le calcul de L, est similaire a celui de L, e ectue dans le paragraphe 10.3.3. Une fois que E est
calcule, on peut ecrire I'approximation calculee sur l'interieur desfacesdu bord, E; dansla base
canonique(e;; ex; €3).

Pour cela, a chaque point Mj, i 2 I¢, on ass@ie Of; 2 R3? 3, la matrice de changemen de base
telle que: 1
1Mi)  f(Mi)  a(My)

0
Ori = %} (M) Z(My)  2(My) g:

F(My)  2(My) (M)
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x3 X3
avec 1= le et 2= 2e . Soit O; 2 (R3)Nt Ni |a matrice diagonalepar bloc de nie
=1 =1
par : 0 1
Orn +1 O 0
o = @& 0 0 X
0 0 Of:N Na

Le vecteur correspondart aux composartes dans la base(e; ; e;; e3)' s'ecrit alors: O E; .

Remarque 10.5 Comme dans le cas bidimensionel, en pratique, on creela matrice et le second
membie dans la base cartesiennecomplete, et on procedea une elimination a posteriori, en faisant
un changementde base avant I'elimination, et un autre apres pour revenir au systme cartesien.
Peu importe la base( 1; 2)T du bord choisie.

10.4.3 Relevement de la CL

Commeen 2D, il n'est pas necessairade calculer un relevemern explicite de e pour calculer Ey,.
Nous detaillons ici commert determiner E}. dansle casou @ = a[ ¢ (voir section8.1). Pour
les points M; qui setrouvert sur lesarétesou lescoinsde ¢, on atoulours (E.o)i = (0;0,0)". En
pratique, A estun plan, et lespoints qui sort sur la frontiere o\ ¢ sort geometriqguemert soit
desaretes,soit descoins(voir par exemplela gure 2.3dela partie 1). On lesconsicere commeetant
despoints de ¢. PrenonsM; 2 A\ . Si M; est geometriquemert sur une aréte, alorsi 2 I :
M; estinterprete commeetant un point d'une facede . SiM; estgeonetriguement un coin, alors
i 2 15 : M; estinterprete commeetant un point d'une aréte de ¢, d'ou : (Ei.)i = (0;0,0)".

10.5 Regularisation a poids : discr etisation

Pour lesvaleursde ad hoc, X0 \ H1() estdensedansx0 , On peut donc considerer comme

espaced'approximation de X,g; Iespace XE k , decrit dansle paragraphe 10.4.2.La formulation
variationnelle (8.17) s'ecrit :
Trouver E%., 2 Xgig tel que:

8i21 ,8 2f1;2g9 (E);vie )xe. =L (vie) (E;vie)xo
' ' (10.14)
8i 2 I, (E2; vi ixe. =L (vi i) (E;vii)xe :

Pour exprimer cesequations sousforme matricielle, on procede de la m&éme facon que dans le
paragraphe 10.4.2 par pseudoelimination desdegresde liberte conrus. Soit Ag. (resp.A;. ) la
matrice obtenue enremplacant l'operateur Ag par A dansAg (resp.A;). On serameneau calcul
direct de E ., = EY., + E, avec commerelevemert discret de la condition tangertielle au bord
e le vecteur Er On constrwt le vecteur L de la mémefacon que L,, en remplacart I'operateur Lo
par L . Il s'agit alors de resoudrele systemelineaire:

AE =L +A, E:

Il faut construire la matrice Div , qui correspond au produit scalairedansL?() desdivergences
desvecteursde la baseBg. Cette construction est similaire a la construction de Div. On utilise un
sthemad'integration numerigue a quinze points (voir le paragraphe 15.3.5), partie 1V).
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Remarque 10.6 D'apres A. Bua et al. [31, 32], le champ electrique est moins singulier dans
la direction des arétes rentrantes qu'orthogonalementa ces directions. Ainsi, on peut imaginer
d'utiliser deselements nis anisotropes, c'est-a-dire qu'en dehorsd'un voisinagedescoins rentrants,
les aretes des tetraedres paralleles aux arétesde  sont plus longuesque les autres. En pratique,
cela permet de reduire le nombre de points de discretisation. Dans [32], les auteurs etudient la
convelgen® deselements nis d'arétes sur un maillage anisotrope pour le probleme harmonique.

10.6 Cas prismatique : discr etisation

Danslecasou =! ]O;L[, (avec! polygonede R? et L > 0) estun prisme droit, nous avons
vu dansla section 8.6 qu'on pouvait reecrire le probleme sousforme d'un suite de problemesposes
dans! . Les systemesd'equations obtenus sort decoupksen:

- ((EO;"; ck): Eg;k) si on traite le probleme avec des conditions aux limites essetielles partout,
ouen:

- ((E" ; c',§ ); g2k ), si on traite le problemeavec desconditions aux limites essetielles seulemen
sur ¢ pour la partie longitudinale du champ.

On seramenealors pour chaquek 2 N alaresolutiond'un systemematriciel issud'une discretisation
dansX (E’;;Ff( et d'un systemematriciel issud'une discretisation dansV2(! ). Nous ne detaillerons pas
la formation desmatrices de discretisation desformulations variationnelles, puisque cela a ete fait
dansle chapitre 4 de partie |1, qui traite le problemebidimensionnel. Nous reprenonsles notations
relatives a cette partie. Rappelons que le nombre de coins rentrants du probleme bidimensionnel
est egal au nombre d'arétesrentrantes du problemetridimensionnel.

10.6.1 Champ electrique transv erse : CL essertielles

Dans ce paragraphe, on s'interessea la discretisation de la formulation variationnelle (8.26)-

(8.27) dans X 2'%. On introduit de nouvelles matrices de (R? 2)N N et de nouveaux vecteurs de
(R?)N, obtenus par discretisation (8.26)-(8.27) dans la baseB de R? (de nie en (4.40), partie 11,
section4.7).
Soit Mg 2 (R? 2)N N |a matrice de massede I'espacexg;ff(. Cette matrice se forme commela
matrice Ag du problemebidimensionnel, en remplacant le produit scalairedansX(E’ cAg(:;:) par
le produit L2(!) : (:; :)o:1 . On poserade mémeM, 2 (R? 2)N N Ja matrice de masseappliquee
au relevemert discret, de la méémczeforme queA;.

Mo, la matrice dont les coe cien ts correspondert aux produits
2 2

On appelle alors A§ = Aq +

|_2

scalairesAS(:; :) dansla baseBg. De méme,A‘r‘ = A + M,. €& designerala represenation

|_2
de ef decompse dansla baseB.

Soit Ly 2 (R! 2)Na N |a matrice represetant les valeurs de Af (:; x?,) dans la baseBy :
81 2 f1;::; Ng g,

L] Al(vier; xPy) Ab(vieaixS,) 8j 21

0 A§(V] jiXPh) 8) 2 la;
= 00 :8 2I:

Pour calculer cette matrice, il faut d'abord approcher les xIS, comme c'est explique dans le
paragraphe 4.9.2 de la partie 1.
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Soit L, 2 (R?)N, le vecteur represenant les valeurs approcheesde L § ( :) dansla baseBy :
1

(gf; @vi)oy (f;h ; @Vi)oy + kT(fylf;h » Vidoy §

Ly = 8i2|!;

(6 @dor + (5 @Aor (1K s v

0 (& @We (5,1 @vi)os 1
- B K8i 21,

k
(gh:@wor + (fh @Wor  —(f: i3 vi)oy

0

0 8i 2 l.:

Soit X§ 2 RMar Nar |3 matrice des produits : Af (X, ; x5,.,)- Pour le calcul des coe cien ts
diagonaux, le calcul de ( xIS;h ; xﬁ h )0?2 sedecomposede la mémefacon que pour le calcul des ',
explique au paragraphe4.4.3.0n a : jxPj2dr = | RZ.
IR,
Soit ¥ 2 RNa | |e vecteur contenant les approximations des Xi
Rk .
Soit B" 2 R2N |a represertation de B dansla baseB (4.40).

Les equations (8.26)-(8.27) se mettent alors sousla forme discretisee suivante :
Pout tout k 2 N, trouver B, 2 (R2)N et chy 2 RV tels que:

k

ASES LTk = Lo Ale
(10.15)
k
LeB + xkek = K
k T k
SoitAgk - Ao ka 2 R@N+N o) (NN o) ot | % = Ly Akr(_ek 2 R@N+N o) Posons:
| Lk Xh _
B
EX = = 2 R@N*N o) | esequations (10.15) se mettent sousla forme suivante :

AXEX = LX:
L'algorithme de resolution de (10.15) est le suivant :
- Resoude AKE, = L, A€,
- Resoude (L (AK) L} XK)cf = Lk Eg o
- Resoude ASEk =L, A L] cki=A§E, L[ cf.

10.6.2 Champ electrique transv erse . CL presque essentielles

Dans ce paragraphe, on s'interessea la discretisation de la formulation variationnelle (8.30)-
(8.31). Dans un premier temps, nous allons determiner une basede X Q;E I'espacediscretise de
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X £ par leselemerts nis de LagrangePy :

Xééf = V2XkjVv: . =0sur ¢ : (10.16)

C

Par construction, X2'R 2 H() et est conforme dans X 2'R. On suppose pour simplier les
notations que A ne cortient pas de coin (en pratique, on choisit pour a un plan).
Les coins appartenart a ¢\ ~a sort maintenant consideres comme des points des arétes de
c. On supposequ'il y ena Nac, indicespar lac. Il restedonc N, Nac coinset ona Ny + Nac
points d'aretes. On restreint I'ensenble d'indices I a lco = Icnlac, et on complete alors I'ensenble
desindices I, enlg [ lac. Soit Ia I'ensenble desindices desNa points du bord appartenart a
a. Pour cespoints, on ne procederapasa la pseudoelimination. On complete alors I'ensenble des
indicesl,,enlyo= 1, [ la, et onrestreint I'ensenble desindicesla[ lac alz:= (Ianla) [ lac. On
endeduit que X ¢ estdedimension2N  Ngpo 2N,

Soit B la basede X ¢}

Ba = (Vi: Jizig; arnzgl (Vi i)izi,00 (10.17)

On reprend la structure par bloc detaillee dans le paragraphe 4.7.1 de la partie 11, en remplacart
Iy par lg, I par I et I par . On reprend la construction de la matrice Ag. Considerons:

0 0 [ co: co

avec:
-Agi0 2 (R? 2)No No telle que: 8;j 2 Io:

alil = E.D(Vj er; Vie)xp (Vi ez;Vier)ys ¢
0;0 — :
(vjer;viez)xa (Vj€2;Viez)xa

-A . 2 (R2 2)Nro Nro telle que: 8;j 2 ljo:
(Vi jivioidxa (Vi jivioi)xa
(Viogovioidxa (Vojivioj)xa

-Ap: 2 (R? 2)No Nao gt A . 2 (R? 2)Na0 No telles que :
8i 2 15:8] 2 Iy,

0 1 0 1
0 (Vj j;viel)xé 0 0

ALl = 8 K etAlil= @ A
0 (v j;Viez)XE\ (vier; v j)xé (viez; v j)x/g



10.6. Cas prismatique : discr etisation 199

loco etant la matrice identit e de (R? 2)Neo Neo,
Soit Ma la matrice construite de la m&me facon, en remplacant le produit scalaire (:; 5)xg par
. . . k? ?

le produit scalaireL?(! ). La matrice Aﬁ = Ap +

[ 2 Ma represere alors le produit scalaire

AK(:; ) dansla baseBa.
Soit Lax 2 (R#)Nar N, la matrice represettiant AX (:; x|,) dansla baseBa. Lax esttelle que:
812 f1;:::;Nar 0,

Lk A (vier;xP) AK(vie;xP) 18021,

0 AK(Vi jixPp) ;802 ly;
= 0 0 ;8i2 lw:

Soit Lay 2 (R?)N, le vecteur represenant les approximations de L,'§ (:) dansla baseBa, L,'§ est
tel que:

1
(g5 @vido;r  (Ff @vi)o:

A:8i2 1 [ lp;
(g5; @vido:r + (F5; @Qvi)o.

le\;k -

@O

(g;@vi)or  (ff; @vi)or + ef: v 1d

l—"‘_

elz(;hVi 2d
E 1812 la;

el;;h Vi ld

"
@WO
N
>
N
>

(g @vi)or + (Ff;@vi)on +  ek: v 2d +

l—"‘_

8 :8i2 lewo:

Soit Xﬁ;h 2 (R 2)Na N telle que: 81; k2 f1;::Nag,
(Xk;h)l;m = Ag(xls;h;xa;h):

Cette matrice secalcule de la meémefacon que Xj,. _
Soit _ﬁ 2 RNa | |le vecteur cortenarnt les approximations des ,'i" .

.. kK :
Soit B, 2 RN |a represettation de B¥ dansla baseBa.
Les equations (8.30)-(8.30) se mettent alors sousla forme discretisee suivante :

k
Pout tout k 2 N, trouver B, 2 (R%)N et cac 2 RN tels que:

k
AREL + Liychn = LA:
(10.18)
k
LakBa + Xknchn = K¢
k T k
Soit AO'A‘ = An LAlik 2 RE@N*Ner) (2N+Neor) gt LOAk = Ly Akr & 2 RE@N+N o)

L Ak XA;h
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k
Posons: EX = CEKA 2 R@N*N ) | esequations (10.15) se mettent sousla forme suivante :
Ah
AXEX = LX:

L'algorithme de resolution de (10.18) est le suivant :

- Resoude AK Ep = Lay;

-Resoude (Lax (AX) TLE,  X%.)ckn = LakEa  _K:
- Resoude Al B} = Lak LAk CAn = AREn LAy Chn-

10.6.3 Champ electrigue longitudinal

Qu'on choisissede discretiser le problemeprismatique dans X 2 ou dansX2, le champ electrique
longitudinal satisfait la formulation variationnelle (8.28). Nous allons discretiser cette formulation
dansl'espaceV} (equation (4.9), partie 11, paragraphe4.3.1).

On introduit les matrices et les vecteurssuivants :
Soit K'g 2 RN N |a matrice represertant le produit scalaire a‘g,(:; ;) dans la base discrete de
V2(1), telle que :

(KKYI = ak (vi;v), siietj2l;
= jj,siiouj2lg
Soit KE* 2 RN N telle que::
KP;k = 0 Kl'(y@ .
D 0 I@ )

ou lg estla matrice identite deRNe Ne ;etKf. 5 2 RM Ne esttelle que:
Ki!;;j@ = al(vj;vi)sii2 1 ; etj2lg:
Soit I, 2 RN le vecteurtel que:

, k .
= (fix: @iyt (fily; @vidon T (Ghi @vi)oy ;81 2 1,
= 0 sinon.
Soit € la represenation de €., dansla basecartesienne.

L'equation (8.28) semet sousla forme discretisee suivante :
Pout tout k 2 N, trouver EX 2 RN tel que:

KKES =1, KB*ek: (10.19)




Chapitre 11

Le probl eme statique 3D mixte discret

11.1 L'element ni mixte de Taylor-Ho od P»-P;

Comme pour le cas bidimensionnel, on discretise le problemesmixte par les elemerts nis de
Taylor-Hood P»-P; (section 5.1, p. 123). Le champ electrique estapproche en P, et le multiplicatuer
de Lagrangeen P; sur un mémemaillage. L'espaced'approximation du champ electrique est alors::

Xp = fv2CO) 2:vy 2 P3(T);812f1;:;Lgg;
et celui du multiplicateur de Lagrangeestalors :
Vi=fu2Co) :vjy 2 Py(T);812f1;:;Lgg:

On notera N1 le nombre de degres de liberte P4, c'est-a-dire le nombre de sommets de la
tetraedrisation du maillage; et N le nombre de degres de liberte P,, c'est-a-dire le hombre de
sommetsplus le nombre d'arétesde la triangulation du maillage.

ConsideronsS;,, i1 2 f 1;::; N;glessommetsdestriangles T,. Soit N! le nombre de sommets
interieursa , et Nl@ le nombre de sommetsdu bord @. On ordonne cespoints P; ainsi :
8i; 2 11, S, 2 , et8ig 2 11 ,Si; 2 @, ouonadeni lesensenblesdindices suivants :

It = f1;25N gl = FNT + 15 N + N getly = 111G

Soiert uj,, i1 2 11 lesfonctions de baseP1, qui gererert V.

Le champ electrique discret est recherche dans I'espace (V,)3. On ordonnera les points de
discretisation P, (sommets et arétes destetraedres) M, i 2 f1;:::;; Ng. Soiti 2 | tel que M;
soit un sommetde la tetraedrisation. Alors il existei; 2 11 tel que S;; = M;. On consicererav;,
i 2 | lesfonctions de baseP, qui generert V,. On notera k&, et p, et lesapproximations du champ
electrique et du multiplicateur de LagrangedansXg L2%() ouX@ L2%(), etE . etp . etles
approximations dansxg; L2(). Le multiplicateur de Lagrangediscretise estdecomposesainsi :

X X
Ph = Pr(Siy) Uiy s P h = P n(Si,) ui,:

i12|1 i12|l

On noterapetp 2 RNt |es vecteurs assaies a p, et pn : P = (pn(S1);:5 Ph(Sn,))T et
P = (P :n(S1);ipn(Sn))’

201
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11.2 Methode avec CL naturelles mixte : discr etisation

La preuve de la condition inf-sup discrete uniforme de la formulation mixte (9.3) pour I'elemen
ni de Taylor-Hood P,-isoP; a ete faite par P. Ciarlet, Jr. et V. Girault dans[39]. De m&me, pour
le coupled'espace( X2 ; V1), la condition inf-sup discrete est uniforme.

Prop osition 11.1 Il existe une constante ¢ > 0, independante de h telle que:

it B(Fn;un)
un2Vi Fr2x, i Friixe Il Unijo

La formulation variationnelle (9.3) discretisee par les elemenis nis de Taylor-Hood P,-P; s'ecrit
de la facon suivante :
Trouver le couple(pnh; Bn) 2 V1 X tel que:

8i21;8 2f1;39 (E;vie )xg + Be(vie ;pn) = Le;(vie );

(11.1)
8i12 I3 Be(Bn;uiy) = Ge(vip):
En decomposart pn dans(11.1), on obtient :
X
8i21;8 2f1;39 (E;vie Ixg + ph(Sj;)Be(vie ;u,) = Le(vie );
j1211
8i1 2 I Be(Bn; ui,) = Ge(ui,):

SoitE 2 (R®)N, larepresenation deE, dansvect(v; e )i21; 2f 1.2;3g- Nousallons ecrirelesequations
ci-dessusde facon matricielle. Pour cela, nous devons construire les matrices assaieesa Bg et Ge.
Soit Cg 2 (R! 3)Nt N Ja matrice composedessousblocsCZ " 2 R3 tels que :

8i12 11:8j 2 1;C¢7 = (@viuydo (@;ui,) (@Y ui)
Soit G 2 RN le vecteur tel que:
8i1 2 11; G = Ge(uj,):

Les equations (11.1) se mettent sousla forme :

AeE+ Cip

1
=

(11.2)
CeE

I
®

L'algorithme de resolution de (11.2) est le suivant :
- Resoude AgEy = L;

- Resoude (CEAL'CL)p = CeE, G;
-Resoude AkE= L C[p.

Les calculs de Cg et G sort similaires aux calculs de la section 5.3 (partie 11).
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11.3 Methode avec CL essertielles mixte : discr etisation

Xg!5 estun sous-espacele Xp, et 8(Fn;un) 2 X5 Vi, Bo(Fn; un) = Be(Fp; up), ona
donc aussiune condition inf-sup discrete pour le couple d'espaces Xé’;; i V1)

Prop osition 11.2 Il existe une constante , > 0 independantede h telle que:

i Bo(Fn; Un)
Un2Vi thxng ” FhJJXS JJ Un JJO

La formulation variationnelle (9.4) discretisee par les elemerts nis de Taylor-Hood P,-P; s'ecrit
de la facon suivante :
Trouver le couple (ph; Bn) 2 V1 X5 tel que:

8i21 ;8 2f1;39; (E;vie )X£+Bo(vie i Ph) = Lo(vie );

8i 2 It ; (Bni Vi i)xe * Bo(Vi iipn) = Lo(vi i);

8i 2 I B (Mi) 0= en(Mi) i (11.3)
8i 2 lac; B (Mi) = en(Mi);

8i1 2 Ig; Bo(E; ui;) = Ge(ui,):

En decomposan pn dans (11.3), on obtient alors :

X1
8i21 ;8 2f1;2;3g; (Ea;vie )xo+  Pn(Si;)Bo(vie ;ui) = Lo(vie );
i]_:l
. Xll
8i 2 It ; (Bnivi idxe + Pn(Siy)Bo(vi iiuiy) = Lo(vi i);
i1=1
8i 2 If; E:(Mi) i = en(My)
8i 2 lac; B (Mi) = en(Mi);
_ X
8i1 2 Ig; BO(Eh;uil) = GE(uil):
j=1

Soit ER 2 (R3)N, la represertation de E, dansB (10.12). Nous allons ecrire les equations ci-dessus
de facon matricielle. Pour cela, nous devons construire les matrices ass@ieesa By.
Soit Co 2 (R? 3)N1 3N Ja matrice composeedessous-blasCy ! 2 R 3 tels que:

8i1 2 11,8 2 la; Cpl

0 0oO0 ;

8i12 11;8] 2 It Ciol;j = 00 (@jVj;Uil)o
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Soit C; la matrice composee dessous-blaesCl*) 2 R 2 tels que:
8i121.;8j21,; ctl= 000 ;
8i12 11;8) 2 loc; C = cg¥;

8i1211;8j 2 1r; CF = (@:vj;ui)o (@:vi;ui)o O

Il s'agit de resoudrele systeme matriciel suivant :

AoER + CJp

I
—
o

A; Er ,
(11.4)
CoER

I
®

C, E:

L'algorithme de resolution de (11.4) est le suivant :
- Resoude AgE® = Ly;

-Resoude (CA,'CT)p= CoE® (G C/E);
-Resoude AgER = L, AE  Clp

Les calculsde Cy et C; sort similaires a ceux de la section 5.4 (partie 11).

11.4 Regularisation a poids mixte : discr etisation

Comme pour le casbidimensionnel, nous n'avons pas obtenu de resultat theorique sur la condi-
tion inf-sup discrete dansxg; . La formulation variationnelle (9.7) discretiseepar leselemerts nis
de Taylor-Hood P,-P; s'ecrit de la facon suivante : Trouver le couple(p .n; E .n) 2 V1 X3 tel
que:

8i21 ;8 2f1;3g (E;n;vie )xo + B (p;niUj,) =1L (vie);

8i2lt; (Einivi idxo, + B (Vi i;p;n) =L (Vi i);
8i 2 It ; E.n(Mi) i=en(Mi) i; (11.5)
8i 2 lg; E .n(Mi) = en(Mj);

8i1 2 11 B (E .nh;ui,) = G (uj,):
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En decomposart p ., dans(11.5), on obtient alors:

X1

8i21 ;8 2f1;2;3g9; (E;h;vie)xg_ + P -h(Si;)B (vie ;ui,) =L (vie);

’ i1=1

. %1

8i 2 It ; (Einsvioidxg + P n(Si)B (viisui) =L (Vi i);
i1=l

8i 2 It ; E.n(Mi) i=en(Mj) i

8i 2 lgc; E. n(Mi) = en(Mj):

8i1 2 Ig; B (E .nh;uj,) = G(uj):

Soit E 2 (R®N, la represenation de E .;, dans B (10.12). Nous allons ecrire les equations ci-
dessusde facon matricielle. Pour cela, nous devons construire les matrices asseieesa B et G .
Soit C 2 (R 3)N1 3N |3 matrice composedessous-blasC't! 2 R! 3 tels que:

8i1211;8j 21 C'l = (@v;u,)o: (@Vi;uy)o: (@Y;uiydo:
8i1211;8j 21, C¥= 000 ;
8i1211;8] 21 C*l = 00 (@V;u)o:

Soit C,. la matrice composee dessousblocs Cirl;;j 2 R! 3tels que:

8i121.;8j 21 Cltl= 000 ;

8i1 2 11;8] 2 Ipc Ci/! (@Qvj;ui,)o; (@v;up)o.  (@v;ui)o;

8i1211:8) 21 CAl = (@viui)o; (@viui)o; O
Soitenn G 2 RMN: |e vecteurtel que:
8i1 2 11;G* = G (uy) = (95 Uiy )o;

Les equations (11.5) se mettent sousla forme :

A E + CTE = L Ar; E';
(11.6)
CE =6 C. &

L'algorithme de resolution de (11.6) est le suivant :

-Resoude A E =L A E;
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-Resoude (C A ICT)p=CE, (G G E);
-Resoude A E =L A e CTp.

Lescalculsde C et C,. sort similaires a ceux de la section 5.5 (partie 11).

11.5 Cas prismatique mixte : discr etisation

Nous reprenonsdans cette section les notations de la section 5.4 de la partie 1. Ainsi, ici, N1
(resp; N) estle nombre de points de discretisation P, (resp; P») de! , etc. La partie longitudinale
du champ electrique E, est discretise dans V9, avec:

VO =fu2Co) :ujy, 2 Pa(Th);8Th 2 Th(! ) etujg = Og:

On introduit la matrice mixte suivante, pour la partie longitudinale du champ electrique E,, cor-
respondarnt au produit (p*; v)o.: discretise dansV; V9 :
Soit M, 2 RN N telle que:

8i1211;8 21 ; MM = T(UiliVj Yo:r ;
8i1211;8] 21g; M = o

Soit M., 2 RNt N telle que:
8i1211;8 21 ; M = o0;
; . Qi . i) — k . .
8i1211;8 21g; M = T(Uil,Vj Jo;1 !

Soit G, 2 RN tel que: 8i1 2 13, G! = (gf; Ui, o1 -
Soit Ek 2 RNt |a represettation discretisee de py,, I'approximation de p dans V.

Soit E'§ 2 RN la represenation discretisee de E;.n, 'approximation de E; dansVs.

11.5.1 CL essertielles
Lk . : . o
Soit B 2 (RN la represetation discretisee de B, I'approximation de P dansla baseB (4.40)
de X .»2. La discretisation du systeme de formulations variationnelles (9.8)-(9.11) se met sousla
forme : ‘
Pour tout k 2 N, trouver (B"; ¢f; ES; p. ) 2 (RN RN« RN RM: tel que:
k
ASE + LT+ Clp = L Afe;
k
LB+ Xfgh+ shp =
k
CoB' + Sof MBS = G G+ My &

P;k .
KII(DEiZ( MIE = Lk Kp ¥
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Posons:

Lesequationsci-dessussemettent aussisousla forme condengesuivante (en reprenart lesnotations
du paragraphe10.6.1de la partie 1) :

0 10 1 0 1 0 1
A% 0 EX o L
@ A@ A4+@ A pk = A -
k k T - |0
0 Kp E My K (11.7)
o
E o
cO M = = GX:
k Elz( Q

L'algorithme de resolution de (11.7) est le suivant :

- Resoude A¥ E; = L{ (voir l'algorithme de resolution de (10.15)) et KK Eo, = I2;
0 10 1
(Aok) 1 0 COT
-Resoude C° M, @ A@ Ap= G*;
0o (K? Mg

-Resoude AXEX = L% T p, et K EX =10+ M{ p.

Pour la deuxieme etape, calcule une approximation de p par l'algorithme du gradient conjugue
(section 15.4, partie IV). Notons qu'a chaque etape, on devra utiliser I'algorithme de resolution de
(10.15).

11.5.2 CL presque essertielles
Soiert Ca 2 (R N1 N | matrice mixte suivante :
8i1 2 11;8] 21, Ctl = cii;

8i1211;8] 2 1o Ci'J

0 0 ;

8i1211;8] 21 CHl = 0 (@ v ui,)o

Onpose: CQ:= Ca Sp 2 RNt @N*Nar)

. kK : : . o
Soit EA 2 (R?)N la represenation discretisee de B, I'approximation de P dansla baseBa (20.17)
de X g 2. La discretisation du systeme de formulations variationnelles (9.12)-(9.14), accompagrees
de (9.11), semet sousla forme :
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k
Pour tout k 2 N, trouver (B"; ¢k, 1 ES;p. ) 2 (RHN RN RN RN tel que:
k
AKE + LI ckp + CRP = Laxs

k
kK ok T Kk .
Lax B + XahCn t SHSP = A

k
Cal + SoChn  MkES = G+ My &

P:k .
KKES Mip = I Kp<é;

Posons:
Lg;k = 18 Kg’kglz(,etg% = Qk + Mr;kglz(:

Lesequationsci-dessussemettent aussisousla forme condengesuivante (en reprenart lesnotations
du paragraphe10.6.2de la partie 1) :

0 10 1 0 1 0
AOAk 0 EZk COAT Lg;k
@ A@ A+ @ Apc = @ A -
0 K o E My B
0 .1 (11.8)
Ex S
cC My @ A = Gk
Ek
=Z

L'algorithme de resolution de (11.8) est le suivant :

- Resoude AXE, = L3 (voir l'algorithme de resolution de (10.18)) et KK Ey, = 12;

0 10 1
At o CA :
-Resoude C§ My @ A@ Ap= Gf;
0o (KH? Mg
- Resoude AXEX = LX Clp etkKES =12+ M]p

Pour la deuxieme etape, calcule une approximation de p par l'algorithme du gradient conjugue
(section 15.4, partie IV). Notons qu'a chaque etape, on devra utiliser I'algorithme de resolution de
(10.18).



Chapitre 12

Le probl eme temp orel 3D

12.1 Intro duction

Les premieres experiencesnumeriques de resolution des equations de Maxwell instationnaires
tridimensionnelles par des elemerts nis cortinus ont ete realisesen 1992 par E. Heintze [69]
(voir aussi[26]). E. Heintze a code la methode avec conditions aux limites essetielles. Ainsi,
l'approximation du champ electromagretique n'etait correcte que pour desdomainescorvexes.

Nousreprenonsle travail d'E. Heintze, et nousle generalisonsau casde domainesnon-cornvexe,
pour lesquelson resout les equations de Maxwell instationnaires avec la methode de regularisation
a poids.

Danscechapitre, represene l'interieur d'un conducteur parfait ¢, borne evertuellement par
une frontiere arti cielle 5, exactemen commec'est explique dansla section8.1. Dans le vide, les
equations de Maxwell s'ecrivert :

"O@E rotH = J ; (12.1)
o@H + rot E = 0; (12.2)
div("oE) = ; (12.3)

div( oH) = O: (12.4)

E et H sort le champ electrique et magretique, est la densite de charges, et J est le vecteur
densite de courant. Cesquartit esdependert de la variable d'espacex et de la variable de temps t.
Rappelonsque "¢ estla permittivit e dielectrique du vide, ¢ la permeabilite magretique du vide.
Lesquarntites"g et ¢ sort tellesque”g oc>= 1,ouc 3:1®m:s ! estla vitessede propagation
desondeselectromagretiques dans le vide.

On a les hypothesesde regularite minimale suivantes sur et J, obtenues en analysart les
equations de Maxwell, et en notant que I'energieelectromagretique est nie (voir par exemple[6],
chap. 2) :

@ 2 L%0;T;L%() );
@ 2 CO%O0;T;H () ); (12.5)

J et satisfort (1.6):div + @ = O:

Notons que les hypothesesde regularite sur J et sort lieespar I'equation de la charge (1.6). On
supposede plus que la valeur initiale de J , noteeJ (:;0), existe. On a egalemeh une condition de

209



210 CHAPITRE 12. LE PROBL EME TEMPOREL 3D

conducteur parfait :
E = Osur c: (12.6)

Remarquonsque (12.2) et (12.6) impliquent que:
o@H: )= 0sur c: (12.7)

Rappelons que I'equation de consenation de la charge (1.6) est une consequencedes equations
(12.1) et (12.3).
De plus, on connait E et H au temps initial :

E(:;0) = Bo; (12.8)
H(:;0) = Ho; (12.9)
ou le couple (Ep ; Hg) ne depend que de x.
On supposeen gereral que oHg: = Osur ¢, desorteque:
H: = 0sur ¢: (12.10)

Sur la frontiere arti cielle A, on imposeune condition aux limites de Silver-Muller, qui s'ecrit de
deux facons equivalertes :

E H = e h =e sur a oubien: (12.11)
r r

T
+
m
I
|
>
+
D
1
o]
>

sur a: (12.12)

oue 2 HY(). Ondecompse A en ‘A et 4. Sur iA, on modelise des ondesplanesincidentes,
et sur &, on imposeune condition aux limites absorbartes, de sorte que : € a = 0 et hj 2 =0
A

-y . . A
par de nition, alors que € et hj a = 0 sor liesaux ondesplanes.
A A

On de nit les espacesvectoriels suivants :

Ha(rot ; ) =fu2H(ot ;) :u @ 2L¥@ ;u ;. = 0g;

I c
Ha(divy; ) =fu2H@iv );) ru: @ 2L%@ ;u: i = 0g:

On posealorszxé(; y = Ha(rot ;) \ H(div (); ), etxﬁ(; y = H(rot ;) \ Ha(div ;).
Notons que X2 'R := XA\ HY() (resp:X/; 'R := XA\ HL()) estun sous-espacderme de X2
(resp:X}#}). On aleshypothesesminimales de regularite suivantes sur le champ electromagretique

initial (Eo; Ho) :

Ep 2 Ha(rot ; )telque:div("oE) = ;

Ho 2 X} tel que:div( oE) = 0; (12.13)

Eo —OH() = € sur a:
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Les hypothesesminimales de regularite sur E et H sort alors :

E 2 L2%(0; T;Ha(rot ;) ); @ 2 L*0; T;L%( ));
(12.14)
H 2 L2%0;T;XA); @ 2 L%0; T;L2( )):

A partir desequations(12.1)-(12.4) de premier ordre en temps coupleesen E et H, on obtient
desequationsde secondordre entemps decoupkes,a partir desquelleson construit lesformulations
variationnelles. L'existence et I'unicit e des solutions decoulealors du theoreme suivant, d0 a J.-L
Lions et E. Magenes[78] (thm. 8.2, p. 296).

Th eoreme 12.1
SoientV et H deuxesmces de Hilbert tels queH® H etV soit densedansH.
Soit a une forme bilineaire, continue et symetrique sur V. On supmse qu'il existe > 0
tel quea(:;:) + (:;:)n soit coercitive sur V, c'est-a-dire :

9 >0j8v2Via(v;v)+ jivig  jivig: (12.15)

On de nit l'operateur A 2 L (V; V9 par: < Au;v >y.yo:= a(u;v).
Soitf 2 L?2(0; T;H), (ug;ur) 2V H.
On considere le probleme suivant : Trouver u tel que:

8
< u%qt) + Au(t) = f (t), dansV® pourt 2]0; T [;
(12.16)
ave les donneesde Cauchy: u(0) = ug et u®(0) = uy:

Le probleme (12.16) est equivalenta la formulation variationnelle suivante : Trouver u tel que:

8
< < uqt);v>yoy +a(u(t);v) = (f(t);v)q;8v2 V,pourt 2]0;TI;
(12.17)
ave les donneesde Cauchy: u(0) = ug et u®(0) = uy:

Il existe une unique solution aux problemes(12.16) et (12.17). De plus, I'application suivante est
continue :
tL2(0;T;H) V. H ! C%O0;T;Vv) COO0;T;H)
(fiuosur) 70 (u;u9)

Les preuvesde la section qui suit sort duesa P. Ciarlet, Jr. [37].

12.2 Champ electrique : form ulations variationnelles

12.2.1 Intro duction

Dans un premier temps, on supposeque @ = ¢ :il n'y a pasde frontiere absorbarte. On sup-
posequeJ et satisfort leshypothesesde regularite minimale (12.5). Le champ electromagretique
est alors tel que:

E 2 L?0; T;Ho(rot ;) )etH 2 L%0;T;X3):

On s'interessea I'ewlution du champ electromagretique (E; H) solution du probleme(12.1)-(12.4)
accompagre des conditions initiales (12.8)-(12.9), et des conditions aux limites (12.6) et (12.10)
danslintervalle detemps]0; T[ (T 2 R,) dans . Onnote: 7 = ]0; T[. Par la suite, nous
allons detailler I'etude du champ electrique, celle du champ magnetique etant similaire.
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Prop osition 12.2 Dans le probleme de premier ordre en temps (12.1)-(12.4), on peut remplaer
(12.1) par les deux conditions suivantes:

@E + c?rot (rot E) = @J ="g, dans , pourt 210;T[; (12.18)

1
@E(;;0) = Ef .= —(rot Hp J(:;0)),dans ,at=0; (12.19)
0
Demonstra tion. En derivant (12.1) par rapport au temps, on trouve (12.18),dansDY]0; T[ ) 3:

: 1
oot @H C@E= @ :"0(])2 2 ot (rot E) g@E = @I :
En consicerant (12.1) at = 0, on obtient (12.19). Consideronsla variable auxiliaire :
U:= grot H CZ@E J ="p:

Pour montrer la reciproque, on considere la variable auxiliaire : U := grot H @E J ="g.
Lesrelations (12.2) et (12.18) donnert :

(12:18)

@ = oot @H CJ@E @ =n, 122 @E + c?rot (rot E) + @) ="¢ 0

U estdonc une constarte. Par ailleurs, ona: U(:;;0) = rot Hpo="g E J(;;0)="¢ = 0.
Ainsi, U 0, cequ'il fallait demortrer.

On cherche alors a resoudrele probleme (PE) suivant : Soit J et satisfaisan I'equation de la
charge. Trouver E tel que:

@E + c?rot (rot E) = %@] ,dans , pourt 2]0; T[; (12.20)

divE = o dans, pourt 2]0; T[; (12.21)

E @ = 0,sur@, pourt 2]0;TI; (12.22)

E(;;0) = Eo; @E(;;0) = By := ?(rot By oJ (:;0)),dans, at=0, (12.23)
div Ey = (ffoo) L divE; = %divJ (:0), dans at= 0, (12.24)

Dans les paragraphesqui suivent, nous utilisons la convertion suivante : L(2 )() designeau choix
L2() oulL?() ;et (:;)o( ) le produit scalaire correspondarnt au choix. Xé)(; ) designeau choix
XgouXxg. . Hg(; ,() designeau choix H3() ouH{. (). Biensor,L2() etHg() sort utilises
avecX2;etL?() etHg. () sort utilisesavecXp. .

12.2.2 Formulation variationnelle classique

Commerot E 2 L2( ) avecE 2 Ho(rot ; ), ona: rot (rot E) 2 Ho(rot ;) 2 De plus,
comme@J 2 L?( ), par di erence(voir I'equation (12.20)), on a: @E 2 Ho(rot ; ) °
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En multiplian t (12.20) par une fonction test F 2 Hp(rot ; ), etenintegrart sur al'aide de
la formule d'integrations par parties (7.15), on obtient alors formellemert (au sensdu chapitre 3
de [78)) la formulation variationnelle en E (FV) suivante :
Trouver E(:;t) 2 Ho(rot ; ) tel que:

< @E;F >poy + c*(rot E;rot F)o = ,,i(@J i F)o; 8F 2 Hg(rot ;) ; (12.25)
0

(12.26)

E(:;0) = E; @E(:;0) = Ey; (12.27)

ou ici, H = Ho(rot ; ) et< :;:>4oy designele produit de dualite ertre H et sondual H% On
supposeque @J 2 L2(0; T;L2%() ) pour que le secondmembre de cette formulation soit bien
de ni. La solution du probleme (PE) est alors solution de (FV).

2

, . d
Notons que le premier terme est souvernt ecrit sousla forme W( E; F)o.

Prop osition 12.3 Supmsonsque@J 2 L2(0; T;L?%() ), et(Ey; E1) 2 Ho(rot ;) L?() .
La formulation variationnelle (FV) admetune unique solution telle que:
(E; @E) 2 C%(0; T; Ho(rot ; )) CO°0;T;L2() ).

Demonstra tion.  Appliguons le theoreme de Lions-Magenes12.1, avec V. = Hy(rot ;) et
H = L?(). V estdensedansH carV corient D(). La forme bilin eaire symetrique a est telle
que:a(u;v) = (rot u;rot v)p, 8u,v 2 V, et satisfait (12.15)avec = = 1. Par de nition, la

donnee @J 2 L2(0;T;H), et par de nition Ey2 V et E; 2 H. D'ou I'existence et l'unicit e d'une
solution a (FV) telle que (E;E% 2 C°(0;T;V)\ CO%0;T;H).

Montrons que la formulation variationnelle (FV) estequivalente au probleme(PE), c'est-a-dire que
E solution de (FV) satisfait (12.21).

Th eoreme 12.4 SupmsonsqueJ et satisfassentles hypothesesde regularite minimale (12.5),
etque(Ey; E1) 2 Ho(rot ; ) L2() . Le probleme (PE) est equivalenta la formulation varia-
tionnelle (FV).

Demonstra tion. Montrons que la solution E de (FV) veri e la relation de Coulomb. D'apresla

proposition 12.3, @E 2 C°%0; T;L?()), dou :div(@E)2 C%O0; T;H () ). Posons:
V=dvE ="g

une distribution de DY  ]0; T[). On a la relation suivante, vraie au sensdesdistributions :

@V div(@E) @="o;

= div( @ ="9 crotrot E @ ="o), d'apres(12.20);
= 1="g@(divd + @ ) = O:

D'apres[107] (pp. 54-55), et sadhant que @V = div(@E) @="0 2 C%O0;T;H 1() ) (cequi
signie que @V (:;;0) a bien un sens),onaalors: @V = @V(;;0) (divkE @ (;;0)="p) = 0,
d'apres(12.24). Ainsi, on obtient : V = V(:;;0) divEy 0="0 = 0, d'apres(12.27) et (12.23).

D'apresla proposition 12.3 et le theoreme 12.4, avec les hypotheses(12.5), la formulation (FV)
admet une unique solution egalea la solution de (PE). Pour resoudre(PE), on peut donc discretiser
la formulation variationnelle (FV), par exemple avec des elemerts nis d'arétes, conformesdans
Ho(rot ; ). On deduit du theoreme 12.41le corollaire suivant :
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Corollaire 12.5 Supmsons que les hypothesesdu theoreme 12.4 sont veri ees, et que de plus
2 C%0;T; L(2 y() ). Il existe alors une unique solution de (PE) ou (FV) telle que:

(E; @E)2CO%0; T; X2, y) Co%0;T;L*( )).

12.2.3 Formulation variationnelle augmentee

Supposonsque 2 L2(0; T; L(2 )() ). An dediscretiser (FV) avecdeselemerts nis conformes
dans xg; , on a ajoute un terme en ¢? (div E; div F )o¢; ) dansle membre principal de (12.25) et
?( ;divF )o¢; )="o au membre de gauche. On consicere alors la formulation variationnelle aug-
mentee (FVA) suivante :

Trouver E(:;t) 2 Xg(;  tel que:

< @E;F >noy +(E; Flxe,. | = %(@J F)o+ %( ;divF)o;y; 8F 2 X2, 1(12.28)

E(:;0) = B; @E(:;0) = E: (12.29)

On supposeque @J 2 L2(0; T;L?%() )et 2L?%0;T; L(2 y() ) pour que le secondmentbre de
cette formulation soit bien de ni. La solution du probleme (PE) est alors solution de (FVA).

Pour appliquer le theoremede Lions-Magenesl2.1,on devrait modi er le secondmenmbre de (12.28),
de facon a ce qu'il soit egala (f (t); F )o, ouf 2 L2(0; T; L?() ). Cecietant, on peut utiliser la
version legeremert modi ee de ce resultat, due a C. Bernardi et F. Ben Belgacem[15] (thm. 2.3,
p. 1502). Dans ce cas, la donnee d'un secondmenbre de la forme ( (t); divF)q. ) estsusante
pour conclure.

Prop osition 12.6 Supmsonsque @) 2 L2(0;T;L?() ), que 2 L?(0;T; L(2 y() ), etque
(B E1) 2 Xé)(; ) L2() . La formulation variationnelle (FV) admet une unique solution telle
que: (E; @E) 2 C90; T;Xg(; 3\ COo(0; T;L%() ).

On veut maintenant montrer que la formulation variationnelle (FVA) est equivalente au probleme
(PE). Pour cela, il faut etablir que E, solution de (FVA) satisfait (12.21). A cette n, il faut

simplemert prouver que div E = =", pour la solution de (FVA). On note queV = divE ="y
appartient cette foisa L?(0; T ; L(2 )() ). Par ailleurs, si on raisonneau sensdesdistributions dans

DY) ]0; T[,onamaintenant @V ¢ V = 0, cequi ne permet plus de conclure. Pour arriver
anos ns, passonspar le resultat suivant :

Th eoreme 12.7 Supmwsonsque@ 2 C°(0; T; L(Z)() )yet@J 2 L2(0;T;L?%) ) satisfont
I'equation de conservation de la charge. Le probleme (PE) est equivalenta (FVA).

Demonstra tion. PosonsV = divE  =",. Par hypothese,V 2 C°0; T L(2 y() ), etV (:0)

estnul. Qui plus est,comme@J et @ sort deregularitessu san tes, la formulation variationnelle
(FVA) avec secondmenmbre egala:

%(@J  F)o+ %(@ - div F)og )

admet une solution unique, qui concide donc avec @E. En consquence,@E 2 CO(O; T; Xg(; )),
et @V 2 CO0:T; L(2 y() ), et @V(;;0) = 0. On construit une fonction test ad hoc pour la
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formulation variationnelle (FVA) enresohant le problemeadjoint ci-dessous
Trouver (:;t) 2 Hé(_ y() tel que:

<@ ;u>+c*(grad ((do) );grad ((do)u))o = ((dp) ViU)o; 8u2 Hg, () 5t 2:10,T[;

avec: (T) = @ (T) = O:
(12.30)
Par construction (voir [78]), 2 C°%0; T; Hé(; (O )et@ 2 Co%0; T;L?%) ). Comme@ est
la solution unique de (12.30) avec secondmenbre egala @V, ona: @ 2 C%0; T; Hé(; )() )
et@ 2 CO%0;T;L?) ). En particulier, ( d,) 2 C%O0; T; L(2 y() ). On considere alors F =
grad (dy) 2 co0: T; Xg(; )), que l'on peut utiliser dans la formulation variationnelle (FVA),
integree sur ]0; T[. Tous calculs faits, et apres une double integration par parties en temps, on
arrive a :
Zq
o ij(Z;t)jch)(; )dt = 0:

D'apres la proposition 12.6 et le theoreme 12.7, avec les bonnes hypothesessur les donnees, la
formulation (FVA) admet une unique solution egalea la solution de (PE). Pour resoudre(PE), on
peut donc discretiser la formulation variationnelle (FVA), par exemple avec deselemerts nis de
Lagrange Py, conformesdansHo(rot ; ) \ H(div ;).

12.2.4 Formulation variationnelle augmentee mixte

Rappelonsque lorsgu'on souhaite resoudrele systemecouple Maxwell-Vlasov, a n de satisfaire
numeriquemert |I'equation de la charge, on renforcela condition de divergencepar un multiplicateur
de Lagrange.Consideronsdansun premier temps la formulation variationnelle augmenee"a demi"
mixte (FVAZM) suivante :

Trouver E(:;t) 2 Xg(; , tel que:

< @E; F >pon +02(E;F)x§(; = %(@J F)o+ %(; divF)o; ); 8F 2 X2, (12.31)
: 1

(divE; @)o¢; ) = «=( :@o(;ys 892 LF,() ;(12.32)
0

E(:;0) = Ep; @E(:;0) = Ei: (12.33)

La solution de (FVA%M) satisfait (FVA) et I'equation de Coulomb. Si de plus on suppose que
@ 2C°(0;T;LZ,() ), alorslasolution de (FVA) satisfait (FVALM) : (FVALM) estequivalerte
a (FVA), qui est equivalernte a (PE). La formulation variationnelle (FVA%M) va nous permettre
de montrer que la formulation variationnelle augmertee mixte (FVAM) suivante est equivalerte a
(PE) :



216 CHAPITRE 12. LE PROBL EME TEMPOREL 3D

Trouver (E(:;t); p(;;t)) 2 Xg(; ) L(Z)() tel que:

< @E;F >0+ (E; Fxg, + (pidivF o )

= ..i(@J Fo+ ﬁ( ;divF ), ); 8F 2Xg. s (12.34)
0 0 ’
. 1
(divE;d)o¢; y = +( sdo¢; ) 892 L(Z)() ; (12.35)
0
E(:;0) = E; @E(:;0) = E: (12.36)

Pour prouver gue les formulations (FVA%M) et (FVAM) sort equivalentes, il faut et il sut de
montrer quep = 0. Notons que p estsolution de (FVAM) si et seulemensip2 C%0; T; L(2 )() ).
Montrons tout d'abord le lemme suivant :

Lemme 12.8 Soit F 2 Ho(rot ;) % AlorsdivF 2 H 1() .
Demonstra tion. ConsideronsF 2 Ho(rot ;) © Pourtout 2 D(), onagrad 2 H, dou:
< divF; >pep= < F;grad >poy) j<divF; >popj jiFjjnojj Jin1:

Donc le produit < divF; >pop estborne, cortinOmert en fonction de jj jjy:. Comme c'est
valable pour tout 2 H}(), par densite de H3() dans D() et par prolongemen, divF 2
H ().

Ce lemme nous permet de montrer la proposition suivante :

Prop osition 12.9 Supmwsonsque@ 2 L2%(0; T; L(2 y() ). Alors p = 0 dans (12.34).

Demonstra tion. Commep2 C°(0; T; L(2 y() ), il existeun unique (:;t) 2 CO(0; T;HEO) )
tel que: = p. Soitv = grad . On adoncv 2 C°(0; T;Xg(; )) tel que:rot v = 0 et
divv = p (voir la section 8.2). D'apres[6] (p. 44), on sait que @E 2 L2(0; T; Ho(rot ; ) 9). En
injectant v dans (12.34) integreesur ]0; T [, on obtient, enreprenart la notation de (FV) :

Zt
< @E;grad  >yon + P (divE;p)og ) + Jipiid. ) dt
° ‘T 1 c?
= —(@J ;grad )o+ —=( ;pP)o;) dt:
0 0 0
Or, d'apres(12.35),divE= ="4. D'ou :
Z1 _— 21 1
i < @E;grad >pon +jipjis., dt = . i(@J cgrad )o dt:

D'apresle lemme12.8,comme@E(:; t) 2 H® pour tout t, on aegalemen div (@E(:; t)) 2 H ().
Comme (:;t) 2 H}(), on peut alors ecrire :
Z; Z;

. L 1 .
< div(@E); >y LHE +jipiig, , dt= §< div(@); >y 1y dt:

0
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Or,ona:dv(@ )= @ivl] = @ 2 L%0;T; L(Z)() ) d'apres (1.6). De plus, comme
divE= ="g, alors: div(@E)= @="0 2 L?(0; T; L(2 y() ). Finalemert, on aboutit a:
Zt

. iipG;0iig, ydt = o:

On en deduit quelorsque @ 2 L%(0; T;LZ,() ), (FVAM) estequivalert a (FVA3M).

Prop osition 12.10 Supmsonsque@J 2 L2(0; T;L?%() )et@ 2 C°(0; T; L(2 ,() ) satisfont
I'equationdela charge. Soit (Eg; Ey) 2 X,g(; ) L2() . Laformulation variationnelle (FVAM) ad-
met une unique solution tellequep Oet(E; @E) 2 C°(0; T; Xg(; ) CO(0; T H(div(y; )).

Demonstra tion. Pour I'existence,notons qu'avecleshypothesessur lesdonneeset lesconditions
initiales, d'apresla proposition 12.3, le theoreme 12.4, et le corollaire 12.5, il existe une unique
solution a (FV) telle que (E; @E) 2 CO(OT;XS(; ) CO0; T;H(div ( ; ))- On remarquealors que
(E; 0) est aussisolution de (FVAM).

Montrons l'unicit e : soiert deux solutions de (FVAM) (Ei; p1) et (E; p2). Alors le couple
(E;p) = (B2 E;p1 pe)verie:

8
2 @(E;F)o+c?(rot E;rot F)o+ c?(divE; divF )o. y+ (p; divF o )= 0; 8F2X£(; s

2 (divE; d)o; ) = 0; 8q2 LZ,() :

D'apresla proposition 12.9,comme02 H?, onap 0. D'apresla seconddigne, (div E; div F )o¢ )
estnul. Il restedonc:

8
< < @E;F >qoy +C2(rot E;rot F)o = 0; 8F 2 X2

EG )
divE = 0;
avecH = Ho(rot ; ). Pour seramenera (FV) aveccommedonneeJ = 0, on procedecommesulit :
Soit w 2 Ho(rot ; ). Il existe un unique , 2 H}() tel que: w = divw. On a alors
v=w grad 2 Xlg(_ ) puisquedivv = 0, et rot v = rot w. En prenant F = v, on trouve
alors :
< @E;w>hoy < @E;grad >poy +C(rot E;rotv)y = O0;
<@E;w>poy <div(@E); w>y 1Hg t c(rot E;rot w)g = O, dapreslelemme12.8,
< @E;wW >poy +C2(rot E;rot w)o = 0, commedivE= 0:

La derniere ligne correspond a (FV) puisqu'elle est valable pour tous w 2 H(rot ; ).

Th eoreme 12.11 Supmwsonsque @) 2 L%(0; T;L%() )et@ 2 L?(0;T; L(Z)() ) satisfont
I'equation de la charge. Soit (Eg; E1) 2 Xg(; ) L2() . Alors (FVAM) estequivalentea (PE).

Demonstra tion. Avec ces hypotheses,d'apres la proposition 12.9, (FVAM) est equivalert a
(FVA%M), qui estequivalent a (PE) d'apresle theoreme 12.7.
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Remarque 12.12 Voir aussi[13], pour une resolution directe de la (FVAM), lorsquela relation
de conservation de la charge n'est pas veri ee.

D'apres la proposition 12.10 et le theoreme 12.11, avec les bonnes hypothesessur les donnees,
(FVAM) estequivalent a (PE). On peut doncapprocher la solution de (PE) endiscretisart (FVAM),
par exempleavec leselemerts nis de Taylor-Hood Py.1 -Pk.

Consideronsalors les hypothesessuivantes sur les donneeset sur les conditions initiales :

@ 2 L%0;T;L%() );
@ 2 L2%0;T;LZ,0) );
(12.37)
J et satisfort (1.6) :div) + @ = O;

(Eo; E1) 2 X.S(; ) L2() ;:

On a trois methodesde calcul du champ electrique :
- Resoudre(FV) dansHg(rot ; ) (proposition 12.3,theoreme 12.4),
- Resoudre(FVA) dans Xg(; , (proposition 12.6, theoreme 12.7),

- Resoudre(FVAM) dansxg(; ) L(Z)() (proposition 12.10,theoreme 12.11).

12.2.5 Existence d'une fronti ere arti cielle

Supposonsmaintenant qu'il existe une frontiere arti cielle  A. Nous allons intro duire la condi-
tion de Silver-Muller (12.12) dansla formulation variationnelle mixte augmertee.En derivant cette
condition par rapport au temps,ona:

r__ r

%@(H )= @(E ) )+ ..;’@(h ) sur a:

On elimine ensuite le terme @(H ) en prenart la trace tangertielle (i.e. : i ») delequation
de Maxwell-Faraday (12.2), soit :

r
"—0@(H )i » *t crot (E )i » = 0
0

On obtient alors comme condition aux limites pour E sur 4, l'expression:

r

@(E ) ) crot(E )= %@(h ):

En consquence,on doit ajouter deux termes supplemertaires dans la formulation variationnelle.
Cestermes proviennent de la formule d'integration par parties sur le terme enrot rot
VA VA

2 <rot(rot E);F >=c® rot E:rot Fd ¢ (rotE ):Fd
@
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Or,ona:
Z Z Z
2 (otE ):Fd = 2 (otE ):Fd 2 (otE ):Fd ;
@ c A
Z Z
= 2 rot E:(F  )d 2 (otE ):Fd ;
C A
Z

= ¢ (ot E  ):Fd, siF 2Ha(rot ;) :
A

Z 4
1

= c ((@E ) ):Fd + — @(h ):Fd ;

0 A
Z 1Z
= c (@ ):(F )d +;

A 0 A

@h ):Fd

La formulation variationnelle (FVAM) sereecrit alors :
Trouver (E(:;t); p(:it)) 2 Xé(; ) L(2 y() tel que:

d? ‘
ge(EiFlorc (@ ):(F )d + C(E;F)xe, |
+(p;divF )o(; ) = %(@J ;F o+ %( ;divF o )
1Z
—  @h ):Fd ; 8F 2 Xg(. ) (12.38)
0 a
. 1
(d|VE;Q)O(; )y ~ i( ;q)O(; ); 8q2 L(Z)() ; (12-39)
E(:;0) = E; @E(:;0) = E: (12.40)

12.3 Champ magnetique : form ulation variationnelle

De méme que pour le champ electrique, on peut modi er le systeme (12.1)-(12.4), de facon a
n‘avoir a resoudrequ'un problemedependart de H. Rappelonsque le produit scalairedansxg(. )
et dansxg ¢ ) estle méme.La proposition suivante semontre de la mémefacon que la proposition

(12.2).

Prop osition 12.13 Dans le probleme de premier ordre en temps(12.1)-(12.4), on peut remplaer
(12.2) par lestrois conditions suivantes:

@H + Zrot ((rot H J)) = 0; dans , pourt 2]0,T[; (12.41)

"oI(rot H J) 0; sur@ , pourt 2]0;T[; (12.42)

@H(;0) = Hy = ,lrot B, dans ,at=0: (12.43)
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La formulation variationnelle mixte augmenee correspondan a ce problemess'ecrit :
Trouver (H(:;1); p(st)) 2 Xf () L(2 y() tel que:

o2 z
. . 2 .
—dtz(H’F)O+C A(@I—I ):(F )d +c(H,F)X'3(;)
L Z
+(p;divF )o y= (I ot F)o+ —  @e ):Fd ; 8F 2 Xy(. ) (12.44)
0 A

(divH;Qo¢ )= 0; 8g2 L2 () ; (12.45)

H(:;0) = Hg; @H(:;0) = Hy: (12.46)
A notre connaissancejl n'existe pas de travaux publies etablissant que XHO; \ HY() soit dense

dans X2. . Neanmoins d'apres M. Dauge (communication privee), ce resultat est vrai sous des

hypothesessur senblables a cellesqui permettent de retrouver la densite de x,g; \ H1() dans
X2 .

12.4 Semi-discr etisation en temps

Lorsque nous avons etudie le probleme quasi-statique, nous avons obtenu une discretisation en

espacedes equations de Maxwell. Il ne nous reste qu'a etudier la discretisation en temps. Pour
cela, on utilise un schema expicite, certre de secondordre en temps. Soit T le temps nal et N;
telque: T = Nt t,ouN; 2 N et t > 0 estle pasde temps choisi. Posonst, = n t,

the1=2 = (N+1=2) t, et U" := U(t,), U"172 := U(t,,1 =). La deriveesecondede U est approchee
par un schemade Newmark :

d2 Un+l 20U + Yyn 1

Wu(t”) = e + O( t?):
La derivee premiere est approchee par un schema saute-mouton::
d Un+l yn 1
—U(th) = ———— + O( t9):
5 U(tn) 5 ( %)

Le champ electrique estde ni aux instants entiers t, et le champ magnretique estde ni aux instants
demi-ertiers t,.1 . On peut alors ecrire les schemassemi-discetises en temps suivants :
Pour le champ electrique :

Pour tout n 2 f0;:::;N¢g, trouver (E"*1 ; p"*1) 2 XEA(_ | L(2 y() telque:8F 2 Xé(_ )
Z ’ ’
1
—tZ(En+l 2E"+ E" L F )0+ —th ("™ E"YH  ):(F  )d

A

(BN F)xg, , t (P diVE o

= %(J n+l=2 J " l=2; F)O + ﬁ( n;diVF)o(; ) (1247)
0 0

= ui(hn_,_l:z hn 1=2) + en+1 S en 1 E d
0

= L"(F);
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et8q 2 L(Z)(),

. 1
(div E™; 9o, ) = o "L Do ) (12.48)
avec les donneesinitiales :
E=FK;El=FK tE;p® = 0: (12.49)
Pour le champ magnetique :
Pour tout n 2 f0;:::;Nyg, trouver (H"*3%2; p"*3=2) 2 Xy, (. L(2 y() tel que:8F 2 XEA(; Y
Z
%(Hms:z DHML=2 4 Hn 125 ) 4 2Ct (HM1=2 4 Hn 122) ):(F )d
A
+ CZ(Hn+1:2; F )X,S(; ) + (pn+1:2; divF )0(; ) = 02(J n+1:2; rot F )0
m I' #
z r &
1 1 hn+l=2 hn 1=2
—(E" e+ 2 ‘Fd
o t 0 0 2
=M n+1=2(F).
(12.50)
et 892 L7)(),
(div H""3=2; g)o(. ) = 0; (12.51)
avec les conditions initiales :
- t — t
H¥2 = Hy —Hii H 122 = Ho+ —Hii p° = 0: (12.52)

12.5 Discr etisation compl ete

Nous allons maintenant discretiser les sthemasen espace,an d'avoir a resoudreun systeme
matriciel a chaquepasde temps. Commenousavonsbeaucoupdetaille la discretisation du probleme
statique (chapitres 10 et 11 pour le champ electrique, section 16.3 de la partie IV pour le champ
magnetique), nous ne donnonsici que de brewvesindications pour la construction desmatrices.

12.5.1 Elimination des CL presque essertielles

Si n'est pascorvexe, X2 'R (resp: X/ ') n'est pasdensedans X2 (resp:X/). En revande,
pour1 < < 1,X£'R estdensedansX£ . On n'a pasde preuve que X};*" soit densedans
X,ﬁ; , heanmoins, on suppose que c'est vrai pour 1 < < 1 (cf M. Dauge, communication
privee). Pour discretiser XQ;R, on procedede la m&mefacon que pour discretiser XS;R, cequi est
explique au paragraphe 10.4. Pour simpli er les notations, on ne di erenciepar le casou  est
corvexe (calcul dans XQ et X|3) du casou  n'est pas corvexe (calcul dansX2. et X3. ).

Soit X237 (resp: X}y iQ) lespace X2 'R (resp: X/} ) discretise par les elemerts nis de La-
grangePy :

XQ;kR . th 2 ijVh i = Og;

(12.53)

X,ﬁjf = fvp 2 Xejvh: j . = 0g:

C
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Par construction, X£.i% 2 HY() (resp:X[/c 2 HY()) etestconformedansX/ " (resp:X/ ).
Onva expllquercommen discretiser la formulation variationnelle augmertee mixte (12.38)-(12.39)
(resp:(12.44)-(12.45))par leselemerts nis de Taylor-Hood dansxé;;kﬁfl Vi (resp:X,ﬁ;Eﬂ V).

On supposeque a estun plan, et quela frontiere ¢ [ A ne cortient geometriqguemert que
despoints d'arétesou de coins.

Soit |5 I'ensenble desindices desNa points du bord appartenart a a. Pour cespoints, on ne
procederapasa la pseudoelimination. On complete alors I'ensenble desindices| enlg:= 1 [ la,
et on restreint I'ensenble desindiceslf alsnly.

Les coins appartenant a ¢ [ a sort interpretes comme etant des points d'arétesde . On
suppose qu'il y en a Naac, indices par laac. Il reste donc Neo := N¢ Na:.ac COINs et on a
Na + Naac points d'arétes.On restreint I'ensenble desindicesl; ale := I¢nla.ac , €t on complete
I'ensenble desindices |, par Ia[ la:Ac -

Les points d'arétesde ¢ [ a sort interpretes comme etant des points de face de ¢. On
supposequ'il y en a N¢.ac, indices par l¢.ac. Il reste donc Ngo := N + Naac Nf.ac. On
restreint I'ensenble desindicesla[ laac :lao:= (Ia[ laac)nlsac, €t on complete I'ensenble des
indices ¢ nlp par lyo:= (IntA)[ lt.ac - Par la suite, on pose: Naco := Ngo + Neo et 40 1= lq0[ leo.
On en deduit queles.paceXE e IespacexA R discretise par leselemerts nis de LagrangePk est
dedimension nie 3N 2Nfo 3Ny (Voir le paragraphe10.4.1) De méme,lespacexH ‘v » 'espace

X,ﬁ;R discretise par leselemerts nis de LagrangePy estdedimension nie 3N Nfo 2Nz 3N
(voir le paragraphe16.3.2de la partie 1V).
Soiert Ba, et B? lesbasesde Xy suivantes :

Ba = (Vi; )i2io[ 10; 261239 L (Vi i)i21,0; 2602291 (Vi i)i2150
BR = (Vi: iziol1p0; 2112391 (Vi i )izi,0; 20229 (Vi iizijo (12.54)

[ (Vi Dizigol (Vi §)i21,0; 20129

On decomposerales elemerts de X R dansBa et ceuxde Xé kR dansB? Pour la signi cation de

(Vi Dizigol (Vi §)i21,0; 2f 1,205 on rev0|t le lecteur au paragraphe 16.3. 2de la partie IV : ; est
un vecteur directeur de l'arete sur laquelle setrouve M;, et on creeles vecteurs ; de sorte que
(i; L; ?) forme une baseorthonormeedirecte.

On reprend la structure par bloc, detaillee au paragraphe 10.4.1 pour le champ electrique et
au paragraphe 16.3.2de la partie IV pour le champ magnetique, en remplacart | par I, Iy par
lto, lac par la, la par la0, I par 1co. Soit Ap 2 (R® 3N N (resp: A% 2 (R® 3)N Ny Ja matrice des

produits scalalresx E(: deselemerts dela baseBa.
0 1
0 An- An. 0 1 Ag;o Ag; Ag; a 0
_ o0 Lo A0 _BA A, A, o &.
AA = @A ‘0 A . 0 ’AA = ) ) v a :
0’ OY [ 20 a0 A a;0 A a; A a; a 0
acac 0 0 0 [ co: co

0U | 5c0: 400 €Stla matrice identit e de (R® 3)Nac® NacO, et | 0. 0 estla matrice identit e de (R3 3)Neo Neo,
Nous ne detaillons pas les calculs de cesmatrices car ils sort similaires a ceux des matrice A et
AJ. On creeexactemen de la mémefacon Ma 2 (R® 3N N et MQ 2 (R® 3)N N jes matrices de
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massedes problemeselectrique et magretique, en remplacart le produit scalaire dansxg(; ) par
le produit scalaire L?().

ConstruisonsM , 2 (R® 3)N N ja matrice qui correspond aux produits scalairesL?( ) des

composartes tangertielles sur 5 desfonctions de base(vi: )iz, : 211.23g- Ona:

I
VIR X z . LT L. .
N vivid (I3 q: q) ;815 21a;
FqiM;Mj2Fq  Td

= j ls sinon.

ConstruisonsCp et C3 2 (R 3)Nt 3V |es matrices desproduits mixtes :
Soit Cp 2 (R 3)Nt 3N |a matrice composee dessous-blasCy ! 2 R? 3 tels que:

8i1211;8j 21, Cil= (Qv; ; Uiy )oi; ) (@vj; U)o (@Vj; U)oy

8i12 11:8j 2 lao ciAl(”'_): 000 ;

8i12 11;8] 2 10 CRl i = 0 0 (@V;ui) )
Soit CQ 2 (R 3)Ni 3N |a matrice composeedessous—blcns(cg(; ))il?j 2 R! 3tels que:
8i1 2 11;8] 2 Io[ lo (C)irsl = Ccit'l;
8i12 11;8] 2 Ifo (CQ (. )+l = (@15l )o; ) (@ViiUis)oy O
8i12 1158) 2 10 (CJ . )t = (@Vj;uUi)o;) OO

12.5.2 Formation des second-mem bres

Nous avonsforme toutes les matrices du mentbre principal dela discretisation de (12.38)-(12.39)
(resp: (12.44)-(12.45)). 1l ne nousreste plus qu'a former les second-merbres.
Soit n 2 f0;::::N;g. On appelle L" 2 R3N |e vecteur tel que:
-8i 2 1o, L' = (L"(vie1); L"(viez); L"(vi e3))7,
-8i 2 lfo, L' = (0; 0; L"(vi )T,
-8i 2 a0, L' = (0;0;0)7.
Soit n 2 f0;:::;N;g. On appelle R"** 2 RN1 |e vecteur tel que:
-8i 215, R™ = ("™ ui)o(; )=
Soit n 2 f0;:::;Nyg. On appelle M"*1=2 2 R3N |e vecteur tel que:

- 8i 2 1o, M2 = (M ™12y 1) ; M "1 2(vi e) ; M "1 2(v; e5))T,
-8 2 lpo, M = (M ME2(y; ) MM 2(y 2);0)T,
-8 2 10, M = (M ™12y ); 0; 0)T,

-8i 2 1o, MM = (0;0;0).

12.5.3 Champ electromagn etique

Soit E° et E ! les decompositions de 41 (E°) et 41 (E 1) dansla baseBa. De méme, on
consicere H'? et H % les decompositions de 41 (H¥™) et 1 (H ™) dansla baseBY. Pour
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n 2 f1;::;N; + 1g, on designepar E" (resp: H"*1=?) la decomposition de E (resp:H** ™) dans

la baseBa (resp: BR), on designepar p" 2 RN1 la decomposition de py, (pour le champ electrique
ou magretique) dansla basede V.

La FVAM (12.38)-(12.39) discretisee par un schema explicite en temps et par les elemerts
nis de Taylor-Hood Py41 -Px dans Xé’;f V s'ecrit alors : Pour tout n 2 f0;:::;Ng, trouver

(™ pvhy2 X2R, Vi tel que:

ct
(Ma + S=M )E™ + clp™ = LY

L (12.55)
CA En +1 _ Bn +1 :

ct
avec: L= 2L+ 2Ma & ©2Ax E' (Ma oM OE L
L'algorithme de resolution a chaque pas de temps est le suivant :

c t
- Resoude (Ma + TM )E°= L™
c t
- Resoude (Ca (Ma + — M o) TCA)P™ = CAE® R™;
c t

- Resoude (Ma + TM L) ETL = Lon CXE”“-

La FVAM (12.44)-(12.45) discretisee par un schema explicite en temps et par les elemerts
nis de Taylor-Hood Py+; -Px dans X,g';iﬂ Vy s'ecrit alors : Pour tout n 2 f0;:::;Ng, trouver

(H™ pht1) 2 X,g;f Vy tel que:

o, ¢ tyo n+1=2 O n+l  _ n+1=2.
(Mg + > M®,)H + Ca P = M ; (12.56)
Cg Hn+l - 0:

avec: M2 = 2MMI2 4 2MQ 2 t2AQ HMER (MQ —CZIMOA)H” =2
L'algorithme de resolution a chaque pas de temps est le suivant :

c t oo 0_ ppn+1=2.
- Resoude (M§ + TM L) HY = M
i 0/m0 + C a0 \ 1~0T\ n+l — 0 L40.
Resoude (C; (Mz + 5 M= ) "Ca)p = CaHY

c t

MO )Hn+3=2 - M°n+l=2 CZT pn+1
2 Al = '

- Resoude (M§ +

An d'avoir un algorithme de calcul rapide, il estinteressah de modi er lesmatrices de masses
(qui sort creuses)pour obtenir des matrices diagonales.En P (la discretisation sefait alors sans
multiplicateur de Lagrange), on a la formule de quadrature suivante, exacte pour f un polyndtme
PisurT, :

Z iTi X4
te = 17 1(s);

T 4 i=1
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ou les S; sort les sommetsde T,. D'apresla section 15.5 de la partie IV, on peut construire des
matrices de massediagonalesi® et ® , pour le champ electrique (resp: B9 et lﬂoA pour le
champ magretique) equivalerntesaMa et M , (resp:MQ et MOA). En revandche, pour les elements
nis Py, la seuleformule de quadrature exacte pour les polyndmesP, faisart intervenir les noeuds
P, estla suivante : pour f un polyndbmeP, sur T, :

Z —
I X

ou lesSjo sort lesmilieux desaretesde T,. Ainsi, danscette formule de quadrature, lespoids assaies
aux sommetsde T, sort nuls. Ceci a pour congquenceque la matrice diagonale assaiee a cette
formule a deszerossur la diagonale, et n'est donc pasinversible. Dans[45], G. Cohenproposealors
une nouvelle famille d'elemerts nis : leselemerts B tels que: P, B, P4 (voir le paragraphe
15.3.4de la partie 1V), qui cortiennent vingt-trois elemerts par tetraedre (voir la gure 15.3), et
dont la formule de quadrature exacte pour un polynéme P4 sur T, esttelle que:

Z 23
f@ = Lif (M),

T i=1

.....

positifs. Il estimportant de noter que les formules de quadrature en B; et en B, presenent 'ordre
de convergence.

12.5.4 Etude de la stabilit e

Commeon utilise un schema explicite, on doit imposerune condition de stabilit e (condition de
type CFL) sur le pas de temps. Pour obtenir cette condition, on derive desidentit es d'energiea
partir desformulations variationnelles discretes. Dans le casou et J sort nuls, on peut reecrire
la formulation variationnelle augmertee (FVA) totalement discretise sousla forme :

Pour tout n, trouver Ef** 2 X! tel que: 8Fp 2 X /X,

(B0 2B} +E *;Fn)o ¢ QB Fr)yo .

t2 Ei( )

E'r11+1 Et? 1

51 , qui correspond a la discretisation de @E, qu'on met sousla

Considerons Fy, =
forme ; - -
n n
Bt B L,E B
2t 2t

On utilise alors l'identit e :
(B 28+ B HE™ E)=iE™" Eio i & ‘i
de sorte que la FVA totalement discretisee sereecrive :
0 ntl pn 2 n gn 1 ? !
e nh B A L@ ), CENE Yk, A=0

t t Ei( ) E:( )
0 0

2
(12.57)



226 CHAPITRE 12. LE PROBL EME TEMPOREL 3D

On de nit la quartit e discrete W"*1, qui a la dimension d'une energie,par :

2

1 g B 2
n+l _— - ~ (gn+l . gen .
de sorte que l'identit e (12.57) s'ecrit :

Lowm o own = o

ce qui traduit la consenation d'une energie. Mais on n'a pas garartit la positivite de I'energie.
Consideronsla propriete suivante, valable pour toute forme bilin eaire symetrique A :

1
A(u;v) = Z(A(u+v;u+v) A(u v;u v)
Uu+v u+v t2 u v u v
A . A . .
2 ' 2 4 t t '

appliquee pour le produit scalairedansxg(_ y pour u = EQ” etv = E'. On aalors:

t 2 4 t
0 Xe.( ) Xg. ()

+ n2 n+ n2 n+ n
owt = BB L. BT OF ¢t BT H

Considerons max, la plus grande valeur propre du problemeaux valeurs propres suivants :
Trouver ( ; ) 2 RY Xé’;f tel que: 8Fy 2 Xé’;f,

(BniFnlxe. = (BiFn)o:

)

max €St caracterisee par :
i FhJJ)Z(g(_ |

max —————5—:
Fa2x 2R i Fnii

max -

On en deduit I'in egalite suivante :
PE Eike,  meEN ERS:
ce que nous permet d'obtenir que W"*! satisfait I'in egalite :

2
t2 n+1 n n+1 n
2wn+t 1 = max 5 & n 5 e 5 & 5 5

Ainsi, la condition su san te de positivite de W"*! est:
t2
1 CZT max O

En pratique, on ne calcule pas . On peut montrer que:

K 2
max "o
M
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ou K > 0 estune constarte qui depend de la geometrie du maillage ainsi que du degre deselemerts
nis ; et ry estla valeur minimale desrayons des spheresinscrites destetraedres. On choisit alors
le pasde temps t de sorte que la condition su san te de stabilit e suivante soit veri ee:

t< 2. (12.59)
cK

C'est une stabilite de type L2.

12.6 Presentation du code de calcul

Le code de calcul, implemerie en Fortran 77 a ete integralemen realie par l'auteur, aideede
P. Ciarlet, Jr. pour certains aspects algorithmiques.

An doptimiser le coit memoire, nous avons utilise des structures de stockage de type ma-
trices creusesll faut construire lesfonctions de multiplications matrice-matrice et matrice-vecteur
correspondartes.

Deux typesde solveurs ont ete choisis :

- Pour lespetits systemes(au plus, desmatrices carreesdetaille 30 30), nousutilisons I'algorithme
du pivot de Gauss,
- Pour lesgrossystemes,nousutilisons l'algorithme du gradient conjugue, evertuellemert preconditionne.

Pour construire les matrices elemerts nis, nous procedonsen suivant cesetapes:

- Pour le tetraedre de reference,on cree les coordonneesbarycertriques desdegresde lib erte et les
fonctions de baseassaiees.

- Dansunebouclesur lestetraedres,on calculelesfonctions de baseP, cequi nouspermet d'obtenir
lesvaleursdesfonctions de baselocale et/ou de leurs gradients aux points d'integration numerique.
On remplit ensuite les elemerts desmatrices.

Unefoislesmatriceselemerts nis creees,il faut eliminer lesdegresdelib erte du bord supplemenaires,
an de satisfaire la condition aux limites E~ ; . = OouB: j . = 0. Pour cela, on procedeen
selectionnart pour chaque noeud les 3 lignes et les 3 colonnesqui lui correspondert. Puis on fait
un changemen de baselocale, commec'est explique dansle paragraphe10.4.1.

Sur la gure 12.1, nous avons represeme schematiquemeri I'arb orescencedu code du calcul.
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Preparation Construction
du stockage desvecteurs
Creux. de donnees.
Construction Construction
desmatrices du second
elemens nis menbre.

Calcul du champ electromagretique
et evertuellemert du multiplicateur
de Lagrange.

Mise a jour desdonnees,
et du secondmernbre,
Calcul de I'energieetc.

Boucle en temps

Fig. 12.1{ Schemadu code de calcul.



Chapitre 13

Probl eme temp orel 3D : resultats
num erigues

13.1 Methode avec CL essertielles

Pour tester le code, on commencepar resoudrele probleme acacemique suivant : une cavite
resonnarne cubique de longueur L = 1 m, c'est-a-dire un domaine en forme de cube dont la
frontiere @ est un conducteur parfait (ce test est propose par E. Heintze dans[69)]) :

Trouver E2 X2 et H 2 X3 tels que:

8F 2 X2; @(EF)o + cZ(E;F)Xg = 0
(13.1)
8F 2 X3; @(H;F)o+ (H;F)yo = O;

ou c estla vitessede la lumiere dansle vide, avecles conditions initiales a divergenceet rotationnel

nuls ci-dessous 0 1
coq x) sin( y) sin( 2 z)

B = @sin( x) cog y)sin( 2 z) A ; @& = O;
sin( x) sin( y) coy 2 2)

et: 1
3 sin( x) cog y) cog 2 2)
Ho= —sin('t) @ cog x) sin( y) cos( 2 2) A ;@Ho = O;
0-
0
ou!  2:3 GHz. Cesconditions initiales veri ent bien les conditions aux limites (12.6) et (12.10)

requises,ainsi que les equations de Maxwell dansle vide. La solution exacte est alors la suivante :

0 cog x) sin( y) sin( 2 2) ! 3 0 sin( x) coq y) coq 2 2) !
E(t) = cos( t) @ sin( x) cos( y) sin( 2 z) A ; H(t) = —-sin(! t) @ coq x)sin( y)cos( 2 z) A:
sin( x) sin( y) cog 2 2) o 0

Chague composarte du champ electromagretique est un mode propre de I'equation desondes.La
periode d'oscillations spatiale est de deux metres dans les directions x et y; et de un metre dans
la direction z. Le calcul est fait pour un cube de 24576 tetraedres, soit 33 noeudspar cote, c'est-
a-dire 33 noeuds par periode d'oscillations dans les directions x et y; et 16 noeuds par periode
d'oscillations dansla direction z, ce qui est superieur a la limite minimale heuristique de 10 noeuds
par periode d'oscillations. Notons que les tetraedres de ce cube sort construits par division de

229
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sous-culesidentiques. On ary  1:4 cm. Pour obsener une oscillation complete, on choisit comme
temps nal T = 4 ns. Nous avonsfait trois simulations :

- Approximation de la solution de 13.1 par leselemerts nis de LagrangeP;, notee (E;; By).

- Approximation de la solution de 13.1 par les elemerts nis de Lagrange P; (elemerts nis P; en
condensam la matrice de masse),notee (Eg; Bg).

- Approximation de la solution de 13.1 par leselemerts nis de LagrangeP,, notee (E; By).
L'induction magnetique est bien calculee directemert, et non par derivation du champ electrigue.
Pour les calculs en Py, le pas de temps est de I'ordre de 47ps, ce qui permet de respecter la
condition CFL (12.59) et d'avoir plus de 10 pasde temps de discretisation par periode d'oscillations
temporelles. Nous avons obsene lors des experiencesnumeriquesque la condition CFL etait plus
restrictive pour les elemerts nis P, que pour leselemerts nis P1. Ainsi, pour le calcul en Py, le
pas de temps est de l'ordre de 4.7 ps.

Sur la gure 13.1, nous avons represene les amplitudes relatives de Ey,y (en bleu), EQ;y (en
vert), Exy (en noir) au point (0:19;0:12 0:12) en fonction du temps. Nous les comparonsa celle de
Ey (enrouge), la composarte selonl'axe y de la solution exacte.Notons qu'a cette ethelle (precision
relative a 0.1%), les courbesde Ey (rouge) et E,,, (noire) sort confondues.Pour la courbe de E1.y
(bleue), nous constatonsun legerdephasageet une plus grande amplitude par rapport a la courbe
de Ey. Ce dephasages'accertue au cours du temps. Il diminue lorsqu'on utilise les elemerts nis
B, (courbe verte), maisla di erenced'amplitude persiste.Les resultats pour le champ magnetique
Wn+l WO

Wo '
L'ewlution temporelle de cette quartit e pour le calcul P, est donneesur la gure 13.2 (a gaude
pour E; et a droite pour B1). Comme prevu, cette quartit e est negligeable.Sur la gure 13.3,0n a
represene |'ewlution temporelle de la norme L?() de la divergence(normalisee par Wy) de E; (a
gaude) et de B; (a droite). Cette quartit e oscille au cours du temps, mais reste inferieure a 1%.
La qualite de cette approximation estlieeau fait que notre maillage soit tresregulier. Dans ce cas,
il n'est pas necessaired'utiliser un multiplicateur de Lagrange pour avoir de bonsresultats.

sort tres similaires. Nous avons aussi teste la consenation de I'energie discrete :

0.4

0.3

0.2

0.1r

y

Lumped P

Amplitude of E,

0.1

-0.2

-0.3

-0.4
0

I | I I I I I .
0.5 1 15 2 25 3 35 4 45
Time -9

Fig. 13.1{ Amplitude relative de Ey,y .
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8 Discrete energy conservation. x10™
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Fig. 13.2{ Evolution temporelle de la consenation de I'energiediscrete.
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Fig. 13.3{ Evolution temporelle de la divergence.

13.2 Methode de regularisation a poids

13.2.1 Intro duction

Nous allons maintenant preseter un castest dans un domaine 3D singulier, dont la geonetrie
est donnee sur la gure 13.4. Le domaine de calcul est un prisme droit presetiant une aréte
rentrante d'angle diedre 3 =2 (en rouge). Posonsr la distance orthogonale a l'aréte rentrante.
Nous avons pris un poids = 0:95sir 1let = 0sir > 1 (dansla regionou le champ est
regulier). Sur la totalit e de la frontiere arti cielle 5 (en vert), onimposeune condition aux limites
de Silver-Meuller d'onde absorbarie : e = 0eth = 0. Une barre de courart traversele prisme
et va generer un champ electromagretique. Le vecteur densite de courart et la densite de charges
circulant dansla barre sort tels que:

J = 10 °! sin T

z
cog! t)e,; = 10 °—cos T

1 sin(! t);

avec! 2:5 GHz. Le courant est d'intensite maximale au milieu du prisme, et il s'annule en ses
extremites. Notons que J et ici choisis sort tresreguliers.
Le champ electrique est solution de la formulation variationnelle augmertee suivante :
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(0;6;0) (9,6,0)

(6, 3,0) 9:3;0)

A . frortierearti cielle.
,,,,, Courar.

-- Areterertrante.

(6,0;0)

Fig. 13.4{ Cassingulier : geometrie du probleme.

Trouver E2 X£ tel que8F 2 X2

Z

2
GEEFOrEERyy tog € )F ) = GO=oF)+ (= gdvE) ;

Le champ magnretique est solution de la formulation variationnelle augmertee suivante :
Trouver H 2 X/}, tel que8F 2 X4.

Z
(H;F)O+CZ(H;F)X0+C% (H ):(F )d

d2
dt?

= ¢?(J ;rot F)o;

Nous resohons le probleme avec les elemerts nis de Lagrange B;. Le maillage cortient environ

685000 tetraedres,et on ar,, 3 cm. Le pas de temps est de 'ordre de 40 ps, ce qui permet de

respecter la condition CFL (12.59) et d'avoir plus de 10 pas de temps de discretisation par periode

d'oscillations temporelles.Le temps d'observation nal estde 25 ns, cequi permet a lI'onde generee

par la barre de courart d'atteindre les extremites du domaine (rappelonsque le champ se deplace

ala vitesse nie ¢ 3108 m:s 1). La longueur d'onde ass@ieea la pulsation ! estde l'ordre de:
=2 c=! 75cm.

13.2.2 Evolution spatiale

Etudions I'ewlution spatiale du champ. Sur les gures 13.5a 13.10,0n represerte lesvaleursdes
composanes du champ electrigue et de I'induction magnetique dansle plan z = 2:5 m, orthogonal
a la barre de courant, aux quatre temps suivants : T; = 1 ns (en haut a gaude), T> = 8 ns (en
haut a droite), T3 = 15 ns (en bas a gaude), T4 = 20 ns (en bas a droite). Au temps T3, l'onde
electromagretique vient de se creer autour de la barre de courart, elle se developpe et atteint la
frontiere arti cielle 5, enx = 0 au temps T,. On constate que la longueur d'onde est proche de
75 cm, commeattendu. Au temps T3, I'onde est arrivee sur I'ar&te rentrante, et au temps T4, elle
a presqueatteint I'extremit e de droite de la frontiere arti cielle .

Sur les gures 13.5et 13.7, on remarque aux temps T3 et T4 que les composartes x et y du
champ electrique ont un comportemert singulier au voisinagedu coin rentrant, commeon peut s'y
attendre. D'autre part, ce comportemernt ressenble a celui qu'on obsene en2D (gures 6.3a6.8):
lesvaleursde la composarte Eq., sedeveloppert plus la direction x, et lesvaleurs de la composarte
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Ee. dansla direction y (la partie transversedu champ s'enrouleautour de l'aréte rentrante). Notons
quel'onde estre edie lorsqu'elle atteint le conducteur parfait. On obsene aussidesre exions sur
la frontiere arti cielle. Ce sort desre exions parasites: il faudrait une condition limite d'ordre
superieur a l'ordre 1 car I'onde n'est pas plane. Sur la gure 13.9, on constate que les valeurs de
la composarte Eg., sort plus bassesque cellesdes deux autres composares (d'environ un facteur
deux), et que Eq., estregulier partout (rappelonsqu'on a la proposition 8.21). Cela s'explique de
la facon suivante : z estla direction de l'ar&te rentrante, et il n'y a pas de singularite geometrique
dans cette direction. Dans cette con guration d'apresA. Bua etal. [31], Eg, 2 H 0.

Sur les gures 13.5et 13.7, on remarque que le comportement singulier des composartes x et
y delinduction magretique (resp: By, et Bg;y) existe mais est tresdiscret. Comme le couran est
dirige selonl'axe z, on s'attend a ce que la composarte z de l'induction B,., soit nulle. Surla gure
13.10, on voit que les valeurs sort au plus d'intensite dix fois inferieure a celle des deux autres
composanes. Pour le momert, on ne sait pasexpliquer que cette composarte ait un comportement
singulier au voisinagedu coin rentrant.

Quant a la forme du champ electromagretique, on peut I'expliquer formellemen avecla loi de
Biot et Savart (magnetostatique, voir par exemple[100). En e et, d'apres cette loi, l'induction
magnetique au point M cree par la barre de courant B; esttel que:

VAV
J PM
B(M) = -2 ——dVv;
4 By jPM j2
. e . J PuM L
ou P decrit le volume B;. Ainsi, au point M, ona B(M) / IEYIR ou Py estla projection
JFm M|

orthogonalede M sur I'axe de la barre. Soit (x ; y; z) lescoordonneesde M et (x°; y°; z) cellesde
Pm . On en deduit : 0 1
3, v ¥9

B(M)/ ————
jPMM j2 0

On en deduit alors que pour y = y°(i.e. dansla direction verticale), By 0 et que pour x = x9(i.e.
dans la direction horizontale), By 0. Surla gure 13.6,0n obseneene et autemps Ty que Bg.,
est non nulle au dessuset en dessousde la barre de courar, et oscille dans la direction verticale.
De méme, sur la gure 13.8,0n obsene en e et au temps T1 que BQ;y est non nulle a droite et a
gaude de la barre de courant , et oscille dansla direction horizontale.

Le champ electrique est orthogonal a l'induction magnretique, c'est pourquoi on a un compor-
temert orthogonal : sur la gure 13.5, on obsene au temps T; que Eq.,, est non nulle a droite et
a gaude de la barre de courant, et oscille dans la direction horizontaie. De méme, sur la gure
13.7,0n obsene ene et autemps T, que EQ;y est non nulle au dessuset en dessousde la barre de
courart, et oscille dans la direction verticale. Comme le courart estdansla direction z, Eg., n'est
pas nul.

Notons que si on n'utilise pas de poids, on obtient le méme resultat tant que lI'onde n'a pas
atteint le coin rentrant. Une fois qu'il est atteint, lesresultats di erert considerablemen car sans
poids, on ne capte pas les singularites du champ electromagretique.
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Fig. 13.5{ Composarte E,., aux temps T, i = 1 a4, dansle planz= 2,5 m.

Fig. 13.6{ Composarte By, aux tempsT;, i = 1a4, dansle planz= 2,5 m.
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Fig. 13.7{ Composarte Eg_y aux tempsT;, i = 1a4,dansle plan z = 2,5 m.

Fig. 13.8{ Composarte BQ;y auxtempsT;,i = 1a4,dansle planz= 2;5m.
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Fig. 13.9{ Composarte E,., aux temps Tj, i = 1 a4, dansle plan z= 2,5 m.

Fig. 13.10{ Composarte By, aux temps Ti, i = 1 a 4, dansle plan z= 2,5 m.
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13.2.3 Evolution temp orelle

Surla gure 13.12,0n arepresene I'ewolution temporelle de Ee., au niveaude quatre di ererts
points de , situesdansleplanz=2:M;= (1;1;2), M, = (1;5;2), M3 = (8;55;2) (gure 13.11).
Le champ pris au point consicere est nul tant que lI'onde n'a pas atteint ce point. Puis on obsene
desoscillations forcees,de periode de I'ordre de 2:5 ns, ce qui correspond a la periode d'oscillations
temporellesdu courant (T = 2 =!' 2.5 ns). On remarque de plus dese ets d'interferenceertre
les ondescreeeset re edies : certainesoscillations se brisert.

M, +
+ M4
M3

+
My
+

Fig. 13.11{ Localisation despoints d'obsenation.
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. 1 .
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Fig. 13.12{ Composarte Eq., aux points Mj, i = 1 a4.

13.3 Conclusions sur les metho des utilis es

Le calcul du champ electromagretigue instationnaire avecla methode avecconditions aux limites
essetielles est connue depuis les annees90. Cette methode donne d'excellerts resultats lorsque le
domaine de calcul est regulier, mais cette methode n'est pas ervisageablepour des domainessin-
guliers, ce qui bien s0r restreint fortement son utilisation. La methode de regularisation a poids,
invertee par M. Costabel et M. Dauge [53], est en quelque sorte une generalisation de la premiere
methode aux domainessinguliers, puisquequ'elle concide aveccelle-cilorsqu'il n'y a pasde singula-
rit e geometrique. Bien que nous n'ayons pas de resultats comparatifs, la methode de regularisation
a poids senble donner desresultats pour le moins corrects en Py, pour le champ electrique aussi
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bien que pour le champ magnetique. Facile a implemerter, cette methode estun concurrert serieux
pour les methodeselemerts nis d'arétesou de Galerkin discortinus.



Conclusions et perspectiv es

Nous disposonsde deux codeselemerts nis continus pour resoudreles equations de Maxwell :

Un code Matlab, qui proposetrois methodespour resoudrele problemequasi-€lectrostatique dans
desdomainessinguliers par leselemerts nis de Lagrange Py (k = 1 ou 2) ou leselemerts nis de
Taylor-Hood P,-P;. Lestrois methodessort les suivantes :
- La methode avec CL naturelles, qui estsimple aimplemerter et e cace surdesmaillagesgrossiers
- La methode du complemen singulier, pour laquelle on proposeune nouvelle decomposition et une
nouvelle facon d'approcher les fonctions de basesingulieres.Cette methode a donne lieu a l'article
[72] (a lire accompagme du corrigendum [73]), et senble &tre la plus preciseen 2D (ce qui peut
s'expliquer par la connaissanceexplicite de la partie la plus singuliere du champ);
- La methode de regularisation a poids, introduite pas M. Costabel et M. Dauge pour le calcul
de champ electrique en regime harmonique. Cette methode n'avait pas encore ete testee pour le
probleme quasi-electrostatique mixte. Elle donnede tresbonsresultats et est assezrapide a coder.

Un code Fortran 77, qui resout les equations de Maxwell instationnaires dans des domaines
regulierspar deselemerts nis deLagrangePy, B; ou P, (ce qui existait deja) ; et dansdesdomaines
singuliers par deselemens nis de Lagrange B; (a notre connaissancecelan'a jamais ete fait). La
programmation du B? (voir [45])) et B2-P; esten cours.

D'un point de vue theorique, certains points sort a eclaircir, en particulier :

- Calcul de l'erreur d'approximation de la methode avec conditions aux limites naturelles;
- Fondemeris theoriquesde la methode de regularisation a poids pour le champ magnetique (notons
guenousavonstout de mémeadapte cette methode au calcul du champ magnretique instationnaire) ;
- Calcul de la condition inf-sup discrete pour la methode de regularisation a poids mixte ;
- Calcul de I'erreur d'approximation du problemeinstationnaire (en s'aidant de [44]).

La suite naturelle du travail de theseest I'exploitation des codes de calculs pour simuler des
experiencesphysiques.Pour cel, il faut approfondir I'etude numerique du problemeinstationnaire :
- Necessié du multiplicateur de Lagrange,

- Choix d'un schema explicite ou implicite en temps,

- Ameliorer la prise en compte de conditions aux limites absorbartes en utilisant descoudesparfai-
tement adaptee(en anglais: P.M.L. pour perfectly matched layer) [16], a n de reduire lesre exions
parasites,

- Interét de combiner l'adaptation du pasde temps et du maillage, commec'est propose dans[17]
pour I'equation desondesscalaire,

- Utilisation depolyndmesd'ordre eleve, commec'estfait dans[56] pour la methode de regularisation
a poidsen 2D.

Ainsi, il estutile de completer I'etude mathematique et numerique des methodes,a n d'ameliorer
la performancedescodes.D'une part, on peut chercher a ameliorer la vitessede cornvergencede la
methode avec conditions aux limites naturelle, et de I'adapter au casinstationnaire. D'autre part,
I'etude et la programmation de la methode du complemert singulier dans le cas prismatique est
une voie qui promet desresultats competitifs enterme de precisionet de codt calcul. De plus, il est
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important de comparer les experiencesnumeriques avec d'autres methodestelles que les volumes
nis ou leselemerts nis de Galerkin discortinus.

Notons que nousavons presete l'utilisation deselemerts nis de Taylor-Hood Py.1 -Px sansque
nousn'en ayons eu vraiment besoin.Mais nousrappelonsque pour simuler desinteractions champ-
particule, il estsouhaitable de couplerle code a un code d'interaction de particules, puisqu'on doit
resoudrele systemed'equations coupleesMaxwell-Vlasov. Or dans ce cas, |'equation de cortinuite
de la charge discrete n'est pas veri ee, et sansmultiplicateur de Lagrange, les calculs du champ
electromagretique divergert. De plus, on peut ervisagerde resoudrele probleme harmonique avec
les elemerts nis de Taylor-Hood Py+1 -Px, an de tuer lesvaleurs propres parasites.



Quatri eme partie

Annexe
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Chapitre 14

Calculs compl ementaires pour la MCS

14.1 Calcul de p et

Les calculs exposesdans cette sectionont ete fournis par P. Ciarlet, Jr. [35].

14.1.1 Cas d'un unique coin rentrant

Consideronsle casou ! n'a qu'un seul coin rentrant O. Calculons p.y de la proposition 2.13.

Reecrivons' p.y ainsi:
! = ! [ v P .

pN = ('epn + pin (1 ) bn)* DN DN
ou estla fonction de troncature de nie en1.1.
Par construction, la fonction (1 ) s'annule dans un voisinagedu coin rentrant, de sorte que
(1 )" by estreguliereet ('epn + pin (1 )" B.n ) estdansH2(1).
D'autre part, le support de esttel quelatracede ' F (resp:@( ' §)) s'annule sur @ . Comme
ceciest valable aussipour ' p.n, On en deduit que:

(eon + DN (1 )'B;N)Z B;N:

Ainsi, le Laplacien de cette fonction est orthogonal a toute fonction de Sp.\, d'ou :
Z Z
"pNSpnd = DN ( '"pnN)sSpn d
vz vz (14.1)

= DN ( '"oN)spn dl o+ ( 'on)spy d
| !

ii son i3

Soiert |, et |, la premiere et la secondeintegrale du second-merbre de 14.1. Pour | 1, rappelons
que sp.y estdansH(!) et esta Laplacien L? : on peut donc appliquer l'integration par parties
(1.13) pour obtenir :

z Z

grad ( ' p.):grad sp;\ d! +
!

l1 @' B;N)ZSD;Nd

@
= 'Dn Sond < @epn; ‘B Ghow + @( 'Ba)sonN d
! @
avecH = HF(@).
Le dernier terme est sousforme integralegracea la propriete @( ' p.\)j@ 2 L2(@).
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Commesp;y estharmoniqueet que ‘epjg = 0 (resp:@syj@ = 0), lesdeux premierstermes
s'annulent. Soit  la portion de @ de nie ainsi :

ci="Ff(r; )21 r et =0ou = g;

ou esttel quele support de est! \ B(O; ), ou B(O; ) estla boule de certre O et de rayon .
Separonsle dernier terme en une integralesur . et uneintegralesur @ n .

La premiere partie s'annule car d'apres la proposition 2.10, 8p; . = 0 dans H 220 0) (resp:
d'apresla proposition 2.16, @( ' \); . = 0 dans L2( ¢)) et le reste estaussinul car le support de

' B estinclus dans! \ B(O; ).

Qu'en est-il de |, qui cortient la partie principale de sp.y ?

Considerons! - := I nB(O;"). Soit = @-\ !, et ecrivonslintegralel , sousforme d'une limite :
Z

l,= lim |, avecl, = ( 'Bn)shyd:
"o » : :

Comme SB;N estregulierdans! -+, on peut appliquer l'integration par parties (1.13). Comme SB;N
est regulier sur @ -, les crochets de dualite sort remplaces par desintegrales.

Z Z
Ié = 21 ‘ B;N SB;N d + @ @( ' B;N)SB;N @SB;N ‘ B;N d

= @( 'Bn)SBN  @shn ' B d, carsB. estharmonique
0 '

= @( 'Bn)ShBn @sBn ‘BN d ., gracealaC.L.sur@-n -
7. ; ; ; ;

= @ bnSbn  @Spni'bn d,car  1presdu coin rentrant.

La derniere egalite est valable pour " =2.

On peut calculer explicitement cette integraleenremplacart ' B;N et SB;N par leurs expressions.
Notonsdeplusque - =f(r; ) :r="; 2]0; = [g, de sorte qgue @ @ sur l'interface. En
faisart le changemen de variable °= | on obtient pour jj sp jj3 :

Z . Z
I, = "lsin?( ) " tsin®( ) "d = 2 sin’( 9d =
=0 0=0

On obtient le mémeresultat pour jj sy ji (il sut de changerlessinus par descosirus). D'ou :
1. o
DN = —JISpN llg-

14.1.2 Cas de plusieurs coins rentran ts

Considerons maintenant le casou il existe plusieurs coinsrentrants.
Montrons que B’ = (sp:i; Sp; )o= . La preuve pour les }\,’ est similaire.
Reecrivonsles' p;, i 2 f1;::;;N¢rg ainsi :

0 1
Rer Rer
1 L= 1 . 1) . P 1) P .
D;i — @eD;l+ D (1 J) D;jA+ D | Dj-
j=1 j=1
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ou j estla fonction de troncature de nie en1.1.
Par de nition desfonctions de troncature, la premiere partie estdans E. Ainsi son Laplacien est
orthogonal a Sp et ona pour tout j 2 f1;:::; N Q :

z z Ne 2
Sp;isp; d = "p;iSp;dl = D ( k' By)spjd: (14.2)

! ! k=1 !

Soiert Pp, Bp, Dp 2 RNer Ner Jes matrices symetriques telles que: 8i,j 2 f1;:::;Ne g :
Po = spispjd ;By = §;Dp = (i'Di)ispydl

L'equation (14.2) s'ecrit donc sousla forme matricielle suivante : Pp = Bp Dp.

Il s'agit alors de montrer que: Dp = |, ou | 2 RNer Ne estla matrice identit e de RNer  Ner |
Consideronsd'abord les termes diagonaux. Pour j donne, on a:
Z Z Z
( j'pj)spjd = ( j'pj)epjd + ( j'D;j)SB;jd! = 11+ Ia:

Reprenonsla preuve donnee dans le paragraphe 14.1.1 precedert. En integrart deux fois par
parties |1, on obtient que |1 = 0. Pour la secondeintegrale, on introduit ! ! et !, et on ecrit que
l,= lim I,, avec:

"I O

Z z
I, = . ( i'D;i)SB;id! = i @'B;isg;i @Sg;ilg;i d;
pour " i=2. En prenant compte de la forme circulaire de ! et des expressionexplicites des
parties principales, on trouve que | , = , d'ou :
D:;Di = ;8 2fl:NgQ:

Consideronsles coe cien ts non-diagonaux.Pouri 6 j, ona:

Z z

( i'bi)spyd = sp; d!;
|

ou! = estle support de ;. Au voisinagedu i'®™€ coin rentrant, la fonction harmonique sp j est

dansH(! ,). En utilisant les proprietes deselemerts de sp sur la frontiere @ , on peut montrer
que:sp;je\@  ~ OausensH?2(@\ @ ,). Enintegrart deux fois par parties, on obtient alors:
Z Z

spj dl = @Spii; i bi pao * o @@( i Dj)so;id ;
i in

ouici, H = H¥?(@ ,). Mais lesdeux termes s'annulent, car par construction, ;' B;i 2 HY( ) et
s'annule dansun voisinagede @ . n@ , de sorte que @( ;' B;i)j@ n@ = 0.0n conclut ainsi que :

Dilsj = 0;8i;j2fL:Ngg;i6j:

Ceresultat permet d'etendre le decouplagede M. Moussaoui[83] au casou il existe plusieurs coins
rentrants.
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14.2 Calcul de p et |y

Consideronsle casou ! n'a qu'un seul coin rentrant O. Montrons que le coe cien ts cp de la
decomposition orthogonalede & dans p esttel que:

Z
¢’ sp d!
I
Cp = ——s—:
ji sp i3
Rappelonsque 7 § = by + ¢ ' avec by 2 Rz
On adonc: | 0spdl = | byspd + ¢ | 'pspd . Commeby 2 R lapremiere
integraledu secondmermbre s'annule. Comme "D = sp et % = @°, on en deduit :
Z Z
Pspd = cp s3dl
!

|
d'ou le resultat. Or, en decomposan ' p en partie reguliere et partie principale, on obtient :

= (b + cep) + ¢ 'R

oo

d'ouenposart p=c p,et & = bD + c'ep, onobtient que p = (g°; sp o= et:

Gereralisons le resultat precedert au casou il existe plusieurs coins rentrants. On a alors :
Rer
% = by + C ' Dii; avec by 2 R .D'ou, 8j 2f1;::Ngg:
i=1
Z Z N Z
2syd = s dl = ¢ shshd ;
! : i=1 !
car bD est prthogonal_ast et "D = s‘D. Soiet p et cp 2 RN« |es vecteurstels que :
b= (% Sp)o= etcy = cy. On doit alors resoudrele systeme suivant pour obtenir lescy :
Bocp = p.Dou, 8 2f1;::;Nyg:
X | ] 0. d i
& p = (9;8p)o= = p:
i=1

Pour le problemede Neumann, la demonstration est similaire.

14.3 Simplication du calcul de

14.3.1 Preuv e du lemme 2.37

Soitu 2 HE(B-). Posons (r; ) =r ~2u(r; ). On rappelle quelesespacesa poidsV'(!)
sort de nis dansla section 1.4.
D'apres[99] (p. 46,thm 1.3),u 2 V% (B-). On endeduit que 2 V2, ,(B-). D'autre part,

=2r 2 lu+r “2@u

grad = r =2 1@y

, encoordonneespolairespar rapport au coin rentrant.
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Or @u etr '@u sort dansL?(B-). D'ougrad 2 V2,(B-). D'ou appartient a I'espacede
Sobolev a poids V21 ,(B-).
D'apres[95 (p. 45, thm. 1.1), on a l'injection cortinue V'(B-) ] W"9(B-), pour1 g

> > Ainsi  est dans 'espacede Sobolev fractionnaire W 1:4=( +2) (B. ). Determinons |'espace

de Hilb ert auquel appartient

Pour cela, utilisons un secondtheoremed'injection cortinue do cette fois a P. Grisvard, [66] (p.
27,thm 1.4.4.1): WSP(B-) ] WU"9(B-), pourt setq ptelsque:s 2=p=1t 2=q
RappelonsqueH{(B-) = W!'2(B.). Il s'agit detrouverttel que:s = 1,p = 4= +2)etq= 2.
Onobtient :t = 1 =2 Posons: = (1 )=22]0;1=4[. On en deduit : W14 *2) (B.) |
H=2* (B-), cequi permet de conclure.

Soit u 2 HY(B-), dont la trace sur @- s'annule au voisinagedu coin rentrant. En d'autres
termes: il existe"g > Otel que8r 2]0; "o[, u(r;0) = u(r; =) = 0. Soit "1 un reel tel
que0 < "; < "g.Soit 2 C! ([0;"]) tel que: = 1sur[0;";=2]et = Osur['y;"]. On pose
v= u2H}(B). Onadoncu= v+ (L )u. Daprescequipreede,r ~2v2 H¥* (B.). Par
ailleurs, commer ~2v2 C!(B+),r “2(1 )u2H(B), etainsi:r “2u2 H¥¥* (B.).

14.3.2 Preuv e du lemme 2.38
Soit" > 0. Soit"; > ". Consideronsf 2 H.pl etg2 H-,.Ona:
< fi9>non. diflineigline:
Or, d'apresla de nition de H-, I!i!mojj gjjn- = 0 car le support desintegralessur B+ tend vers 0.
Rappelonsque la norme de H? est la suivante :

< f; ZHO:H- |
iodime

jifjino= sup
2H-

Pour tout 2 H-, ondenit par =2 H-,, la fonction egalea sur B- et nulle sur B-,nB-. On a

donc:
o H- <t >weow,
iifline= sup L sup 1 = Jif dine,

2H-, i Thine, 2H-, i Tline,

Ainsi, jj f jjuo estborneelorsque"” tend vers zero, et on a bien |I|i'm0 < f;g>ne.n.= 0.

14.4 Preuv e du lemme 4.16

Nous allons prouver le lemme 4.16. Consideronsle problemevariationnel (4.57). On estdansle
cadredu probleme(3.1)-(3.2) pos dans[52]. DecomposonsG en une partie reguliere et une partie

Nor _ _
singuliereainsi: G = & + ¢ xP,0uB 2 XTR et 8i 2 f1;::;Ner g, ¢ 2 R estune constarte.
i=1
En prenant commefonctions testslesvecteursxjs,j 2 £1;::;;N¢grg dans(4.57), on obtient quelescy
NCI’ . .
sort solutions du systeme lineaire suivant : cg |
i=1

1= (f; 7)o, ce qui nous permet d'ecrire

la decomposition suivante pour G :

No _
G=6+ LxPavec@ 2 HY(1 ) et 5 = (F; xP)o= :
i=1
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€, qui n'est pasdans X 2 semet sousla forme: € = &° LxR, avec 822 X 2R, D'apres
i=1
M. Costabel et M. Dauge [52], €° 2 H? (1), pour tout > O tel que 2 1 > 0. Pour
obtenir I'estimation d'erreur sur G, on procede de la m&me facon que pour montrer le theoreme
4.12. Ainsi, l'erreur sur la partie reguliere 8% estenh? 1 | et on doit evaluer l'erreur sur le
calcul des 'G pour estimer I'erreur sur la partie singuliere, et sur le relevemert. Detailler cela.
Soien iG;h les approximations des 'G Pour les calculer, on doit approcher les x>. On appelle
xis;h cesapproximations. Montrons d'abord qu'il existeque8 > 0tel quel > 0, il existe
une constarte C .. > Otelle que8i 2 f1;::;;N¢ g

it Gai<Cgs Mt (14.3)

Eneet, ona:

i5 b = 0 xDe (Fas xS )ei=

= j  fhixPo+ (Frix® xPp)oi=
(ixPiioif  fniio + lifniiolix?  xPpiio)= (inegalite de Cauchy-Schwarz),
Cih + Cijix? %2 pjo;
Cih + CCY%jx3 xis;hjjxg . d'apresC. Weber [107].

ou Ct, Cy et C%sort desconstartes strictement positives. Quelle est I'approximation d'erreur sur

le calcul desx 3, ? Rappelonsque8i 2 f1;:::;Ner g, X7 = B + "I xP, avece? 2 H?2 (1)
=1 L
(voir le paragraphe2.4.6). D'apres[4], on a l'approximation d'erreur suivante sur le calculdes '/ :
8i;j 2f1;:; Nerg, N
i i L;Jj C h2 :

ou C nedependquedu domaine. Ainsi, enreprenart la demonstration du theoreme4.12 (on peut
le faire pour " > 0 tel que 2 > 1), on obtient que pour tout " > Otel que 1 > 0,
il existe une constarte C > 0 telle que:

ix®  xPpiixe Chto (14.4)
On en deduit I'estimation (14.3). |
XCF . Xcr . )
Posonszg = G.n Kk(x[) &X' . En reprenart la demonstration du lemme
i=1 i=1
4.15, on a l'estimation suivante : pour tout " > 0 tel que 1 > 0, il existe une constarte
Ca > Otelle que:
jzciixe Ceht (14.5)

Comme®&®2 H2 (1), onendeduit que l'erreur d'approximation de €° par leselemerts nis
de LagrangePy la suivante : 8 > 0Otel que 2 1 > 0, il existe une constarte Cg telle que:

i€ GRiixg < Cerh® (14.6)
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En regroupart lesresultats (14.3), (14.5) et (14.6), on en deduit que8 > 0tel que?2 1 >0
et 1 > 0, il existe une constarte Cg;.. > O telle que:
iG  Gniixc Celifjioh® * pour 2=3;
(24.7)
iG Gniixe Celifiioh? pour 2=3:

Recalculonsmaintenant I'erreur (14.3). 8i 2 f1;::;;N¢r g, notons G la solution du probleme:
Trouver GP 2 X2 tel que8F 2 X& :

Ao(GP;F) = (X xZh; F)o:

Soit G, l'approximation de G > par leselemerts nis deLagrangePy. Commex? x2, 2 L2(!),
d'apres(14.12),on a alors :
iGP  GPhlixe CGisjjxiS xP.plioh® * pour 2=3;
(14.8)
iG?  GPhlixe Cgs ix?  xPpiioht pour 2=3:

Or, on remarque que :

i xP Xis;hjjcz) Ao(GP; x? Xis;h);

= (GIS GiS;h;XiS XiS;h)Xg;
M jjGP Gis;hjjxcéjjxiS xis;hjjx%,ouM est la constarte de coercivite de Ag;

8

2 MC Cgsh ix® %Py pour 2=3;

S d'apres(14.4) et (14.8).
"~ M C Cgs h2(t ) jixP X3 lie;  pour 2=3;

Ainsi, 8 > Otel que2(1 ) > Oet > 0, il existeun constarte C°telle que :
8
< Coh pour 2=3:
ix? xPpile (14.9)
© cOh2(1 ) . pour 2=3:
Nous avons obtenu une meilleure estimation d'erreur que (14.4), qui nous permet d'obtenir que
8 > Otel que >0et2(1 ) > 0,il existeuneconstarte COG; telle que8i 2 f1;:::;Ngg:
8
< COG; h pour 2=3;
J o el <. (14.10)
co . hz(t ) pour 2=3:

On obtient de cette facon une estimation sur l'erreur jj zg jjx . meilleure que (14.5) : 8 > Otel que
>0et2(1 ) > 0, il existe une constarte C?@ > O telle que:

8
< Cgh pour 2=3;

zelixe . (14.11)
: C?@ h2@ ) : pour 2=3:
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En regroupart lesresultats (14.10), (14.11) et (14.6), on en deduit I'estimation suivante :

iG Gniixe Ceiifiioh? * pour 34,
(14.12)
iG  Gniixe Cciifiioh*® ) pour 34

Remarque 14.1 L'estimation d'erreur en norme L?(!) du calcul des &, du méme ordre que
(14.9), est moins bonne que le resultat de E. Garcia [63], qui obtient une estimation en O(h).
Neanmoins, nous avons aussi une estimation en norme X 2, ce qui n'est pas le cas dans [63].



Chapitre 15

Calculs du probl eme discretise

15.1 Elements nis Py 2D

Si Si
Syo
Sk Sj Sk Sj

Sio
Elemen ni Py Elemen ni Py Elemen ni P,

Fig. 15.1{ Elemens nis Pg, P1, P, : point(s) de discretisations par triangle.

15.1.1 Elements nis Py

Les points de discretisation S, i 2 | sort les barycertres destriangles. Les fonctions de bases
sort discortinues, constartes par triangles, telles que :

Ve _ 1 si§ 2 ﬁ;
T T 0 sinon.
15.1.2 Elements nis Py

Les points de discretisation S;, i 2 | sort les sommetsdestriangles. Il y a donc trois points de
discretisation par triangle. Les fonctions de basessort continues,a nes par triangles, telles que::

VijT|(X;y):ai;|X+h;|y+Ci;|;Vi(Sj)= |J’81
Lescoe cients a;.y, by .|, G| sort nuls si S 6267. 1 0 1
i yi 1 a;l a1 A
Soit T) de sommetsS;, Sj, S. Soit Ss = @ x; y; 1A.SoitAz = @h, b, b A,
Xk Yk 1 Gl G Gkl

Alors S3A3 = I3, ou |3 estla matrice identit e d'ordre 3. Ainsi, on determine les coe cien ts a; .|,
B.i, G eninversart Sg.
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15.1.3 Elements nis P,

Les points de discretisation Sj, i 2 | sort les sommets, ainsi que les milieux d'arétes des
triangles : il y a six points de discretisation par triangle. Les fonctions de basessort cortinues,
quadratiques par triangles, telles que :

Vi (X;y) = aaxP+ bay?+ caxy + diax+eqy+ fisvi(S) = ;8
Lescoecients a., by, G, &, fi.| sort nuls si §; 62T,. Soit T) de sommetsS;, Sj, Sk, et dont

les milieux desarétessort Sjo, Sjo, Sco. Pour obtenir lescoe cients a;;|, b1, G;1, di:1, &1, fi; on
inversela matrice Sg¢ 2 R® 6 telle que:

° X2 y2oxiyiooxoyi 1 !
XV Xy ox oy 1
S = X; yg XkYk Xk Yk 1
Xjo Yo XjoYjo Xjo Yo 1
xio Yo Xjoyjo Xjo Yo 1
X2 Ygo XkoYko Xko Yko 1

15.2 Integration numerique 2D

15.2.1 Schemas d'in tegration numerique interieure

Dans cette section, nous proposonstrois schemas d'integration numerique sur ! , pour un
maillage triangulaire :

Ss Ss
" AM 1 M2 M1
S]_ Sl
M3 S M3 =2
Hammer-Stroud Septpoirts

Fig. 15.2{ Localisation despoints d'integration numerique.

- Formule de quadrature exacte pour les polyndbmesP de degre un :
Z T
Pdl = J?'J[P(Si) + P(S) + P(S)I. (15.1)
T

ou Sj, §j et S sort lessommetsdu triangle T, (voir la gure 15.2).

Coordonneesbarycertriques | Multiplicit e | Poids pg

(1;0;0) 3 %jﬂj
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- Schema d'integration d'Hammer-Stroud ([58], chap. 12, p. 780), exact pour les polyndmesP de
degre deux :

A .
_ T

3 (15.2)

P d!
T

[P(Mj) + P(Mj) + P(My)];

ou Mj, M; et My sort les milieux desarétesdu triangles ( gure 15.2).

Coordonneesbarycertriques | Multiplicit e | Poids pg

1._.
§JTIJ

NI
NI =

- Schemad'integration a sept points (voir la gure 15.2), exact pour despolyndémesde degre cing
([58], chap. 12, p. 781):

Z X7
Pdl = P P(M}): (15.3)
T k=1
Coordonneesbarycertriques Multiplicit e Poids py
11 1 9 _.
333 1 1_6JTIJ
! _
6 IO1_5.6 IO1_5.9+ P15 3 155 Io15_T_
21 ' 21 ' 21 1200 1
!
6+p1_5_6+p1_5_9 P15 3 155+ 15
21 ' 21 ' 21 1200 1

15.2.2 Schemas d'in tegration numerique sur la frontiere

Dans ce paragraphe, nous proposonscette fois deux schemasd'integrations numerique sur @ :

- Formule de quadrature sur les arétes, exacte pour les polyndmesP de degre un :

z

Pd
A

_ A

=5 (15.4)

[P(S) + P(S)];

ou Sj et §; sort lesextremitesde A.
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Coordonneesbarycertriques | Multiplicit e | Poids pg

1.
;1) 1 SIAI

- Sthemad'integration numerique a quatre points, exacte pour les polyndmesP de degre trois :

Z X4
Pd = P P(M}): (15.5)
Al k=1

Coordonneesbarycertriques | Multiplicit e | Poids pg

(0;1) 2 SIAj

Wl
WIN
[00)

15.3 Elements nis Py 3D

S
* S Ss S s,

Elemens nis Po. Elemens nis P,. Elemeris nis P,. Elemeris nis B,.

Fig. 15.3{ Elemerts nis Pg, P1, P2, B, : point(s) de discretisation par tetraedre.

15.3.1 Elements nis Py

Les points de discretisation Sj, i 2 | sort les barycentres destetraedres.Les fonctions de bases
sort discortinues, constartes par tetraedres, telles que :

Voo = 1 si§ 2 T;
= 0 sinon.
15.3.2 Elements nis Py

Les points de discretisation S;, i 2 | sort lessommetsdestetraedres.ll y a donc quatre points
de discretisation par tetraedre. Les fonctions de basessort cortinues, a nes par triangles, telles
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que:
Vit (X;y52) = aax+ by +cnzt digsvi(§) = g8
Lescoe cien ts a1, b;1, G;1 di;i sort nuls si S 69T, L
Xi Vv oz 1
Soit T, de sommetsS;, S;, Sk, Sm. Soit S = % )):L §:< 2( 1 §
0 1 Xm Ym Zm 1
a1 &1 Al a@m;l

h;| l:];I b&;l bm;l
CI;| C];I Ck;l c:m;l
di;; di de;i dmg
Ainsi, on determine lescoe cien ts a;.|, b .|, G, di:| eninversart Sy.

Soit A, = § Alors Sg4 A4 = 14, ou |4 estla matrice identit e d'ordre 4.

15.3.3 Elements nis P,

Les points de discretisation Sj, i 2 | sort les sommets, ainsi que les milieux d'arétes des
tetraedres: il y a dix points de discretisation par tetraedres.Les fonctions de basessort cortinues,
quadratiques par triangles, telles que :

Vi (x5y;2) = aux®+ byt + Gazi+ digxy + exz+ figyz
+OaX+ higy+iigz+jinvi(s)= 4,8j:

Lescoe cien ts @ .|, etc sort nuls si S 62T,. Soit T; de sommetsS;, Sj, Sk, Sm et dont les milieux

desaretes sort Sj, Sik, Sim, Sjk» Sjm, Skm. Pour obtenir les coe cien ts a; ;| etc, on inversela

matrice Sy 2 R0 10 telle que:
0

2 2 2 N\ L=, .. . . . 1 1
Xi Yi Z XiYi Xi Zj Vi Zj Xij Vi Z;
2 2 2 . o . ) : )
X£ sz ij Xj Yj Xj Zj Yi 4 Xi ¥ oz 1
Xg o Yioo Zg Xk Yk Xk Zk Yk Zk Xk Yk zZk 1
X% Yr% Zr%w Xm Ym Xm Zm Ym Zm Xm Ym Zm 1
2 2 2 U - S ) } §
Xik Yk Zik Xik Yik Xik Zik Yik Zik Xik Yk Zk 1
2 2 2
Xt Yim  Zm XimYim Xim Zj  Yim Zm  Xim  Ym Zm 1
2 2 2
Xik Yik Z'ﬁk XikYik  XjkZik YikZk Xjk VYik Zx 1
Xgm yjzm Zj2m Xim¥im XjmZj YimZm Xjm Yjm Zm 1
Xim  Yim  Zim  Xkm Ykm  Xkm Zkj  Ykm Zkm  Xkm  Ykm Zkm 1

15.3.4 Elements nis B,

Ceselemens nis sort donnespar G. Cohendans[45]. Lespoints de discretisation S;, i 2 | sort
les points de discretisation Py, le barycentre du tetraedre Gy, et lestrois points par face suivants :

1 1

OGim = OSi+ 3(1 )OS + (1 )OS;
1 1

OGjm = 0% + 5(1 )OS + 5(1 )OS

1 1
OGn = O35 + E(l )OSi + E(l |)OSj ;
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7 P13
pour la face(S;;Sj; Sk), avec = —5

Les fonctions de baseassaieessort :
- Les fonctions usuellesP, pour les elemerts Py ;
1 2 3 4 0u( 1; 2, 3, 4) sort lescoordonneesbarycertriques par rapport
a(Sy1; Sy; S3; Sy) d'un point de T ;
- Pour le point Gin, de la face (Si; Sj; Sk), la fonction bulle
coordonneesbarycertriques par rapport a (S;; S ; S) d'un point dela face(S;; Sj; Sk).

On a alors la formule de quadrature suivante assaiee a cespoints de discretisation et exacte
pour les polyndmesde degre quatre :

- La fonction bulle

25 koou (i

Coordonneesbarycertriques | Multiplicit e Poids pk
p__

13 3 13 _.

(1;0;0;0) 4 10080 mj
p__

11 4 13 _.
1111 16 .
4423 ' ®315)"!
1 1 20+ 17" 13
; 5(1 ) 5(1 ): 0 12 6WJTIJ

15.3.5 Schemas d'in tegration numerique 3D

Dans cette section, nous proposonstrois sthemas d'integration numerique sur

maillage tetraedrique :
- Formule de quadrature exacte pour les polyndmesP de degre un :

z

Pd
T 4

imj

ou Sj, §j, Sk, Sm sort lessommetsdu triangles.

= —[P(S) + P(§) + P(S) + P(Sm)];

Coordonneesbarycertriques

Multiplicit e

Poids py

(1;0;0;0)

—JTij

i

k) sort les

pour un

(15.6)
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- Schema d'integration d'Hammer-Stroud ([58], chap. 12, p. 779), exact pour les polyndmesP de
degre deux :

Coordonneesbarycertriques Multiplicit e | Poids py

!
5 "5 s pé,s "5 5435 4 1o
20 ' 20 ' 20 ' 20 41!

- Schema d'integration a quinze points, exact pour despolyndémesP de degre cing ([58], chap. 12,
p. 779):

Coordonneesbarycertriques | Multiplicit e | Poids

(r;r;r) 1 AjT)j
(si;si;si;ti);i=12 8 BijTij
(u;u;v;v) 6 CiTij

P 15)=34,

avec:r =154, s, = (7 p1_5)=36,32 = (7+ ID1_5)=34, t, = (13+ 3p1_5)=34, t,= (13 3
u= (10 2 15=40,v= (104 2 15)=40; o
A = 16=135,B; = (2665+ 14 15=37800,B, = (2665 14 15=37800etenn C = 20=378.
Pour lesintegrations sur @, on sesert desscdhemasd'integration numerique 2D vus au para-
graphe 15.2.1.
Pour lesschemasd'integration 2D et 3D d'ordre superieur, nousrenvoyonsle lecteur a I'ouvrage

de P. Solin et al. [102].
15.4 Algorithme du gradient conjugu e
Cette section est reprise de [34] (chap. 2). On souhaite resoudrele systemelineaire :

Trouver x solution deK x = b; (15.7)

ouK 2 RN N x 2 RNetb 2 RN. Onnotera(:j:) le produit scalairedansRN RN, LorsqueK est
symetrique, de nie-p ositive, on utilise a cette n la methode du gradiert conjugue, preconditionne
ou non.
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15.4.1 Gradien t conjugu e non-pr econditionn e
L'algorithme du gradiert conjugue (GC) estle suivant :
Soit" > 0 donne.
Initialisation
x% un vecteur quelconque,
©=b KX,
QP© = o
lterer k = 0;1;::
e = ()
(g€iK g*)

XKHL = )k g kg

£k+1 — £k k K 9k
" (I’k+1 J rk+1 )
OO
9k+1 — £k+l + kK gk_
) ‘ (£k+l j[k+l ) .,
M S T (o)

Denitions 15.1 Pour une matrice symetrique, de nie-p ositive, on note max (K) sa plus grande

valeur propre et min (K) saplus petite valeur propre.

On apelle (K), le nombre de conditionnement de la matrice K le rapprt entre max (K) et
min (K) :

(K) — max

min

Prop osition 15.2 Posons: "(x€) = (K(x*¥ x)jx¢ x). On ala majoration suivante :
!
K) 1

n 0y.
)+ 1 (X°): (15.8)

"(x¢)

15.4.2 Gradien t conjugu e preconditionn e

La majoration (15.8) suggere que la methode corverge d'autant plus vite que (K) est proche
de 1. An de reduire le nombre d'it erations de la methode, on multiplie K par l'inverse d'une
matrice inversible M, pour obtenir : M 1K x = M 1b qui estun systemeequivalert a (15.7). Pour
appliquer l'algorithme du gradiert conjugue, M doit &tre symetrique, de nie-p ositive. Le systeme
sereecrit en e et sousla forme :

Trouver y solution deM KM ™y = M '?p et x solution de M*x = y: (15.9)
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La matrice M 72K M 172 etant symetrique, de nie-p ositive, on peut donc utiliser la methode du
gradiert conjugue pour resoudrele systemeeny. En pratique, on reecrit I'algorithme en utilisant
directemert le vecteur x plut®dt quey et la matrice M plutdt que M 122 On obtient alors l'algorithme
du gradient conjugue premnditionne (GCP). M est appelee matrice de preconditionnement.
Plus precisemmenh en appliquant l'aglorithme du gradient conjugue a un systemelineaire de ma-
trice M 2K M 72 on obtient l'algorithme suivant :

Soit " > 0 donne.

Initialisation
x% un vecteur quelconque,
©=b Kx,
MZ0 = 10
QP = 2.
Boucler k = 0; 1;::
oo (1492
(g<jKd)

k+1 —

M Z<t1 = £k+l

(I’k+l jzk+1 )
(rkjz¢)
qk+1 = 1 4 Kk qk_
(Y
usqu a ——F—F—
s (r0jr0)

Les matrices M 2K M 72 et M 1K sort senblables. Elles ont donc mémesvaleurs propres
et mémenombre de conditionnemert. Le taux de convergencede la methode du GCP est gouverne
par (M 1K). Supposonsque M soit facile a inverseret que (M 1K) soit beaucoupplus petit
que (K). Alors le coit d'une iteration de l'algorithme GCP ne serapas beaucoupplus eleve que
celui d'une iteration de l'algorithme du GC. De plus, le taux de convergenceserameilleur. Ainsi,
la methode du GCP est plus e cace.

15.5 Reduction de la matrice de masse

Soit 2 RY d= 23 un polygoneen 2D ou un polyedre en 3D. Soit ( Ty ) un famille de
triangulation ou une tetraedrisation de . Soit V}, I'espaced'approximation de H() suivant :

Vi = fvh 2 Co );vhjk 2 PX(K); 8K 2 The:
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..........

XN

Soit up 2 VW, alorspour un point M 2 |, uy(M) = Un(Si) i(M). Posonsun(Si) = X;.
i=1

On peut represetter uy, sousla forme vectorielle suivante : x = (Xq;:55 Xn)T.

15.5.1 Cas general

Calculonsla norme L2 de uy, :

0 1
iuiid=@ x ;x5 jA = XiXj (i; j)o= (MXjXx);
i=1 j=1 o 7l =1
ouM 2 RN Nesttelle que: M1 = (; i Jo- M est appelee matrice de masse.

Considerons|'elemert de reference®. Cet elemert est transforme enI'elemert K par la trans-

|
formation ane suivante : R 7! x = Bk + bx,ou:k = OFM,etx = OM, Bx 2 RY 9
bk 2 RY (voir la gure 15.4). Soit bk la fonction telle que: Unjk (M) = bk (M).

X = Bk B + by

/\
y y
1k ﬁ <
O 1 X (0] X
Elemen dereference Elemen transforne

Fig. 15.4{ Formule de represetiation en 2D.

On a alors:
x < x < X Z
(Mxjx) = up(M )2dx = bk (M) Bk jdk = iBci  bx (M )%dh;
K2, K K 2T}, K 2T}, R
(15.10)
ou jBxj = det(Bk). Or, bx (M ) depend lineairemen des valeurs de u, aux sommetsde K,
X1 .
(SK )k=1::md+1 - EN e et, notons que: up(M) = Kun(SK), ou K estla k’®™e coordonnee bary-
k=1

en d'autres termes, bk (1) appartient a un espacevectoriel sur R de dimensiond. Dans RY, toutes
les normessort equivalertes, et on a par exemple:
Z 1 51
b (M)2dl’ ——jRj bk (8% (15.11)
R d+1 k=1

ou j K j I'aire ou le volume de I'elemert de referencel®.
Il existe donc un couple (cg; Cq) 2 R2 tel que:
%1 z
T 2
8b; o) 1“ka 1 b (8¢)

LD (M)?d =5 1er1k lbk(ék)
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Z Z
Or, onremarqueque: jK j = dx = rbjBK jdik = jBk jjlbj. On injecte (15.11) dans (15.10)
K
pour obtenir :
. 1 X X 1 X%t
(Mxjx) * o5 0BkiiR] k(807 = ;g K une(S()?
K2Tg k=1 K2TgQ k=1 1 (15 12)
1 XX X 1 XX '
o @ iKiAun(s) =g~ @ JK A X
i=1 K jSi2K i=1 K jSi2K
Soit @ 2 RN N |a matrice diagonalede nie par :
1 X
Iﬂl'l - _ = . .
i+ 1 K (15.13)
K jSi2K

On deduit de (15.12) que :
1 X

o 1 )
(M xjx) R = o (Rxjx):
i=1

D'ou le theoreme suivant :

Th eoreme 15.3 La matrice de massepleine M est equivalentea la matrice de massereduite 4,
de nie par (15.13).

15.5.2 Triangulation ou tetra edrisation reguliere et quasi-uniforme

Soit hk le rayon du cercleou de la sphere circonscrit(e) a I'elemert K de la triangulation ou de
la tetraedrisation Ty, et g le rayon du cercle ou de la sphere inscrit(e). Un calcul direct permet
de verier que ﬂ iBkj hﬂ. On rappelle que h = mink hg . Les de nitions suivantes sort

donneespar P. G. Ciarlet dans[33].

Denition 15.4 (i) (Th)n estune famille de triangulations ou de tetraedrisations reguliere si :
9 >Oj8h;8K 2 Th; hg K -
(i) (Th)n estquasi-uniforme: 9¢ > 0j8h; 8K 2 T,;ch  hg.

Notons que (i) implique gu'il existe un nombre maximal d'elemerts Nmax auguel un sommet S;
appartient, et (i) implique qu'on ne peut pastrop ra ner un zonede maillage par rapport a une
autre.

Soit Ty, satisfaisart I'hypothese(i). Alors 8K 2 T iBgij' hﬂ. Si de plus Ty satisfait (ii), alors

8K 2 Th,jBkj' h%et8i 2 f1;::Ngj }bj iBk j' hY, puisquela sommecomprendau
K jSi2K
plus Nmax triangles ou tetraedresd'apres(i). Reprenonsles equations (15.12).0On a :
o, oo e x o XX
(Mxjx) * o5 K= g IR (B
i=1 K jSj2K i=1 K jSi2K (1514)
hd X h
‘ X¢ = (xjx)
d+1 7 d+1°7'~

Soit | 2 RN N |a matrice identit e. L' equation (15.14) nous permet d'enoncerle theoreme suivant :

Th eoreme 15.5 Soit ( T, )n une famille de triangulations ou de tetraedrisations reguliere et quasi-
d

. : . . h
uniforme. Alors la matrice de massepleine M est equivalentea a1 l.
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15.6 Reduction de la matrice de masse ponderee en 2D

Peut-on trouver une matrice de diagonaleequivalerte a la matrice de massepleine? On ne peut
pas appliquer systematiquemert la relation (15.11)aup (M )r£M ) car cen'est pasune fonction

ane. |l faut trouver une autre formule de quadrature. On a : up(M )%r?2 dx = (M xjx), ou
Z K
X
(M )i;j = (i; j)o: .Dautre part, onpeutecrire:  up(M )?r? dx = un(M)?r? dx,
! Kot, K
avec desintegralesapprocheespar un schemad'integration numerique a n points :
z X
un(M)2r2 dx' jKj  pup(Mf)2r(mf<)2: (15.15)
K I=1

Posonspour tout k : r¥ = min r(Mf)etRK = max r(M[). Onaalors:

: H K 2 X K 2 £ 2.2 H H K 2 X K 2
JKj(r™) prun(M™) Kuh(l\/l)r dx jKj(R™) prun(M™ )<
=1 =1

Numerotonslespoints du maillage de la facon suivante : Sy estle coinrentrant, pourl i  No,
Si n'est pasvoisin de Sy, et pour Ng+ 1 i N 1, S; estvoisin de Sy. Soit Nc = N Ng, le
nombre de sommetsvoisins du coin rentrant plus le coin retrant. Soit K lI'ensenble deselemerts
ayant Sy commesommet,et Ko = TpnK, lesautreselemerts. Posonsx, = (x1;:5 Xy 1) 2 RN 1
et X, = (Xng+1 ;5 Xn) 2 RNe,

15.6.1 Triangles interieurs

Soit K 2 Kg. Notons querk > 0. D'autre part, pour une triangulation reguliere, RK * rK +
hg,ethg X, dou:RK  2rK. On obtient alors (par exemplepour le schema d'integration a
trois points en2D (15.1),d= 2etn = 3):

X Z
(®°x0j%0) upn(M)?r2 dx  4(®°xgjxo); (15.16)
K2Ko K

ou:M° 2 RN 1 (N 1) estla matrice diagonaletelle que:

X
8i 2 f1;z; N 1g;(®%);,; = JKj(rk)H?z -
K 2K 0} Si2K

La borne optimale est2? , et commeO< < 1,22 < 4.

15.6.2 Triangles touc hant le coin rentrant

Soit K 2 K¢. On ne peut plus choisir le schemad'integration a trois points (15.1) car il donne
rX = 0. Consideronsle schemad'integration a trois points d'Hammer-Stroud en 2D (formule (15.2)
et gure 15.2,d= 2etn = 3). On aalors bien: rX > 0. Pour tout |, M, est le milieu de l'ar&te
oppoeeau sommetS, py = 1=3, et :

122 sik6l;
L= 0 sinon.
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Posonsprovisoiremert uk (SK) = x;. On adonc:
K
pus (7 = Bt e+ i+ xe s axet k) (87
I=1
A n detrouver la matrice equivalente a M , il faut borner cette sommede produits.
Pour majorer (15.17),il sut deremarquerque2ab a?+ 2. An deminorer (15.17), notons
quea’ + b + 2+ ac+ ac+ bc (a®+ P + ¢?)=2,car(a+ b+ c)? 0.D'ou:

iK%
12

Kraky2 X K k2 K] X
up (S ) prup (M) 3
i=1 I=1 k=1

up (S)%:

Pour les triangles qui touchert le coin rentrant, si la triangulation est reguliere, alors: rX ' hy,

et RK " 2rk, dou:
Z

X
%(lﬂcxcjxc) upn(M)%r2 dx  4(M°xcjxc) (15.18)
Kok, K

ou: B¢ 2 RMNe) (Ne) estla matrice diagonaletelle que :

. 1 X o

8i 2 fNc+ 1;:5Ng; (RC); = T 1 | iKj(hg)? :

K 2K ¢} Si 2K
15.6.3 Matrice equivalente
Soit @ 2 RN N |a matrice diagonaletelle que :

8

% (M )i = (®%)ii;8i2 f1;:: Nog;

§ (B )i = (B9 + (®®);.;;8i2fNg+ 1;::; N 1g;
(® )i.i = (®°);.;; pouri = N:

D'ou:8x 2 RN %(Iﬂ Xjx) (M xjx) 4(8 xjx).M estequivalente a @ .

15.7 Equiv alence entre matrice de masse et matrice mixte

Soit (E; p) 2 RN RM. On veut resoudrele problemesuivant :

AE+ CTp =

CE - o (15.19)

lQ I=

ou A 2 RN N est symetrique, de nie positive; C 2 RM N est de rang maximal; f 2 RN et
g 2 RM. Pour resoudre(15.19), il faut inverserCA CT 2 RM M,
Lorsque la condition inf-sup discrete est veri ee,il existe une constarte , > O telle que:

(CTgjF)?
(AEJE)
Comme la forme bilin eaire B (3.2) est cortinue, il existe une constarte b, > 0 telle que:

892 RM;8F2 RV;(CTgjF)> B (Mgjq)(AFjF): (15.21)

8g2 RM;9F 2 RV : h(Majq); (15.20)
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Th eoreme 15.6 Lorsquela condition inf-sup discrete estveri ee, (M 1(CA 1CT)) &2
h
Demonstra tion. Montrons le theoreme 15.6. Considerons (15.20) et (15.21).
E ectuons les changemetts de variable : @° = M*2q, et F° = A'%2F. On obtient :
-(Majg) = (MP%M 2% = (% ¢”) = jg%?,
- (AEjF) = (A2FA 260 = (E9F) = jE%2,
_ (CT ng) - (CT M l=290jA l=2EO) — (A 1=22cT M 1=290jE0) — (Lgoon),
avecL = A ¥2C™M 72 2 RN M On deduit de (15.20) que:
8902 RM,9E02 RN :(L90jE0)2 thHOijEOjZ:
On deduit :
. (LY F) (15.22)
jiLjj= inf sup ———- ; .
@R popw JQOJFG "
ou jjj L jjj estpar de nition la normedeL dansRN M,
En utilisant les mémeschangemerts de variables sur F et g on obtient de (15.21) que: :
8902 RM,8E02 RN(LHOJEO) tﬁ]gojszoz,
d'ou :
L bn: (15.23)
Or,ona:
(CA 'CTgjg) = ((CA A 2CT)gjq);
— ]A 1=2 CT 912,
= jLg%? par changemert de variable.
On en deduit I'in egalite suivante, d'apres(15.22) et (15.23) et commejgoj2 = (Mqjq):
h2(Mdgjgq) (CA CTgjg) K (Mgjq): (15.24)

Le corollaire suivant estimmediat.

Corollaire 15.7 Si la condition inf-sup est uniforme et si la constante de continuit e ne degend
pas du pas du maillage( |, et by, independantsde h), lesmatricesM et CA 1CT sont equivalentes.

Sila condition inf-sup estuniforme, M 1(CA 1CT) estequivalerte a une constarte fois la matrice
identit e. Ainsi, le nombre de conditionnemert deM (CA CT) estplus proche de un que celui
deCA ICT, d'autant plus que p et by sort prochesde un. An de limiter le nombre d'it erations
de l'algorithme d'Uzawa, il estdonc judicieux de choisir M commematrice de preconditionnemer.
Si le maillage le permet (voir la section 15.5), utiliser la matrice de massereduite @ permet de
diminuer avantageusemen le co0t d'une iteration.



Chapitre 16

Le champ magn etique

16.1 Le probl eme quasi-magn etostatique 2D

16.1.1 Intro duction

Pour le probleme bidimensionnel, les equations quasi-magretostatique se resohent de facon
similaire aux equations quasi-electrostatique. La condition aux limites portant sur la composarte
normale de l'induction magretique, le probleme est tourne de 90 . Par rapport a I'espaceX ¢, les
rblesde p§ et p sort inverses.

Le probleme quasi-magretostatique est le suivant :

TrouverH 2 Xy tel que:

rotH = fy dans! ;fy 2 L2(!); (16.1)
divH = gy dans! ;gq 2 L2(!); (16.2)
H = hsur@ :h2L%@); (16.3)

Pour que lgs equationg(16.1)-(16.3) soiert bien posees,d'apresl'integration par parties (1.14), il

faut que : gy d! = hd . Supposonsque h s'annule au voisinagedescoinsrentrants. Il existe
! @

alors un relevemert regulierh 2 H(! ) deh (h = h). PosonsH = H? + h. H%2 X9 satisfait :

rotH? = 9 2 L?(1); (16.4)

divH? = ¢’ 2 L%(); (16.5)

ou:f8 =fy rothetg® = gy divh.

16.1.2 Le probl eme direct

On peut decompserH et H® comme sommede deriveesde potentiels :

H = grad N + rot p ou N et p satisfort les problemesde Neumann et de Dirichlet
suivants :

N = gy dans! : p = fy dans! :

@ N = h sur @ ; € p = Osur@ : (16.6)

Ho= grad { +rot Jou % 2 yet 32 p satisfort lesproblemesde Neumann et de
Dirichlet homogenessuivants :

0 - 0 | - 0 - 0 |1 -

N T on dans: Coet D = fy dans: : (16.7)

265
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?
On a donc la decomposition orthogonale suivante : Xa = grad N rot p.

On peut approcher le champ quasi-magretostatique de plusieurs facons:
Le champ quasi-magretostatique peut donc &tre calcule par la methode despotertiels decrite
dansla section2.2 de la mémefacon et avecla m&éme precisionque le champ quasi-lectrostatique.

Xcr ] Ncr '

D'apresla section2.2, 9 = € + NR.et 3= &+ L' B . ou Byp 2 H(Y),
i=1 i=1

et:8i L = (g%isn:ido=, 5 = (f3:sp:i)o= .

Comme Xy \ H1(1) estdensedans X, on peut approcher la solution de (16.1)-(16.3) par
les elemerts nis de Lagrangecontinus Py.

Prop osition 16.1 Le probleme (16.1)-(16.3) est equivalentau probleme variationnel suivant :
TrouverH 2 Xy tel que: 8F 2 Xy,
Z
(H;F)xy = (g divF)o + (fr;rotF)o + hF d
@

On peut aussiappliquer la -approche au calcul du champ quasi-magretostatique. On re-

marqueeneet que:grad ' § .. =rot'B.. = yP aecyP = r ! (;?nSE | i; , exprime
’ ' i
en coordonneespolaires par rapport au coin rentrant O;.
Her _ . .
On obtient alors la decomposition suivante : H? = HR + 'yPOHR 2 HI(N), et T= | -
i=1
Ko
Posons® = HR+ h2 HY(!). Dou:H =18 + 'yP. Onremarqueque:yP: ;g 2 L%@)
i=1
est nul sur les aretesdu coin rentrant O, et regulier ailleurs. Soit h un relevemen regulier de la
Ker
condition aux limites normale: B : jg = h 'yf: j@.Posonsd = B9+ h . O satisfait :
i=1
rotl8° = fy roth 2 L%(1); (16.8)
divB® = gy divh 2 L?(!): (16.9)

Prop osition 16.2 Le probleme (16.8)-(16.9) est equivalenta la formulation variationnelle sui-
vante : Trouver 892 X 'R tel que:

8F 2 X%R [ Ao(RO;F) = Mo(F) Ag(h ;F): (16.10)

Ao restreinte a X% X% est une forme bilineaire symetrique coercitive (c'est le produit salaire
dansX%). M ¢ estla forme lineaire continue suivante :

Mo:X% ! R
F 7' (gy;divF)g+ (fy;rotF)g:

Considerons le cas ou il n'existe qu'un seul coin rentrant. Lorsque h 2 H (@) s'annule au
voisinagedu coin rentrant, on peut montrer de la m&éme facon que dans le paragraphe2.4.3 que :
Z
(divh;sn)o (roth;sp)o = hsyd (16.11)
@
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On en deduit la formule generalisee et simpli ee suivante :
Z

= (fhisp)o (GuisSn)o+ @hSNd : (16.12)

Etudions la decomposition orthogonale de X 9. Soit X% = X9 \ H(!) lespaceregularise
de X9 . Lorsque! est corvexe, d'apres[50], X ¥ = X&. Au cortraire, lorsqu'il existe un coin
rentrant, Xﬁ;R, est strictement inclus et estferme dans X . Les elemerts nis Py de Lagrangene
permettent pasde capter les parties singulieres(non H 1). Soit XE{S = (Xﬂ;R )?Xﬂ . En procedart
de la mémefacon que pour demortrer la theoreme 2.43, on obtient une basede X ﬂ' S

Prop osition 16.3 On considere IesvecteursyiS = grad "N+t rot ' p.j,i2f1::0;Ngg. Alors
XS estgenere par lesyS : X'° = vect(y$ ;5 v, ).

D'apresla -approche, IesyiS s'ecrivert ainsi : yiS =g + i yjp, ou g 2 H1(!) satisfait :
ji=1

dive; = Sn ;i dans! ;
rot @ Sp:i dans! ;
Bl oja, = Yyl a8k 2 f1;mKag:
j=1

Pour tout i, on poseg = g% + h;, ou g 2 X' et ou h; est un relevemert regulier de
NCT o
"yl @ . @0 satisfait alors :
i=1

div ?° sy:i divh; dans! ; (16.13)
rotyy® = sp.; roth; dans! : (16.14)

Prop osition 16.4 Fixons i. Le probleme (16.13)-(16.14) est equivalent a la formulation varia-
tionnelle suivante : Trouver g 2 X R tel que:

8F 2 X%R  Ag(g’;F) = A o(hi;F): (16.15)
NRer

DecomposonsH © de facon orthogonale: H® = M9 +  diyS, ouR%2 X'R et 8i d; 2 R.
i=1

Soiert d et 2 RN telsque: 8i 2 f1;::; Ny g, d; = diet ; = .

Prop osition 16.5 Le probleme (16.4)-(16.5) est equivalenta la formulation variationnelle sui-
vante : Trouver B0 2 X% R etd 2 R tels que:

Ao(RO; F

Mo(F) Ao(h;F);8F 2 XJT; (16.16)
Xd :

(16.17)
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16.2 Le probl eme quasi-magn etostatique 3D

16.2.1 Intro duction

Le probleme quasi-magretostatique est le suivant :
Trouver H 2 Xy tel que:

rot H=fy dans ; fy 2 H(div®; ); (16.18)
divH = g4y dans ; gy 2 L?() (16.19)
H =h sur@:; h2L%@) ; (16.20)

fu esta divergencenulle, et h 2 H2(@) s'annule au voisinagedescoins et des arétes rentrants.
Contyairement aycasbidimensiognel,il n'y a pasde relation de compatibilit e entre iy et h. Notons

que hd = H: d = gy d, dapresla formule d'integration par parties (7.13) avec
u-= I-@I etv = 1.@

De nitions 16.6 On apgelle la norme du graphe(ou norme naturelle) de Xy la quantite suivante:

z 1=2
iVilorot v 2@ = iviig+ iirot vijg + jidiv vjjj + o jv: j?d '
On appelle la semi-norme de Xy la quantite suivante :
z 1=2
Mirot aiviLz@ = lirot Vij§ + jidiv vjj§ + o jv: j?d '

P. Fernandezet G. Gilardi ont montre dans [61] le theoreme suivant :
Th eoreme 16.7 L'inje ction de Xy dansL?() estcompacte.
Ce theoreme permet de montrer le lemme suivant, de la mémefacon que le lemme 8.4 :

Lemme 16.8 Il existe une constante C > 0 ne dependant quede telle que:
8v 2 Xu , jiviio  CjVirot diviL2(@) ° (16.21)
On en deduit alors le theoreme qui suit :

Th eoreme 16.9 Dans Xy, la semi-norme est equivalentea la norme du graphe: la semi-norme
de nit une norme sur Xy.

16.2.2 Le probl eme direct

En magretostatique (div H = 0), si la densite de courart est nulle, on arot H = 0, et on
peut ecrire le champ magnretique sousforme du gradient d'un potentiel salaire magretique: H =
grad m,ou m 2 HY() \ Lg() satisfait le probleme de Neuman suivant : m = 0 dans
, et@ m = hsur@ On peut alors appliquer les methodes et les resultats de ' electrostatique,
en notant bien qu'il s'agit non plus de resoudreun probleme de Dirichlet, mais un probleme de
Neumann.
Commediv H estnul (absencede monopole magnretique), on peut ecrire H sousla forme: rot A.
A est appele potentiel vecteur, et est de nit a un gradient prescar rot grad = 0. Si on choisit
A tel que div A = 0 (c'est de choix de la jauge de Coulomb), A 2 H() satisfait le probleme de
Neuman suivant : A =fy dans etrot A:n=h sur@.
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Prop osition 16.10 Le probleme (16.18)-(16.20) est equivalentau probleme variationnel suivant :
TrouverH 2 Xy tel que:
8F 2 Xp, (H;F)x, = Lu (F); (16.22)

ou M y estla forme lineaire suivante:

My : Xy ! R 7

F 7' (fu;rot F)g+ (gq;divF)g + hF d
@
CommeM y 2 X,EI’, d'apresle theoreme de Riesz-Fedet, le probleme (16.22) admet une solution
unique H 2 Xy, qui depend cortin Oment desdonneesfy, gy et h.
Demonstra tion. Voir article [36].

Comme Xy \ HY() estdensedans Xy [40, 51], on peut approcher la solution de (8.12) par les
elemerts nis de Lagrangecortinus Py.

Considerons H" 2 H() un relevemen regulier de h. On posealors: H = H% + H', ou
HO 2 X2 satisfait le probleme suivant :

rot H = fy rot H" dans : ; (16.23)
divH = g4 divH" dans ; (16.24)

Prop osition 16.11 Le probleme(16.23)-(16.24) est equivalentau probleme variationnel suivant :
Trouver H® 2 X3 tel que:

8F 2 X2 ,(HO;F)XHo = Mo(F) (H";F)xo: (16.25)

Comme M ¢ 2 (Xh(,’I )0 d'apresle theoreme 1.7, le probleme (16.25) admet une solution unique
HO2 X2, qui depend cortin tment desdonnees.
Lorsque n'est pasconvexe, X} N := X3\ HY(), l'espaceregularise de X2 n'est pas densedans
X9. X 3R estferme et strictement inclus dans X 3.
Lorsque est corvexe, X,S;R = XHO. La solution de (8.14) approchee par les elemens nis de
Lagrangecontinus Py estfausselorsque presene dessingularites geometriques.

La discretisation des formulations variationnelles (16.22) et (16.25) est donnee dans le para-
graphe 16.3.2de la section suivante.
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16.3 Champ quasi-magn etostatique : discr etisation 3D

Dans cette section, nous indiquons commert construire les matrices pour resoudrele probleme
quasi-magretostatique 3D . Nous reprenonsles notations du chapitre 10 de la partie 111.

16.3.1 M ethode avec CL naturelles

Pour la methode avec CL naturelles, I'espace de discretisation de Xy par les elemeris nis
Pk est Xi. La matrice des produits scalairesXy des fonctions de Xy est represene par Ay =
Rot + Div + B ,ou B esttelle que: 8i ouj 62lg,B'") = Oet:8i;j 2 lg,
|
B = X z v/ . T
= vivid g g
FqiM;;M;2F,  Fa

PosonsLp 2 (R3 3)N N |a matrice de nie par lesN N sous-blas:

X 4
T

ij .
L, q

vivid g
Fa

siietj 2 lg ;
FqiMiiMj2Fq
0 sinon:

Soient f,; 2 R3N et 9y 2 RN les represetations de fy et gy dansla basede Xy, et H la
represetation de Hy, l'approximation de H dans X. Soit h 2 RN, tel queh, = 0siM; 2

h(M;) = h(M;) sinon. La represeiation discretiseede la formulation variationnelle (16.22) semet
sousla forme matricielle suivante :

AnH = Lify + Lgg, + Lnh;
(16.26)
avec: Ay = Div + Rot + B :

Par la suite, on pose: M = L¢f, + ngH + Lph

16.3.2 M ethode avec CL essertielles

X,S\ HL() estdensedansx,ﬂ, seulemem si estcornvexe.Ainsi, la methode decrite ici corverge
dansla casou presetie dessingularitesgeonetriques seulemenm si les donneessort regulieres.
On consicere commeespacede discretisation deXﬁ'R le sous-espacee X, conformedansXH0 :

XS;;Ez V2XkjV: j@ = Osur@ (16.27)

Par construction, X,S;;E H(). La discretisation de (16.25) sefait de la mémefacon que celle de
(16.22), mais il faut prendre en compte la condition aux limites normalesdans les matrices Div et
Rot, et danslestermesdu secondmenbre.

Propri ete 16.12 L'espace Xj'% estdedimension nie 3N Nt 2N  3N..
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Demonstra tion.  Soit u 2 XS;;E. Comme XS;;E est un sous-espacele Xy, il est de dimension
X3

inferieure ou egalea 3N et on peut ecrireu = u (Mj)vi. .
i=1 =1

Consideronsun point Mj, i 2 |, setrouvant sur l'areéte Ay .| (gure 7.1,p. 153).On a:

u(Mi):
u(Mi): «

I
[eNe)

Comme les vecteurs et | nesort pas colineaires,u(M;) est necessairemencolineairea .

X X3
Ceci etant valable pour tous les points d'arétes, on peut ecrire : u = u (Mj)vi. +
X i2lnl, =1
u(Mi)vi j,avec ; = .|, deni defaconunique; etu (M;) = u(M;): ;. Pour chaque
i21a

vecteur de X,g;.i, nous eliminons alors deux degres de liberte lies a chaque point d'aréte. D'ou :

dim(XJ'%) 3N 2N,
Consideronsun coin M, i 2 l.. M estl'intersection d'au moins trois faces,dont les vecteurs
normaux ne sort pas colineairesni tous les trois dans le méme plan, d'ou u(M;) = 0. Ceci etant
NxNac )@
valable pour tous les coins, on peut ecrire : u = u (Mj)vi. + u (Mj) ;. Pour
i=1 =1 i21a
chaque vecteur de XS;;E, nous eliminons alors les trois degresde liberte liesa chaquecoin. Il 'y en
aNe, dou:dim(XJR) 3N 2N, 3N
Consideronsun point Mj, i 2 I;, setrouvant sur la face Fy de @. Commeu(M;): iFe = 0,
on peut ecrire u(M; ) g, = U 1(Mj)vy; Jle + U 2(Mj)v ?Fk.
X X X X o
D'ou:u = u (Mj)vi. + u (Mjvi ; + u (M;)v; ;. Ainsi, pour chaque
i21 =1 i21; =1 i21a
vecteur de X,g;;i, nous eliminons un degre de liberte par point du bord qui n'est pas ni sur une
aréte ni sur un coin. D'ou : dim(X;3'Y) 3N N;f  2Na  3Nc. Pour conclure, la famille
BO = (Vi; Di2n : 2r1:239 [ (Vi § )izt : 20129 [ (Vi i)i21, estcontenue dans X,S;;Fﬁ, dou :
dim(X$'R) 3N 2Ny 3Np 3N

Nous avons donc montre la propriete 16.12, et au passageque B engendrexﬁ;;i. On utilisera

donc deux typesde baselocale de R3 selonl'emplacemen de M; :

-8i 21 ,M; 2 , ontravaille dansla basecanonique(e;; es; e3),

-8i 2 I, M; 2 @n(A[ O, ontravaille dansla baselocale ( ,1 ,2 i),

-8i 2 I Mj 2 A, si Mj est sur une aréte de Fy et de F|, on travaille dans la base locale
(i ,1 i2), ou par exemplesi M; estsur l'aréte Ay .| et queFy et F| sort orthogonales: i1: K
et 2= | (ou le contraire, desorteque( i; &; ?)forme unebaseorthonormeedirecte).

-8i 2 lg, Mj 2 C, an delever 'ambiguste sur le vecteur normal, on travaille dansla basecano-

nique (e1; e2; e3).
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On appelle B®la basede Xy ainsi formee:

BO= (Vi; )iz [1e: 2r1:23g L (Vi i Di2iy: 202290 (Vi i)i2i
(16.28)

Vi )izia; 2r2g [ (Vi i)izig:

Les fonctions de basede B (10.12) et de B%sort les m&émespour les points M; tels quei 2 Inl,.
Soit A2 (R® 3)N N |a decompsition de la matrice Div + Rot dans B ® cette fois-ci, qu'on
ecrit de la facon suivante :

0 A . A s A .a A ¢ 1
At; At Arsa Argc
Aa;  Aa;r Aa:a Aac
Ac: Act Aca Acc

Nous ne decrivons ici que les sous-blas qui n‘ont pas ete decrits au paragraphe10.4.1:

-Acic = Agg;lgéjmc 2 (R3 3)NC Ne .

-A o= AiZ;LC;J'ZIc 2 (R® )N Ne.
-Ac. = Agg;'C;jZ' 2 (R® 3)Ne N
Apie = AT 2 (R 3)Ne Nr
“Acit = Ai‘iclf;f;jmc 2 (R33N Ne,

La sous-matriceAa.5 2 (R3 3)Na Na estcompossedesN, Ng sous-blas Ak)y 2 R3 3, tels
que:8i 2 14, 8j 2 l;:

0 1 ) 1
(Vi jivioidxe (vioavi ixe (M i i)xe
Adla= B (voisvi Pxg (v v Pxg (i fivi P)xg
(Vi isvi Pk (v v Bdxe (v Fivi P)xe
Cessous-blgss agissen su!'LIesvecteursdeR3 decommses dans la baselocale( {; 7; ;)T :
H (Mj)
Hn(Mj) = @H(Mj) A ouH (M) = Hn(Mj): j, =12 etH (Mj) = Hp(Mj): j.
H 2(M;)

La sous-matriceA . 2 (R® 3)N Na estcomposeedesN  Nj sous-blas Al ;?a 2 R3 3 tels
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que:8i 21 ,8j] 2 1y

(vi jivieddxe (v fiviedxe (v fivied)xe "
AVl = B (v jiviea)xe (v fiviea)xo (Vi Z5viea)yo
(vi jiviesdxo (Vi fiviesdxo (vi fivies)xg
Symetriquemert, ona: A;. 2 (R3 3)Na N telle que: 8i 2 I, 8j 2 | ,A;;;j = A ;;ia. Les

sous-bla@sA,.c 2 (R3 3)Na Ne gt Ac., 2 (R® 3)Ne Na seforment de la mémefacon.
La sous-matriceAs ;5 2 (R® 3)Nr Na estcomposedesN;  Na sous-blasA;!, 2 R? 3, tels
que:8i 2 1;,8) 2 15

0 (Vi j;Vi il)xg (vi f5vi il)x,g (vi Fiv il)xHO '
Al = B (voivi Pxe (v v Bxe (v Fivi P E ;
(viogivioidxe (v v idxe (v Fivi idxg
Symetriquemert, ona: Ay 2 (R 3)Na Nr telle que: 8i 2 15, 8j 2 I, A;;;jf = Ajf ;;ia. Nous ne

detaillerons pas les calculs des sous-matricesde APC carils sort similaires aux calculs deselemerts
de Rot et Div, expliquesdansle paragraphe 10.3.1.

Soit F 2 Xx. An dede nir le produit matrice-vecteur A°F, ou F est le vecteur de (R3)N assaie
a F, on decomposeF dans BO:

0 1
X X X X
F = F (Mj)v;. + @ F Mj)y p t F (Mj)y jA
j21 [le =1 i2n =1
0 1
X X
+ @ F My +F My A

i21a =1
ou8i2 1,8 211,29, F (Mj)=F(Mj): ; etF (Mj) = F(Mj): ;.

On consicere alors F = (F ;F;F,;F)7 le vecteur de R3N assaie, dont les sous-commsartes
E, et F. sort :

“Fa= (F i(MN Nae#1)iF 2(MN Nac+1)iF (MN Nae+1): 55 F 1(MN Ne)iF 2(MN No)sF (M nG)) T 2
(R3)Na,

-F.= (F1(MN Nes1 )i Fa(MN N + 1) Fa(MN Ne+1 ) 25 Fi(MN); Fa(My); Fa(My)) T 2 (R3)Ne,

Le produit matrice-vecteur ACF est ainsi bien de ni. Pour construire la matrice de la formulation
variationnelle (16.25) discretisee dans X,S“.E, on peut alors proceder a I'elimination des conditions
aux limites essetielles dans A° Cela corréspond a eliminer d'une part leslignes et les colonnesde
Aldont leselemerts dependert de  pour lessommetssituesa I'in terieur desfacesdu bord (i 2 1) ;

d'autre part leslignes et les colonnesdont les elemerts dependert de %2 pour les sommetssitues
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sur lesaretesde @ (i 2 15); et en n toutes les lignes et les colonnespour les sommetssitues sur
lescoinsde @ (i 2 I¢). On appelle A9 la matrice ainsi obtenue.
SoitA . 2 (R3 3)N Nt |a matrice A . dont on a elimine la colonne dependart de

8i21,8j 2 I,
1. 2. 1
Q% Vi el)xg Q% Vi el)xg 0

0
Al = a(vj fiviea)xe (Vi fiviez)xg O

(vi fivies)xo (v fivies)xo O

Symetriqguemert, A . 2 (R3 3)Nt N estla matrice A¢. dont on a elimine la ligne qui depend
de A" = Al

On consicere A’ - la matrice A .; dont on a elimine lestermes dependart de , saufle terme
diagonal, pour lequelon a im%ose la valeur 1 :

1
(vi fvi Pxe (v Fivi P)xg O
AT = B (v v Bxe (v Zivi B)xe O
0 0 ]

Eneet, As.¢ correspond aun bloc diagonalde A% En imposart la valeur 1 sur lestermesdiagonaux
elimines, on s'assureque la matrice ainsi modi eesoit inversible.
SoitA ., 2 (R® 3)N Na|amatrice A ., dont on a elimine les colonnesdependart de %2 :

8i 21 ,8) 2 Iy, 0 1
(Vj i Vi el)xg 00
Ai;? = (vi jvi ez)xg 00
(Vj j Vi 63))(3 00
Symetriquemert, A .. 2 (R'3 _3)Na N est la matrice A;. dont on a elimine les lignes qui
dependert de %2: A"l = Al
Soit A ., 2 (R® 3)Nt Na |3 matrice A ., dont on a elimine la ligne dependart de et les
colonnesdependart de %2 :
8i 21 ,8) 2 Iy, 0 1
(vi jivi f)xg 00
Ai;? = (Vj i Vi i2)X3 00

0 00

Symetriquemert, A .. 2 (R3® 3)Na Nt est la matrice A,.¢ dont on a elimine les lignes qui
dependert de 12 et la colonnequi dependde : A" = Alil
On consicere A . . la matrice A,.4 dont on a elimine les termes dependart de 12, sauf les
termes diagonaux, pour lesquelson aimpose la valeur 1 :
o (vi j:vi i)xe 0 O
Al =@ 0 g 0 A
0 0
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Eneet, A, 4 correspond a un bloc diagonalde A% En imposart la valeur 1 sur lestermesdiagonaux
elimines, on s'assureque la matrice ainsi modi eesoit inversible.
On en deduit que la structure par blocs de la matrice A 2 (R3 3)N N estla suivante :

1
OA; A . A., O
A. A. A.. 0
Ad = ;
A, A,. A_,.., O
0 0 0 lc:c

ou I estla matrice identit e de (R3 3)Ne Ne,
Prop osition 16.13 La matrice A§ estinversible.

La preuve est similaire a celle de la proposition 10.4.

En procedart commedansle paragraphe10.4.2,on montre que le problemevariationnel (16.25)
discretise dans X '} s'ecrit :
Trouver H, 2 X tel que:

8i21 ;8 2f1;2;39; (Hn;vVi: )XS = Mo(vi: );

8i2l;8 2f1;29 (Hh;vi i)xe = Mo(vi j);

8i 21 ; Hh(Mi): i = h(M;); (16.29)
8i 21,;8 2f1;2g; Hh(Mi): ; = H ' (Mj): ;;

8i 2|C; Hh(Mi) = Hr(Mi)I

Pour les deux dernieresinegalites, on peut proceder commedans le paragraphe 10.4.3.
SoitH = (H ; Hf; H,: Ho)T le vecteur de RN assaie dont les composartes sort egalesa
cellesde Hy, dans B Consideronsle relevemert discret suivant : H" = (Z ;H ; H - H.)T, ou:

- Z estle vecteur nul de (R3)N ;

-H", = (0;0,h(Mn +1);::50;00h (My +n, )T 2 (R3)Nr, est le vecteur cortenant les valeurs les
valeurs de h sur les points desfacesde @ ;

-H = OGH (MN Ng+1): HHTMN Npe+1) ! 2050 H My N BHI(MN NG DT 2 (R3)Ne,
est le vecteur contenant les valeurs descomposartes de H' sur les arétesdu maillage;

-HE = (HUMN Ne+1 )i HY(MN Ne+1)5 HE(MN e ); 2 HE(MND HE (M) s HE(MN)) T 2 (R3)Ne,
est le vecteur corntenant les valeurs descomposartes de H" sur les coins du maillage.

Soit A s 2 (R3 3)Nt Nt |a matrice A¢ . dont on a elimine la ligne dependart de ; :
8i;j 2 I,

1
Vi Pxe (Vi givi Pxe

1. 1 2
(v, Vi Dxe o (VY 0 0

i 9 i

0
A =%(vj Povi P)xe (v Fivi Pxe (Voqsvi f)xe

0 0 0



276 CHAPITRE 16. LE CHAMP MA GN ETIQUE

Soit A .4 2 (R3 3)Nt Na |a matrice A ., dont on a elimine la ligne dependart de  :
8i2 If:8f 2 la

1
(Vi i Pxe (v fivi Pxe (v Fivi Pxe

0
%(vj Vi Dxg (Vi fivi Pdxe (v Bivi P)xe
0 0

Soit A .c 2 (R® 3)Nt Ne |a matrice As .. dont on a elimine la ligne dependart de ; :
8i 2 1r,8) 2 I

1 1 1
(viersvi {)xg (Vie;vi f)xo (Viesivi i)xg

0
%(VJ er; Vi f)xo (Viexivi Pxg (Vvies;vi f)xo

0 0
Soit A .t 2 (R3 3)Na Ni |a matrice A,.¢ dont on a elimine les lignes dependart de 1+ :
8i21,:8:j 2 I,
0 (Vi Fivioidxe (Wi Fivioidxe (Vi jiVioi)xe !
= % 0 0 0 E:
0 0 0
Soit A ,.a 2 (R3 3)Na Na |3 matrice A,.4 dont on a elimine leslignes dependart de 2 :
8i;] 2 la,
URE Dxe (v fivioidxe (v Fivioi)xe !
= %) 0 0 0 E:
0 0 0

Soit A .. 2 (R3® 3)Na Ne |3 matrice A,:c dont on a elimine les lignes dependart de -
8i 2 1,,8j 2 I,

1
(vier; Vi i)xo (VieziVi i)xo (Vjes;Vi i)xpo
Al = E) 0 0 0 E :
0 0 0

SoitM 2 (R3)N larestriction deM auxi 2 | ,M 2 (R3®)Nf |e vecteurtel que:

M = (Mo(Vn +1 N +1)iMo(Vn +1 R +1)5 0535 Mo(V sy & ang )i Mo(Vn +ng & an, )5 0);
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etenn M, 2 (R®)Na le vecteur tel que:
M, = (Mo(VN Na+l N Ng+1)50; 0525 Mo(VN Ne N Ne)s 05 0);
Soit A? 2 (R2® 3)N N |a matrice de nie ainsi :

0 ALt Aga Agc
0 0 0 e
PosonsMy = (M ;M ;M _;Z.)" 2 (R®)N, ou Z, estle vecteur nul de (R3)Ne. On montre de

la méme facon que dans le paragraphe 4.7.1 que les equations (16.29) se reecrivert sousla forme
du systeme matriciel suivant :

ASH = My AH'":

Le calcul de M, estsimilaire a celui de M. Une fois que H estcalcule, on peut ecrire I'approximation
calculee sur les arétesdu bord, H, dansla basecanonique(es; ez; e3).

Pour cela, a chaque point Mj, i 2 |,, on ass@ie Oy 2 R3 3, la matrice de changemen de base
telle que: 0

(MY vy 2wy
Oai = o(Mi)  H(My)  A(My) &

a(Mi)  3(My)  3(My)

X3 X3
avec = e etpour 2fl29 = e . Soit O, 2 (R3)Na Na |g matrice diagonale
=1 =1
par bloc de nie par : 0 1
OaN Nau+1 O 0
Oa = % 0 B 0 g:
0 0 Oa’N NC

Le vecteur correspondant aux composartes dansla base( ey ; e,; e3)' s'ecrit alors : O4 H,.
Le vecteur correspondart aux composartes de H; dansla base(e;; ey; e3)" s'ecrit : Of H; .
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Chapitre 17

Rapp els de notations

17.1 Rapp el des espaces fonctionnels et des formes bilin eaires 2D

Espace variationnel et forme bilin eaire relatifs a la metho de aux CL naturelles
Espacevariationnel de E :

Xg = u2H(@ot;!)\ H(div;!):u 2 L%@)
Forme bilin eaire coercitive assiee:

Ae  XE Xeg ! R 7

(E;F) 7! (divE;divF)g + (rotE;rotF)o + E Fd;
@

Espace variationnel et forme bilin eaire relatifs ala MCS
Espacevariationnel de E :

. ) o o 12
X2 = fu2Xg:u = 0g; jjujixe = jirot ujj3 + jjdiv ujj3
Forme bilin eaire coercitive assiee:

Ao:XE Xeg ! R
(E;F) 7! (divE;divF)g + (rotE;rotF)o:

Espace variationnel et forme bilin eaire relatifs a la metho de de regularisation

poids :
Espacevariationnel de E :

X2, = u2Hg(ot;!) 1 divu2L2(t) ;jiufixe. = jirotujid + jidiv ujig,
Forme bilin eaire coercitive assciee:

AXE xE LR
(E;F) 7! (divE;divF)e. + (rotE;rotF)o:
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17.2 Rapp el des espaces fonctionnels et des formes bilin eaires 3D
Espace variationnel de E relatif a la metho de aux CL naturelles
Xe = u2H(ot;) \ Hdiv;) :u g 2L¥@
Espace variationnel de E relatif ala MCS :
X2= u2Xe:u g = 0 :jjulixe = jirot uji3 + jidivuj3
Espace variationnel de E relatif a la metho de de regularisation a poids :

Xg, = fu2Ho(rot ;) \ H(div ;) g;jiulixe = (iirot ujig + jidivujj§, )*™*
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RESOLUTION DES EQUA TIONS DE M AXWELL
AVEC DES ELEMENTS FINIS DE GALERKIN CONTINUS

Resume : Les equations de Maxwell se resolhent aisemern lorsque le domaine d'etude est
regulier, mais lorsqu'il existe des singularites geometriques (coins rentrants en 2D, coins et arétes
rentrants en 3D), le champ electromagretique est localemert non borne au voisinagede cessingu-
larit es. Nous nous interessonsa la resolution des equations de Maxwell dans desdomainesbornes,
singuliers, a I'aide de methodes d'elemerts nis cortinus. En pratique, cela permet de modeliser
desinstruments de telecommnunication commeles guidesd'onde, les ltres a stubs.
Nousanalysonstout d'abord le problemequasi-€lectrostatique 2D, a n de matriser la discretisation
en espaceNous presertons trois methodesde calcul (formulations augmerteesmixtes) qui donnert
desresultats numeriquestr es corvaincans :

- Une version epuree de la methode du complemert singulier (conditions aux limites essetielles).
- La methode de regularisation a poids : on introduit un poids qui depend desdistancesaux singu-
larit es geonetrigues (conditions aux limites essetielles).

- La methode avec conditions aux limites naturelles.

Nous etudions ensuite la genreralisation de ces methodes aux domaines 3D. Nous detaillons la
resolution des equations de Maxwell instationnaires en domainessinguliers 3D par la methode de
regularisation a poids, et nous donnonsdesresultats numeriquesinedits.

Mots-cl es : Electromagnetisme, Equations de Maxwell, Singularites, Coins rentrants, Elemerts
nis, Domainessinguliers, Methode du complemert singulier, Methode de regularisation a poids.

CONTINUOUS GALERKIN METHODS
FOR SOLVING MAXWELL EQUA TIONS

Abstract: Maxwell equations are easily solved when the computational domain is regular,
but if it presens geometrical singularities (reentrant cornersin 2D, reertrant cornersand edgesin
3D), the electromagnetic eld is locally unbounded closeto these singularities. We are interested
in computing solutions to Maxwell equationsin singular bounded domains with continuous nite
elemerts. It allows to model communication devicessud as wave-guides,stub Iters.

We rst analysethe 2D quasi-electrostatic problem, in order to cortrol spacediscretization. We
presen three (mixed) augmerted methods, which show very corvincing numerical results:

- A re ned version of the singular complemen method (essetial boundary conditions).

- The weighted regularization method: Maxwell-Gaussequation is multiplied by a suitable weight,
which dependson the distancesto the geometrical singularities (essetial boundary conditions).

- The method with natural boundary conditions.

We study then the extensionof thesemethods to 3D domains. We give details of the resolution of
time-dependert Maxwell equationsin singular 3D domainswith the weight regularization method,
and we give original numerical results.

Key words: Electromagnetism, Maxwell equations, Singularities, Reertrant corners, Finite el-
emerts, Singular domain, Singular complemen method, Weighted regularization method.



