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Modélisation Géométrique d'un Robot

@ Robot = point dans F, espace des configurations

@ En général, E = un ouvert d'un R" ou une variété

Exemple type

La voiture simplifiée (ou unicycle) :

(z,9,0) € E=R? x S ou R?

@ Obstacles = ensemble fermé O C E !

= espace de travail = E \ O X
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Modélisation du Mouvement

Deux types de robots :

@ holonome : pas de restriction sur le déplacement

— tout chemin dans E est un mouvement autorisé

@ non-holonome : soumis a des contraintes cinématiques
— mouvements autorisés = chemins ¢(t) dans E t.q.
q(t) € Vi) & R™ Vit

Voiture = robot non-holonome

Contrainte de roulement sans glissement : Zsinf — ¢ycosf =0

x 0 cos 0
— qg= |y | € Vect 0], | siné C R
0 1 0 E>
TA
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Exemples de Robots Non-Holonomes

@ Contraintes de roulement sans glissement :

e robots mobiles a roues:

e manipulation par des mains robotisées.

@ Conservation du moment angulaire :
e robots manipulateurs flottant dans I'espace;
e satellites avec roues a inertie;

e robots astronautes, plongeurs, sauteurs (phase de vol).

@ Autres sources de contraintes non-holonomes :

e loi de Lorentz-Wong en électromagnétisme ;

e réduction par symétrie de cinématiques holonomes. B
TA
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Probléeme de la Planification des Mouvements

Probleme (PPM)

Etant données deux configurations ¢y et ¢; € E,

trouver un chemin faisable ¢(¢), ¢ € [0, T], dans E

tg. ¢0)=qo et ¢(T)=aq
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Point de Vue de la Théorie du Controle

e En général, pour ¢ fixé, V, = partie d'un SEV, i.e.
Vo ={whi(q)+ -+ unfm(q) : ve UCR™} (m < n)

ou f;: EFECR"™ — R" est appelé un champ de vecteurs.

@ ¢(t) est un chemin faisable < il existe v : [0, T] — U t.q.

Q(t) = ul(t)fl(Q(t» + -+ Um(t)fm(Q(t))

Chemins faisables = trajectoires du systeme non-holonome

¢ =wfi(q) + -+ umfm(q),

ol u = (ug,...,uy) € U est le contrdle. KB
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Exemple de la Voiture

Systeme de controle :

q = u1fi(q) + u2fo(q)

avec les champs de vecteurs ul}\
0 cos 0 Uz
file)=10], f(g) =] sinb
1 0

et le controle u = (uy, ug) :

{u1 =40 vitesse angulaire

Uy = £/%2 + 92 vitesse tangentielle

v
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Reformulation du PPM

Probléeme de la Planification des Mouvements

Etant données deux configurations ¢y et ¢; € E,
trouver une loi de contrdle u(t), ¢t € [0, T], dans U

t.q. la solution de

Q(t) = ul(t)fl(Q(t)) + -+ um(t)fm(Q(t))
(0) = qo

vérifie ¢(T) = ¢

(i.e. u(-) ameéne le systeme de ¢y a ¢1).
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Classe des Controles

e En théorie, contrdle = fonction intégrable (L!)

e En pratique, controle = fonction continue par morceaux

Cas des extensions dynamiques :

Tres souvent, le contrble “physique” est u, et non u.

Exemple : contrbles “réels” de la voiture

i = 0 accélération angulaire (via le volant)

g accélération tangentielle (accélérateur/frein)

—— Méme formulation pour le PPM, mais

u(t)= fonction dérivable et contrdle réel = .
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Décidabilité du PPM

Dans toute la suite, robot = systeme non-holonome

Probleme de la commandabilité

Etant données deux configurations ¢y et ¢; € E,

existe-t-il une loi de contrdle u(-) dans U

amenant le systeme de ¢y a ¢1 7

Si c'est toujours le cas, le systeme est dit commandable.
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Crochets de Lie

Exemple de la Voiture

Contrainte : direction transverse interdite

créneau possible —  voiture = systéme commandable

Explication

Créneau = suivre f5, puis fi, puis —fa, puis —fi.

Or : e he=telh ol (g)) = etQ[fl’fQ](qo) + o(t?),

ot [fi,/](q¢) = Dh(q) - fi(q) — Dfi(q) - 2(q) crochet de Lie.

v

—sin 6
Pour la voiture, [fi,fo] = | cos@ | = direction transverse
0 E
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Algebre de Lie

Définition
Lie(q) = I'ensemble des combinaisons linéaires de
° fi(q), - fm(a),
e tous les [fi, fi](¢), pouri,je€{l,...,m},
o tous les [[fi, fil, fkl(¢), pour i,j,k € {1,...,m},

est appelé I'algebre de Lie du systeme.

Remarque :  Lie(q) est un sous-espace vectoriel de R".

Pour la voiture, Lie(q) = R?. J
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Commandabilité

(%) ¢g=wfi(q)+ - +unfn(q), qe€FE, uecl

Théoreme de Chow (1938)
Supposons E C R™ ouvert, connexe et U C R™ contient Vois(0).

Si dimLie(q) = n Vge E

le systeme (X)) est commandable.

Remarque :  Dans ce cas, la commandabilité est vraie pour
toutes les classes de contrdles denses dans L', par exemple C* ou
constants par morceaux.
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Hypothese

Dans toute la suite, on supposera que

la condition de Chow est satisfaite

— Le PPM a toujours une solution.

Remarque :  Si la condition n'est pas satisfaite, on peut
généralement s'y ramener en reparamétrant.
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Méthodes de Planification des Mouvements

Quatre idées générales pour la planification :

@ mimer les crochets de Lie (créneaux!); Méthodes
. . existantes
@ se ramener a un systeme connu;
@ utiliser une approximation du systéeme; Nos axes de
recherche

@ déformer continliment une trajectoire.
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Méthodes Basées sur |'Algebre de Lie

© Choisir des crochets de Lie ¢p11,...,9, de fi,..., fin t.q.

VeCt {f17 o 7fm7gm-|—1) . 79n}(€7) — Rn

© Résoudre le PPM pour le systeme holonome

qg=vfilg)+  + vnfn(@) + Vi1 9mr1(q) + - + vngn(q).

© Ecrire v(-) en fonction du contrdle u(-) du systeme (X).

Méthodes basées sur |'algebre de Lie

Méthodes de planification existantes Equi N
quivalence des systemes

Calcul de u(t) en Fonction de v(t)

[Lafferriere/Sussmann, 1993]

@ Pour ¢ suffisamment proche de ¢y, on a:
g = et .. elmimgtmt1gmi1 . . gtngn () — (")
i (s f,
@ Pour chaque g;, €% = H ™My o(s).

J
@ Donc

o i )i
[T @) = o +o(lt) =" — V()
0]

o En itérant 3 partir de ¢V), on obtient une suite ¢,

¢®) = ¢ quand k£ — oo.

v
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Exemple de la Voiture

Soient g =0 et ¢1 = (z,vy,0)
e Choisissons g3 = [fi, o] : q = ePh et ev93(0)
i.e. v(t) = (0,0,y), puis (0,z,0), puis (6,0,0)

o Poury >0, el = eVl e=VIReVIfi VI 4 o(y),

N q(l) — N 72 o=V o= VY2 o VUL oV US2 (0) =q1 + o(||q1]])

wM(t) = (0,,/y), puis (,/¥,0), puis ...

E
TA

F. Jean Algorithmes de planification des mouvements

Méthodes basées sur |'algebre de Lie

Méthodes de planification existantes Equi N
quivalence des systemes

Calcul de u(t) en Fonction de v(t) — Autre Solution

[Sussmann/Liu, 1991]

Utiliser des contréles oscillants de fréquence et amplitude
arbitrairement grands.

Exemple de la voiture
Prenons g =0 et ¢1 = (0,4,0) = e¥93(0), i.e. v(t)=(0,0,y).

Appliquons " (¢) = /N (cos(Nt),sin(Nt)). Quand N — oo :

1 —cos(Nt) t
vN 27 /N

= qN(2) — q1.

qN(t)N(
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Inconvénients

@ Controles de trées mauvaise qualité :

e soit grand nombre de manceuvres et non dérivables;;

e soit treés oscillants.
@ Convergence locale.

@ Méthode itérative.
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Systemes Equivalents

Transformer (3) en un systéme “connu”.

@ Transformation par chgt de coordonnées et retour d'état :
z=¢(q), v=A(qu
= un systéeme équivalent a (X) (mémes trajectoires) :
p=wfi() o+ vmfn(2),

ou 7: ¢s«f transport de f par ¢.
E
TA

F. Jean Algorithmes de planification des mouvements



Méthodes basées sur I'algebre de Lie
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Classes de Systemes Connus

@ On sait résoudre le PPM pour :

e les systemes linéaires : t = Az + Bu

MAIS, si (3) non-holonome (m < n) et commandable,
(X) n'est jamais équivalent a un syst. linéaire;

o les systéemes nilpotents;
o les systémes chainés (systémes nilpotents particuliers).
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Systemes Nilpotents

Définition

(X) est nilpotent d’ordre k si tous les crochets de Lie itérés des
fi,-.., fm de longueur > k sont nuls.

Intéret :

@ La “formule du créneau” est exacte : si g crochet de Lie,
(4 F
ol9 — H o (Ofi;
J

—> la méthode de planification [LafSu93] est :

directe (pas d'itération), exacte et globale.
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Systemes Nilpotents (Suite)

@ Le systeme est polynomial et de forme triangulaire :
m
%= upol(q,...,¢1)
j=1

= intégrable avec des commandes polynomiales.

Inconvénients majeurs :

@ nilpotentisation = propriété non générique;
@ pas de critére général de nilpotentisation.
[E. Cartan, Goursat]
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Nilpotentisation de la Voiture

@ En appliquant la transformation z = ¢(q), v = A(q)u :

21 =xcosf + ysinb
V1 = U — U173
29 = 0 , { v — U
23 = xsinf — ycos 6 2 !
le systeme s'écrit

21 =N 1 0
2o = U9 = fl(z) = 0 , fg(Z) = 1
23 = Uz 0 21

e Ona[fi, o] = (0,0,1) et tous les autres crochets sont nuls.
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Systemes Chalnés

Définition [Murray/Sastry, 1991]

(X) est un systéeme chainé s'il s'écrit (m = 2) :
Q= w
@ = U
3 = uQ
Qn = UWqp-1

Intéret :

e facile a commander (nilpotent);

@ il existe une CNS pour la mise sous forme chainée;

E

@ systémes linéarisables dynamiquement (systémes plats). -
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Algorithmes par Approximation
[F. Jean, J-P. Laumond, G. Oriolo, M. Vendittelli, 2001 - 2006]

© Choisir un systeme : ) = Z uzﬁ(q) t.q.

A~

e () est une approximation de (X) en ¢,

o on a une solution du PPM pour (3).

A~

@ Choisir u(-) amenant (X) de ¢y a ¢i.

© Appliquer u(-) a () a/pde ¢ — ¢ := Approx(qo, ¢1)-

Q ltérer le processus  — ¢+ .= Approx(¢®), ¢).
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F. Jean Algorithmes de planification des mouvements



Algorithme par approximation
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Convergence

Que faut-il pour obtenir un algorithme convergent ?

@ Localement : |la fonction Approx doit €tre contractante, i.e.

pour chaque ¢;, 3 B(q1) >0 t.q.

d(¢™, q) < Blq) = d(¢"™™, q) < zd®, q),

pour une distance d a définir.

N | —

@ Globalement : Approx uniformément contractante
(8 indépendant de ¢).

TA
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Algorithme Global

Algorithme de type régions de confiance :

Etape k

q(k) = point courant

0, = rayon de confiance S

Q calculer ql(k) : .
@ ¢+D :— Approx(¢®, ¢y qTﬁk) q,
@ if d(¢* D, (M) < La(q®) ¢y sous-but but

o then Byi1 := Gk
o else Byi1 := Bi/2

o

— algorithme convergent si Approx uniformément contractante. g
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La Fonction Approx

|l reste 3 construire une fonction Approx unift contractante.

Rappel : définition de Approx(qo, q1)

@ Soit un systeme : X)) ¢= Z uzﬁ(q) t.q.
i=1

A~

o () est une approximation de (X) en ¢,

~

e on peut calculer u(-) amenant () de ¢y a ¢1.

@ Appliquer u(-) a () — ¢ := Approx(qo, ¢1).

@ Approx unift contractante si

1
—d(qo, :
5 (QO (J1) E

y
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Méthode de continuation
Nos axes de recherche

Approximation au ler Ordre

m

@ Linéarisé de (X)en ¢ : 1= Z’Ui filq)
i=1

non commandable (si m < n)

@ On utilise une approximation non-holonome au ler ordre
[Agrachev, Hermes, Stefani, Bellaiche, Jean ... 90’s]

Pour la voiture, ot fi = (0,0,1) et fo = (cosf,sin6,0) :
@ linéariseen ¢ =0: f(0)=(0,0,1), f2(0)=(1,0,0)
o approx® NHen g=0: £ = (0,0,1), %= (1,6,0)

“B>
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Distance de Controle

e Distance de contrdle (ou distance sous-riemannienne) :

d(qo, q1) = inf long(u) parmi les u : gy ~ ¢1,

T
oi long(u) = [ \/u(6) -+ + u (1)t
0
o Si (i) approximation NH de (X) en ¢,

d(Approx(qo, 1), ¢1) = O(d(qo, 1)'*°)

~

(a condition que la commande u(-) pour (X) ne soit pas trop
grande).
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Cas Générique

Théoréeme

Pour un systéme (X)) générique, il existe une approximation
non-holonome (X)) telle que :

o (X) a une expression algébrique en fonction de () ;
[= facile a calculer]

AN

@ (X)) est un systéme nilpotent ;
[= facile & commander]

o une fonction Approx basée sur () est unift contractante.
[= l'algorithme global converge]

o
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Méthode de Continuation

@ choisir un controle u'(-);

Q appliquer u’(-) a (X) a/pde q9 — q;
@ choisir un chemin 7(s), s € [0,1], reliant g a ¢ ;

@ déformer u®(-) en u*(-), qui ameéne (X) de gy a v(s);

@ u'(-) = solution du PPM .
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Déformation

e Application point finalen ¢y et 7 : FEnd: u(-) — g, (7T)

ou ¢,(+) trajectoire de (3) associée a u(-) partant de qp.

o u*(-) défini par End(u®) = vy(s) = dEnd(u®) % = %(s).

o Si dEnd(u®) surjective, 3 un pseudo-inverse dEnd(u®)#

= u® = solution de |'équation différentielle :

du” _ dEnd(u®)? - ﬁ(s)
ds ds s €[0,1]
u$|3=0 = u’
E
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Caractéristiques

Intérét

@ Méthode exacte, sans itération
@ Controles obtenus tres réguliers

@ Tres bon comportement numérique

@ Permet de prendre en compte des obstacles

Inconvénient

@ Pas au point!!
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Difficulté

Déf : u est un contrdle singulier si dEnd(w) non surjective. J

L'EDO donnant u® n'est définie que sur les controles non singuliers
= phénomene d’explosion prés des contrbles singuliers :

solution u® pas toujours définie en s =1

Programme

@ Caractériser les contrdles singuliers.

@ Montrer que I'EDO les évite (ou la modifier pour les éviter).
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Etat de I'Art

Preuves de convergence et simulations

@ Pour une classe de systemes sans contrdles singuliers
[Chitour/Sussmann, 1993-2006]

@ Pour un cas particulier avec contrdles singuliers connus
[Alouges/Chelouah/Chitour, 2003]

Etude des contrdles singuliers

@ Caractérisation des contrdles singuliers pour les systemes

génériques (au sens fort)
[Chitour/Jean/Trélat, 2006]
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Algorithme par approximation

Nos axes de recherche Méthode de continuation

Et voila . ..
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