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Résumé

Ce mémoire présente les travaux de recherche que j’ai effectués depuis 1998, c’est-
a-dire depuis ma these, en tant qu’enseignant-chercheur a 1'Unité de Mathématiques
Appliquées de 'TENSTA. Le mémoire est constitué de trois chapitres qui regroupent mes
travaux respectivement en géométrie sous-riemannienne, sur le probleme de la planifica-
tion de trajectoires non-holonomes et sur les trajectoires singulieres.

Notons que des versions électroniques de tous les documents relatifs a ces travaux sont
disponibles en ligne a I’adresse http://www.ensta.fr/~fjean.

Le premier chapitre présente I'essentiel de mes travaux sur la géométrie sous-rieman-
nienne, qui ont donné lieu aux publications [3, 6, 7, 14, 16, 19]. Nous nous intéressons
dans un premier temps aux estimations des boules sous-riemanniennes de petit rayon.
Rappelons que la forme de ces boules est décrite par le théoreme dit de la “boule-boite”.
Cette description est trés utile pour 'étude de divers problémes (dimensions et mesures
géométriques, inégalités isopérimétriques, de Sobolev, etc) mais n’est réellement exploi-
table que lorsqu’elle est uniforme. Ceci n’est pas le cas en général, des que la variété
n’est pas équiréguliere en fait. Nous présentons donc une généralisation du théoreme
de la “boule-boite” qui donne une estimation uniforme des boules sous-riemanniennes.
La construction de cette estimation est basée sur une technique de désingularisation
isométrique des variétés sous-riemanniennes.

Le reste du chapitre est consacré a 1’étude des propriétés métriques des chemins. En
effet, en géométrie sous-riemannienne, seuls les chemins horizontaux sont de longueur
finie ; comment alors caractériser les chemins non horizontaux en termes de dimension et
de mesure ? La premiere voie que nous envisageons est d’étudier deux notions, I'entropie
métrique et la complexité, associées a des approximations par des ensembles discrets et
dont le comportement asymptotique reflete bien la géométrie des chemins. Nous donnons
des estimations au sens faible des ces deux quantités, qui permettent en particulier de
déterminer la dimension d’entropie.

Une deuxieme voie consiste a élaborer une théorie de la mesure géométrique pour les
chemins. Cette théorie repose sur la construction de mesures dimensionnées sur 1’espace
métrique tangent au sens de Gromov, dont nous donnons une description intrinseque.
Nous obtenons ainsi une classe de longueurs dimensionnées, que nous calculons dans le
cas des variétés sous-riemanniennes de contact.

Enfin, nous comparons toutes les notions évoquées ci-dessus avec les mesures de Haus-
dorff, sphériques ou non. Nous montrons que, avec une hypothese tres faible sur le che-
min, les longueurs dimensionnées définies précédemment coincident avec les mesures de
Hausdorff, ce qui permet de calculer la dimension de Hausdorff du chemin, et sont propor-
tionnelles mais non égales aux mesures de Hausdorff sphériques. Nous donnons également
des équivalents de ’entropie et de la complexité d’interpolation non-holonome en fonction
des mesures de Hausdorft.

Le deuxiéme chapitre, qui regroupe les travaux publiés dans [4, 8, 13, 17|, traite du
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probleme de la planification des mouvements pour un systeme de controle non-holonome.
On aborde ce probleme avec le point de vue de la robotique. Dans ce cadre, on distingue
habituellement la planification dans un environnement libre de la planification en présence
d’obstacles, la résolution du premier probleme constituant une étape dans la résolution
du second. Traitant d’abord du premier probleme, nous proposons une méthode globale
de planification valable pour des systemes tres généraux, qui repose sur la construction
d’approximations adéquates du systeme de controle. Les algorithmes que nous obtenons,
et dont nous prouvons la convergence, ont de plus la particularité de produire un controle
stabilisant, d’étre robustes et possedent les propriétés topologiques nécessaires a leur
intégration dans des algorithmes de planification en milieu encombré.

La présence d’obstacles ajoute un deuxieme niveau de difficulté au probleme de la pla-
nification des mouvements d’un robot non-holonome : il faut prendre en compte, en plus
de la dynamique du systeme, les contraintes sur 1’état dues aux obstacles. On s’intéresse
alors a I'augmentation de complexité due a la non-holonomie. Nous proposons plusieurs
définitions de cette quantité, de nature topologiques ou métriques, que nous comparons
et estimons a l'aide notamment des résultats du chapitre précédent.

Le dernier chapitre est consacré a la présentation des résultats obtenus en collabora-
tion avec Yacine Chitour et Emmanuel Trélat dans [5, 9, 12, 15] sur les trajectoires et
courbes singulieres. Les trajectoires singulieres d’un systeme de controle sont les points
critiques de 'application point-final qui, a une trajectoire d’origine donnée, associe son
point final. Les courbes singulieres d’une distribution sont définies de fagon similaire a
partir des courbes horizontales. Les trajectoires singulieres apparaissent comme des sin-
gularités de 'espace des trajectoires joignant deux point fixes : cet espace est une variété
de Banach au voisinage d’une trajectoire non singuliere et peut ne pas I'étre au voisi-
nage d’une singuliere. A ce titre, elles jouent un role majeur en controle optimal, ainsi
évidemment que les courbes singulieres en géométrie sous-riemannienne.

On commence par dégager une propriété des trajectoires et des courbes singulieres,
I’ordre minimal, qui permet de les caractériser comme solutions d’équations différentielles.
Nous montrons ensuite que, pour une distribution générique (pour la topologie de Whit-
ney), toute courbe singuliere est d’ordre minimal et de corang un. Ceci nous a permis de
montrer en particulier qu'une variété sous-riemannienne (M, D, g) n’admet pas de courbe
singuliere minimisante si D est une distribution générique de rang supérieur a deux, ce
qui a son tour a de nombreuses conséquences sur la régularité de la distance et des spheres
sous-riemanniennes.

Nous obtenons des résultats similaires pour les systemes de controle affines. On montre
en particulier que, pour un cout quadratique fixé et pour un systeme générique défini par
plus de deux champs de vecteurs, il n’existe pas de trajectoires singulieres minimisantes.
Ces résultats peuvent étre utilisés pour obtenir des résultats de régularité pour la fonction
valeur et dans la théorie des équations de Hamilton-Jacobi, avec des applications a la
stabilisation et a la planification des mouvements.
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Abstract (résumé en anglais)

This report reviews my research activities that I have conducted since I defended my
PhD, in 1998, as a teacher-researcher at ENSTA, in the Applied Mathematics Depart-
ment. The report is divided into three chapters. In the first one, I collected my works
on sub-Riemannian geometry, in the second one my works on the nonholonomic motion
planning problem, and in the third one my works on singular trajectories.

Note that the electronic files of all the papers corresponding to my works are available
on line at the following address: http://www.ensta.fr/~fjean.

The first chapter presents most of my contributions in sub-Riemannian geometry,
which correspond to the papers [3, 6, 7, 14, 16, 19]. We first focus on estimates of the
small radius sub-Riemannian balls. The usual description of these balls is given by the
so-called “Ball-Box Theorem”. This result is instrumental for the study of a series of
problems, such as computations of Hausdorff measures and dimensions, isoperimetric
and Sobolev inequalities, etc; it is however usable in practice only if it holds uniformly.
And this is not the case in general, as soon as the manifold is not equiregular. We then
give a uniform estimate of sub-Riemannian balls, without the equiregularity assumption,
that generalizes the Ball-Box Theorem. The construction of these estimates is based on
a technique of isometric desingularization of sub-Riemannian manifolds.

The rest of the chapter is devoted to a study of the metric properties of the paths.
As is well-known, in sub-Riemannian geometry only paths that are horizontal can have a
finite length. The question is then how can we characterize non horizontal paths in terms
of measure and dimension. We first introduce two notions, the metric entropy and the
complexity, both associated to approximations of a path by discrete sets, the asymptotic
behavior of which reflects the geometry of the path. We give weak equivalents of these
two quantities, characterizing in particular the entropy dimension.

A second approach consists in elaborating a geometric measure theory for the paths.
This theory is based on the construction of dimensioned measures on the metric tangent
space (in Gromov’s sense), of which we provide an intrinsic description. We obtain in
this way k-dimensional lengths, and we compute these k-lengths in the case of contact
sub-Riemannian manifolds.

Finally, we compare all the notions introduced above with the Hausdorff measures (the
spherical and the usual ones). We show that, with a weak hypothesis on the path, the
Hausdorff measures are proportional but not equal to the spherical Hausdorff measures,
and coincide with the k-lengths. This allows to compute the Hausdorff dimension of
the path. We also give equivalents for the entropy and the nonholonomic interpolation
complexity as functions of the Hausdorff measures.

The second chapter gathers the works published in [4, 8,13, 17], and is devoted to the
problem of nonholonomic motion planning. We address the question from a robotics point
of view. We then consider motion planning in two different settings: in a free environment
or in the presence of obstacles. Solving the first problem is of course a necessary step for
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the resolution of the second one. Working first in a free environment, we propose a global
motion planning method which is valid for a large class of nonholonomic control systems.
The method rests on the construction of appropriate approximations of a control system.
Our algorithms, whose convergence is proved, are robust and yield a stabilizing control
law. Moreover they possess the required topological properties for an integration in an
algorithm of motion planning with obstacles.

The presence of obstacles adds a second level of difficulties to the problem of motion
planning for a nonholonomic robot ; we have to take into account not only the dynamic
constraints due to the robot, but also the state constraints due to the obstacles. We are
interested here in the increase of complexity induced by the nonholonomy, that is by the
dynamic constraint. We propose for this quantity several definitions that we compare and
estimate, using in particular the results of the preceding chapter.

We present in the last chapter the results we obtained in [5, 9, 12, 15] with Yacine
Chitour and Emmanuel Trélat on singular curves and trajectories. The singular trajecto-
ries of a control system are the critical points of the end-point mapping, which associates
to a trajectory issued from a given point its terminal point. One can define similarly the
singular curves of a distribution. Singular trajectories appear as singularities in the space
of trajectories joining two given points. Hence they play a crucial role in optimal control,
just as the singular curves do in sub-Riemannian geometry.

We begin by isolating a property, called the minimal order, from which one can cha-
racterize singular curves and trajectories as solutions of a differential equation. We then
prove that, for a generic distribution (for the Whitney topology), every singular curve is
of minimal order and corank one. This allows to show that a sub-Riemannian manifold
(M, D, g) has no minimizing singular curves if D is a generic distribution of rank greater
than two, which in turn has several consequences on the regularity of the sub-Riemannian
distance and spheres.

We obtain similar results for control-affine systems. We show in particular that, for a
fixed quadratic cost and for a generic system having more than two vector fields, minimi-
zing singular trajectories do not exist. This can be used to obtain regularity results for the
value function and in the theory of Hamilton-Jacobi equations, with some applications
in stabilization and motion planning.
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Chapitre 1

Géométrie des variétés
sous-riemanniennes

1.1 Généralités sur la géométrie sous-riemannienne

Dans cette section, nous regroupons les rappels de géométrie sous-riemannienne qui
sont nécessaires a I’exposé de nos travaux. Pour une présentation plus compléte, on pourra
se référer aux ouvrages [30, 69] ou aux notes [14].

Variétés sous-riemanniennes La géométrie sous-riemannienne a émergé dans les
trente dernieres années comme un domaine de recherche a part entiere, avec des motiva-
tions et des ramifications dans plusieurs branches des mathématiques pures et appliquées.
En plus de la théorie du controle, citons la géométrie riemannienne (dont la géométrie
sous-riemannienne est une généralisation), la mécanique non-holonome, la théorie des
diffusions sur les variétés, 'analyse des opérateurs hypoelliptiques ou la géométrie de
Cauchy-Riemann.

Une conséquence désagréable de cette diversité est que la définition méme de variété
sous-riemannienne n’est pas unique. Dans ce mémoire, nous adopterons un point de vue
suffisamment général pour concilier les différentes approches.

Nous considérons donc ici que la géométrie sous-riemannienne a pour objet 1’étude
d’une variété M équipée d'une métrique sous-riemannienne, c’est-a-dire une fonction
réguliere ggg : T'M — R satisfaisant la propriété suivante en tout point ¢ € M : une fois
restreinte a un certain sous-espace vectoriel D, de T,M, gsr est une forme quadratique
définie positive et est infinie ailleurs. Cette métrique sous-riemannienne peut étre obtenue
de deux facons différentes, selon que 'on se place respectivement dans le contexte de la
géométrie riemannienne ou de la théorie du controle :

— soit a partir d'un couple (D, g), appelé structure sous-riemannienne, formé d’une

distribution D sur M, c’est-a-dire un sous-fibré du fibré tangent T'M, et dune
métrique riemannienne g définie seulement sur D, en posant, pour g € M et v €



T,M
gq(v) siv e Dy,
400 sinon;

9gsr(q,v) = { (1.1)

— soit a partir d’une famille de champs de vecteurs fi,..., f.., en posant pour ¢ € M
et v e T,M,
gsr(q,v) = inf{uf + - +u2, : Zuifi(q) = v}, (1.2)
i=1

avec la convention que 'infimum de ’ensemble vide est égal a 4oc.
Muni d’une telle métrique gsg, on définit la longueur d’un chemin absolument continu
c(t), t € [a,b] :

b
long(c):/ V gsr(c(t), é(t))dt,

puis la distance sous-riemannienne par

d(p, q) = inf long(c),

Iinfimum étant pris sur tous les chemins ¢ absolument continus joignant p a ¢. L’espace
métrique (M, d) ainsi construit est appelé une variété sous-riemannienne. On dit que la
variété sous-riemannienne est analytique si M 1’est ainsi que les champs f1,..., f,, ou la
structure (D, g) qui définissent la métrique ggg.

Appelons chemin horizontal un chemin absolument continu ¢ tel que ggr(c(t), é(t)) <
oo presque partout (i.e. en tout point de Lebesgue de ¢). Dans la formulation , ce
sont les chemins tangents presque partout a la distribution D, et dans la formulation (1.2)
ce sont les trajectoires du systeme de controle non-holonome

q= Z u; fi(q).

Seuls les chemins horizontaux peuvent avoir une longueur finie, la distance d aurait donc
pu étre définie a partir de ces seuls chemins. Un chemin (forcément horizontal) c(t),
t € [a,b], est dit minimisant si sa longueur est égale a d(c(a), c(b)).

Lorsque le point de vue est local, ce qui sera le cas dans tout ce chapitre, on peut
toujours supposer que la métrique sous-riemannienne gggr est donnée sous la forme (1.2)
a partir d’'une famille de champs de vecteurs fi,..., fi.. En effet, si gsgr est associée
a un couple (D, g), il suffit de choisir fi,..., f,, comme un champ local de reperes g-
orthonormés de D.

Algebres de Lie associées Considérons une variété sous-riemannienne (M, d) définie
a partir d’'une famille de champs de vecteurs fi,..., fi.

Notons £! I'ensemble des combinaisons linéaires des champs de vecteurs fi, ..., fn et
définissons récursivement les ensembles £°, pour s > 1, par £5 = L5 + -, [£57, £F].
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L’union £ de tous les L£* est 'algebre de lie engendrée par fi,..., f,,. Elle est engendrée
par les commutateurs de la forme [[fi,, fi,],- -, fi,]- Un tel commutateur est noté fr, ou
I est le multi-indice I = iy - - - iy, et sa longueur est |I| = k.

Pour p € M et s > 1, notons L*(p) (resp. L(p)) le sous-espace de T,M formé des
valeurs f(p) prises au point p par les champs de vecteurs appartenant a £* (resp. £). On
dit que les champs fi, ..., f,, satisfont la condition du rang si L(p) = T,M en tout point
p € M. Il est bien connu (théoreme de Chow [39]) que, si cette condition est satisfaite
et si de plus M est connexe, la distance sous-riemannienne d est finie et continue. En
particulier, la topologie induite par d coincide alors avec la topologie d’origine de M.

D’autre part, il existe en chaque point p un plus petit entier r = r(p) tel que
L@ (p) = L(p). Cet entier est appelé le degré de non-holonomie en p et la suite croissante
(n1(p),...,n.(p)), ou ns(p) = dim L*(p), le vecteur de croissance en p.

Si le vecteur de croissance reste constant dans un voisinage d’un point p, on dit que p
est un point régulier ; sinon p est un point singulier. Une variété sous-riemannienne dont
tous les points sont réguliers est dite équiréguliere.

Multiplicité non-holonome et coordonnées privilégiées Pour faire du calcul infi-
nitésimal sur une variété et obtenir des approximations des différents objets étudiés (dis-
tance, fonctions, champs, etc), on utilise habituellement la structure tangente. Cependant
la structure tangente classique ne remplit pas ce role pour une variété sous-riemannienne.
Il faut donc définir une notion adaptée d’approximation infinitésimale, et donc de multi-
plicité.

Soit p € M. On définit la multiplicité (non-holonome) en p d’une fonction ¢ réguliere
comme le plus petit entier s > 0 pour lequel il existe iy,...,1, € {1,...,m} tels que la
dérivée de Lie itérée f;, - -- fi.¢ est non nulle. On peut montrer que ¢ est de multiplicité
> s en p si et seulement si p(q) = O(d(p, q)°).

Définissons les entiers w;, j = 1,...,n, en posant w; = s si n,_; < j < ng, avec
ns = ng(p) et ng = 0. On dit que des coordonnées locales z1, .. ., z, centrées en p forment
un systeme de coordonnées privilégiées en p si, pour j = 1,...,n, la multiplicité de z; en

p est égale a w; (appelé le poids de la coordonnée z;).

Les coordonnées privilégiées fournissent un outil adapté au calcul infinitésimal sur
les variétés sous-riemanniennes. En effet, la multiplicité d’une fonction ¢ exprimée en
coordonnées privilégiées s’obtient comme le plus petit degré pondéré d’un monome ap-
paraissant avec un coefficient non nul dans le développement de Taylor de . De plus, on
peut dans ces coordonnées estimer la distance sous-riemannienne a partir de p ainsi que
les boules sous-riemanniennes B(p, €) centrées en p et de petit rayon e.

Théoréme 1.1 (Théoreme de la “boule-boite”). Soit z = (21,...,2,) un systéme de
coordonnées privilégiées en p. Il existe des constantes positives C,, et ¢, telles que, pour
€ < &p,

Botte(p,e/C,) C B(p,e) C Botte(p, Cpe),

ou Boite(p,n) ={qe M : |z(q)| <n“,i=1,...,n}.
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De fagon équivalente, pour tout point q vérifiant d(p,q) < &,

éﬂdmbsan@scwawm (13)

ot [[llp = l2a[/¥r 4 -+ + [za ]V

On trouve dans la littérature deux types de constructions pour obtenir des coor-
données privilégiées : soit des coordonnées exponentielles [53, 83|, soit des coordonnées
polyndémiales [24, 29, 88]. Ces constructions reposent sur la notion de base adaptée : on dit
qu'une famille de champs de vecteurs g, ..., g, forme une base adaptée en p si chaque g;
appartient a £ et si les vecteurs ¢1(p), ..., gn(p) forment une base de T,M (les champs
g; sont généralement choisis de la forme f;,, |I;| = w;). Par exemple, avec une telle base,
I'inverse du difféomorphisme local

(2’1, ey Zn) — e*ndn o ... o efl9t (p)

définit un systeme de coordonnées privilégiées en p (voir [53,69]), appelées coordonnées
canoniques du second type.

Approximations au premier ordre, espace métrique tangent La notion de multi-
plicité non-holonome se prolonge aux champs de vecteurs (et aux opérateurs différentiels) :
la multiplicité d’un champ de vecteurs f en p est le plus grand entier k£ € Z tel que, pour
tout s > 0 et toute fonction ¢ de multiplicité s en p, la fonction fy est de multiplicité
> k+senp.

Il est clair que les champs fi, ..., f,, ont une multiplicité > —1 en tout point et que
au moins 'un d’entre eux a une multiplicité égale a —1. On dit alors qu’une famille
(fy,-.., f,,) est une approzimation au ler ordre de (fi,..., fm) en p si les champs de
vecteurs f;— f;, i = 1,...,m, sont de multiplicité > 0 en p. La distance sous-riemannienne
d définie par la famille (71, e ,?m) sur M donne alors une approximation de la distance
d:

d(p, q) = d(p.q) + o(d(p, q))-

Etant donné un systeme de coordonnées privilégiées en p, on peut calculer la multi-
plicité d’un champ de vecteurs exprimé dans ces coordonnées de fagon similaire a celle
d’une fonction (il faut de plus affecter les poids —w,; aux champs de coordonnées 0/0z;).
En particulier, chaque champ f;, i = 1,...,m, exprimé dans ces coordonnées privilégiées,
s’écrit comme

F2) = 7@+ 20 + 1P+

ol fi(s)(z) est de degré pondéré égal a s et homogene (pour le degré pondéré).

En posant f; = fi(_l), on obtient une famille fi,..., f,, qui est une approximation
au premier ordre de fi,..., f; et qui est de plus nilpotente d’ordre r. On appelle cette
famille une approximation nilpotente homogene de fi,..., f, en p. Soit d la distance
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sous-riemannienne définie par ﬁ, cee fm sur R". La variété sous-riemannienne (R”,g)
est, a isométrie pres, 'espace métrique tangent (au sens de Gromov) en p a (M, d). Elle
a de plus une structure de groupe de Lie nilpotent si p est un point régulier, et d’espace
homogene, quotient de deux groupes de Lie nilpotent, si p est un point singulier.

1.2 Estimations uniformes des boules SR

La forme des boules sous-riemanniennes de petit rayon est décrite par le théoreme 1.1
dit de la “boule-boite” : pour ¢ inférieur a une constante ¢, la boule B(p, €) centrée en p de
rayon € ressemble a une boite [—&®',g"t|x -+ X[—¥", %] en coordonnées privilégiées.
Cette description est tres utile pour I'étude de différents problemes de mesures et de
dimensions mais n’est réellement exploitable que lorsqu’elle est uniforme, c’est-a-dire
quand les constantes C), et €, du théoreme varient continiiment avec p.

C’est précisément le cas au voisinage d’un point p régulier. On peut alors construire
sur un voisinage U de p une application continue associant a tout point ¢ un systeme de
coordonnées z? privilégiées en ¢ et il existe des fonctions ¢ — C, et ¢ — €, continues et
a valeurs positives sur U telles que, pour tout ¢ € U et tout € < g,

Boite(q, Ci) C B(q,¢) C Boite(q, Cpe),
p

ou Boite(q,n) ={¢ € M : |z}(¢')| <n"i,i=1,...,n} (rappelons que les poids w; sont
constants au voisinage du point régulier p).

Ainsi, sur les variétés sous-riemanniennes équiréguliéres (i.e. sans aucun point singu-
lier), des résultats sur les dimensions et mesures de Hausdorff, ainsi que des inégalités
isopérimétriques et de Sobolev, ont pu étre obtenus [50, 66, 75, 93].

Remarquons enfin, comme le souligne Bellaiche [29], que la structure de groupe de
I’espace métrique tangent en un point régulier résulte de 'uniformité du théoreme 1.1
autour d'un tel point (voir aussi [65]).

En revanche la description de la “boule-boite” n’est plus uniforme en présence de
points singuliers : les entiers w; peuvent changer d’un point a l'autre et il n’est plus
possible de trouver des fonctions p — ¢, et p — C), continues. En particulier, si g est
une suite de points réguliers convergeant vers un point singulier p, la suite ¢, tend vers
0 alors que €, est non nul. Il n’est donc plus possible d’utiliser cette description pour
des opérations telles que calculer le nombre de boules d'un rayon donné nécessaires pour
recouvrir un ensemble compact. Or cette opération est nécessaire au calcul de dimen-
sions et mesures de Hausdorff, d’entropies ou d’autres mesures géométriques comme la
complexité d'un chemin (voir 7, 19]).

Dans [3], nous avons obtenu une description des petites boules sous-riemanniennes
dépendant uniformément de leur centre et de leur rayon, généralisant ainsi le théoreme 1.1.
Les boules y sont toujours comparées a des boites, mais celles-ci sont définies par des co-
ordonnées qui dépendent du rayon de la boule, et non plus seulement par les coordonnées



privilégiées. La construction de telles coordonnées repose sur une généralisation de la no-
tion de base adaptée (qui est, rappelons-le, essentielle dans la construction de coordonnées
privilégiées), que nous donnons maintenant.

Soit (M, d) une variété sous-riemannienne. Notre point de vue étant par nature local,
nous considérons que d est définie a partir d'une famille de champs de vecteurs f1, ..., f.
Nous supposons de plus que (M, d) est une variété sous-riemannienne analytique et que
M est une variété orientée (d’ou l'existence d’une n-forme déterminant, notée det). On
se donne enfin un compact 2 C M et on note r le maximum du degré de non-holonomie
sur €.

Soient p € Q et ¢ > 0. Considérons 'ensemble (fini) des familles de n champs de
vecteurs I = (fr,,..., f1,) ol chaque commutateur f7, est de longueur |I;| < r et, sur cet
ensemble, la fonction

I — ‘ det (fhs'h', e f1n5|[”|> (p)‘

On dit que I = (fr,,..., f1,) est une base associée a (p,e) (sur Q) si elle réalise le
maximum de cette fonction. En particulier, les valeurs en p d'une telle famille forment
une base de T, M.

Cette notion est bien une généralisation des bases adaptées : a p fixé et pour ¢ suf-
fisamment petit, une base associée a (p, <) est une base adaptée en p. En revanche, elle
ne 'est pas forcément quand e grandit (tout en restant petit, bien entendu), comme le
montre I'exemple ci-dessous.

Ezemple. Considérons la métrique sous-riemannienne de Martinet définie sur R? par les
champs de vecteurs

72
f1=0s fo=0,+ ?(92.
On vérifie alors aisément que les bases associées a ((Jc, Y, 2), 8) sont :
(f1, fa, fio1) si |z] <e, (1, fo. fr2) st |z] > e, les deux si |z| = ¢,

alors que la base adaptée en (z,y, z) est (f1, fo, fi12) si x # 0.

L’estimation d’une boule B(p, ¢) se fait dans les coordonnées exponentielles du second
type construites a partir d’'une base associée a (p, ¢).

Théoréme 1.2. I] existe une constante §y > 0 et des fonctions k(0), K(9), 0 < k(J) <
K (6), avec lims_o K(6) = 0, telles que :
pour tout p € 2, € < 1, § < g et toute base I = (fr,,..., f1,) associée a (p,e)
By(p, k(d)e) C B(p, de) C By(p, K(d)e) (1.4)

ot Br(p,e) = {pexp(anfr,) - -exp(zifr) + |z <l 1<i<n}.
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Dans ce résultat, la base I utilisée pour construire la boite B; et les coordonnées
x; dépendent de . C’est pourquoi nous avons introduit le parametre J : il permet de
comparer des boules B(p, d¢) de différents rayons dans le méme systéme de coordonnées
x; (c’est-a-dire avec la méme base [). Si on fixe p et d, on retrouve bien le théoreme de
la “boule-boite” pour e suffisamment petit.

La démonstration de ce théoreme est donnée dans [3]. Le principe en est de désingu-
lariser localement (M, d) en la relevant sur une variété équiréguliere, ou le théoreme de la
“boule-boite” est valide uniformément, puis de projeter les boules dans des coordonnées
adéquates. Le choix des coordonnées pour la projection est inspiré de [72]. La technique de
désingularisation est basée sur des travaux déja existants sur les relevements [29, 49, 83|
et conduit au résultat suivant.

Théoréme 1.3. Soient p € M et r = r(p) le degré de non-holonomie en p. Il existe alors
une variété M = M x R"™ 7 > n, des coordonnées (y, z) sur un voisinage U de (p,0)
dans M et des champs de vecteurs sur M définis localement par

&y, 2) = fily) + Z bij(y, 2)0s; (1.5)
j=n+1
tels que, st d est la distance sous-riemannienne définie sur M par la famille (&1, ..., &n) :
— la famille (&, ..., &n) satisfait la condition du rang sur U ;

— tout point ¢ € U est un point régulier de la variété (M, c?) ;
— en notant 7 la projection canonique de M dans M, on a, pour tous points qi,qe
dans w(U), voisinage de p dans M,

d(q,2) = inf  d((q1,0),q2)-

e (q2)

Nous verrons des applications de ce résultat section 2.1.

1.3 Entropie et complexité des chemins

Comme la distance riemannienne, la distance sous-riemannienne est définie a partir
d’une notion de longueur de chemins. Cependant seuls certains chemins, les chemins
horizontaux, peuvent avoir une longueur finie. Comment mesurer alors les chemins non
horizontaux ? En particulier, puisque leur longueur, mesure de dimension 1, est infinie,
ils ont certainement une dimension de Hausdorff supérieure a 1. Quelle est sa valeur
exactement 7

Ces questions, soulevées en particulier par Gromov [50], ont constitué une part im-
portante de mes recherches depuis ma these et font 'objet de tout le reste du chapitre.
Nous présentons d’abord dans cette section les travaux effectués sur ce sujet dans [19]
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et [7]. Nous en verrons également des applications a la planification des mouvements dans
la section 2.2.

Considérons une courbe C, image d’un chemin absolument continu ¢ : [a,b] — M, i.e.
C = ¢([a, b]). Notre approche ici est d’étudier C au moyen de notions qui soient globales
et de nature métrique, telles que ’entropie, la mesure de Hausdorff ou la complexité.
Leur construction ne fera donc appel qu’a la variété sous-riemannienne (M, d) en tant
qu’espace métrique.

Entropie métrique L ’entropie métriqgue d’un sous-ensemble borné A de M est la fonc-
tion € — e(A,¢), définie pour € > 0, ou e(A, ) est le nombre minimal de boules SR de
rayon € nécessaires pour recouvrir A. La notion d’entropie a été introduite par Kolmo-
gorov [58] (qui utilise plutot I'e-entropie, égale au logarithme de e(A, ¢)) et représente
la quantité d’information nécessaire pour décrire un point quelconque dans A avec une
précision ¢.

Le comportement asymptotique de e(A, €) quand ¢ tend vers 0 reflete la géométrie de
I’ensemble A dans M. Il est essentiellement caractérisé par la dimension d’entropie
—loge(A,¢)

dim, A :}:1_1% log(%)

C’est donc le comportement asymptotique de e, ainsi que la dimension d’entropie, qui
vont nous intéresser ici. Nous nous contenterons d’obtenir des équivalents au sens faible :
on dit que deux fonctions g;(g) et ga(¢), tendant vers 400 quand € — 0, sont faiblement
équivalentes, et on note gi(g) =< ga(e), si il existe deux constantes positives ki, ko telles
que

ki1g1(e) < ga(e) < kagi(e),

pour ¢ suffisamment petit. Si seule I'inégalité de gauche est valable, on note g;(g) =< ga(e).

Lorsque la variété sous-riemannienne (M, d) est équiréguliere, 'uniformité du théo-
reme de la “boule-boite” (voir la section précédente) permet de donner relativement
aisément des équivalents au sens faible de I'entropie. Nous verrons dans la section (1.5
que l'on peut en fait obtenir des équivalents au sens fort dans ce cas, avec en particulier
la valeur de la dimension d’entropie. Nous nous intéressons donc ici a une variété sous-
riemannienne quelconque, sans hypothese de régularité.

L’entropie d’une variété sous-riemannienne non équiréguliere, le plan de Grusin, a été
calculée dans [29]. Ce dernier exemple est intéressant car 'entropie n’y est pas équivalente
a une puissance de 1/¢, ce qui montre que le comportement asymptotique de ’entropie
ne peut pas se déduire uniquement de la dimension d’entropie.

Complexité et approximations par des ensembles discrets La complexité d’une
courbe est un invariant géométrique que nous avons introduit dans [7] (voir aussi [18]) et
qui mesure la longueur des chemins horizontaux e-proches de la courbe pour la topologie



C". Plus précisément, soit Tube(C,e) = U e B(q,¢) le tube sous-riemannien de rayon
e > 0 centré sur la courbe C. On définit la complezité de la courbe C comme la fonction
e +— o(C,¢e), définie pour £ > 0, ol

o(C,e) = éinf long(7),

I'infimum étant pris sur tous les chemins horizontaux v contenus dans Tube(C, €) et reliant
les deux extrémités c(a) et ¢(b) de C.

Dans [19], suivant des idées de Gromov [50, p. 278], nous présentons le point de vue, a
priori différent mais en fait équivalent, de I’approximation d’une courbe par des ensembles
discrets. Nous considérons deux types d’ensembles finis : les e-réseaux et les e-chaines.

Un e-réseau de C est un ensemble discret Z de points de M tel que tout point de C
est a une distance inférieure a € d’au moins un point de Z. Le nombre minimal de points
dans un e-réseau est justement I’entropie e(C, ¢).

Une e-chaine de C est une suite de points vy = ¢(a), vy, .. ., vy = ¢(b) dans C dont deux
points successifs sont a une distance inférieure a €. On définit la complezité d’interpolation
non-holonome oy (C,e) comme le nombre minimal de points dans une e-chaine de C.
Cette complexité oy,(C, €) est faiblement équivalente a la complexité o(C,e) (elle est en
fait comprise entre o(C,¢) et o(C,3¢)). La terminologie “interpolation non-holonome”
a été introduite par Gauthier et Zakalyukin [48], qui interprétent oy, (C,e) comme la
longueur minimale d’'un chemin horizontal interpolant C avec une précision ¢, les points
d’une e-chaine étant alors les points de controle de 'interpolation.

Il est naturel d’utiliser la taille de ces ensembles discrets pour construire des notions
de longueurs dimensionnées,

longj(C) = lim s[?p e*e(C,¢) et long7 (C) = lim Sélp e*oine(C, €),
e— e—
généralisant la notion usuelle de longueur (remarquons que, pour une courbe horizontale
C, les deux fonctions ci-dessus coincident avec long(C) quand k£ = 1). La question est
alors de savoir si ces deux notions sont équivalentes (au moins faiblement), c¢’est-a-dire si
entropie et complexité sont équivalentes. Nous y reviendrons.

Estimation de D’entropie Notre estimation de ’entropie repose sur la description
des boules sous-riemanniennes du théoreme [1.2. Nous aurons en particulier besoin de la
notion de base associée introduite dans la section [1.2, qui nous servira a construire une
e-norme sur l'espace tangent T, M.

Soient p € M, v € T,M et ¢ > 0. Pour une base I = (f,,..., f1,) associée a (p,¢)

(sur un compact © contenant C), on note vy, ..., vk les réels tels que v = 327 vF fr.(p).
On définit alors la e-norme de v € T,M comme
ot 72 vl 12y 1/2
lellpe =~ max ([gml} M Lmd )

I base associée

a (p,e)



Ac fixé, cette e-norme induit une métrique Riemannienne qui, multipliée par €2, tend
vers la métrique sous-riemannienne quand ¢ tend vers 0.

Quand v est le vecteur tangent ¢(t) & un chemin, la dépendance par rapport a c(t) est
implicite et on écrit la e-norme comme ||¢(¢)]|..

On obtient alors le résultat suivant quand la variété sous-riemannienne est analytique.

Théoréme 1.4. Pour un chemin analytique ¢ : [a,b] — M, Uentropie de la courbe
C = c([a, b)) vérifie

¢(C,c) = / () odt.

Remarquons que, quand C est une courbe horizontale, I'intégrale de la e-norme est
équivalente (au sens fort) a long(C)/e.

Cette estimation permet également de calculer la dimension d’entropie. Introduisons
d’abord un raffinement de la notion de point régulier : on dit que ¢ € C est un point
C-régulier si le vecteur de croissance est constant sur C au voisinage de ¢, et que c’est
un point C-singulier sinon. Un point C-singulier est forcément singulier mais un point
C-régulier peut étre régulier ou singulier. On dit alors que C est équiréguliére si tous les
points de C sont C-réguliers.

Corollaire 1.5. La dimension d’entropie d’une courbe analytique C est comprise dans
Uintervalle [Breg, ], 0l

— Breg €5t le plus petit entier (3 tel que T,C € LP(q) pour tout point q C-régulier ;

— r est le maximum du degré de non-holonomie sur C.
Si de plus C est équiréguliere, la dimension d’entropie de C est dim,C = Pieg.

Notons de plus quelques propriétés remarquables de la dimension d’entropie que 1’on
peut obtenir a partir d’exemples relativement simples (voir [7]).

— La dimension d’entropie de C peut prendre non seulement les valeurs entieres ap-
partenant a l'intervalle [fieq, 7], mais aussi des valeurs rationnelles.

— Quand C n’est pas équiréguliere, on peut avoir dim.C > 3 alors que T,C € L°(q)
pour tout ¢ € C. Inversement, il est possible d’avoir T,C € L(q)/L°~'(q) pour un
point ¢ € C alors que dim,.C < (3.

— Dans certains cas, ’entropie peut avoir un comportement similaire a celle du plan
de Grugin, c’est-a-dire que la dimension d’entropie est égale & 2 alors que £%¢(C, ¢)
tend vers 'infini.

Estimation de la complexité L’estimation de la complexité s’obtient a partir de celle
de I'entropie et repose sur la comparaison des deux notions.

Une premiere relation est évidente : o(C,e) = e(C,e) puisque l'on peut toujours
construire une e-chaine a partir d'un e-réseau. Il s’avere en revanche que construire un
e-réseau a partir d’'une e-chaine n’est pas toujours possible, en raison de 'existence de
points particuliers sur la courbe.
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Nous appelons cusp métrique d’une courbe C un point ¢ dans l'intérieur de C tel
que, pour toute constante positive k, le tube Tube(C,¢) privé de la boule B(q, ke) est
connexe pour ¢ suffisamment petit. Les cusps métriques sont des points isolés dans C.
Nous utilisons le terme “cusp” par analogie avec les singularités algébriques de courbes;
cependant ici la propriété est de nature purement métrique et des chemins réguliers ou
analytiques peuvent avoir des cusps métriques.

Maintenant, en I’absence de tels points sur C, une e-chaine est un ke-réseau pour une
certaine constante k, ce qui permet d’établir que dans ce cas, o(C,¢) < e(C, ). On peut
de plus montrer qu’un cusp métrique qui n’est pas C-singulier a une influence négligeable
sur la complexité, ce qui mene au résultat suivant.

Théoréme 1.6. Soit ¢ : [a,b] — M un chemin analytique et t; < --- <ty les paramétres
des cusps métriques qui sont également C-singuliers (a < t; and ty < b). La complexité

de la courbe C = c([a,b]) vérifie

tl—&-s
/|| )||dt — Z/ (t)]|-dt < o(C,e) =< /|| )||<dt.

Ce résultat ne permet pas toujours d’estimer la complexité et de la comparer avec
'entropie. Nous donnons cependant dans [7] une condition algébrique sur les courbes qui
est vérifiée génériquement et qui assure que ’entropie et la complexité sont équivalentes.

Enfin, entropie et complexité peuvent ne pas étre équivalentes, comme le montre
I’exemple suivant.

Ezemple. Considérons la métrique sous-riemannienne définie sur R?® par les champs de
vecteurs

fl :axa f2 :ay+<x9_x22)aza

et la courbe C, image du chemin ¢ : [—1,1] — R? défini par ¢(t) = (0,¢,¢*). En utilisant
les théoremes|1.4/et (1.6, on montre que 'origine est a la fois un cusp métrique et un point
C-singulier et

e(C,e)=xe® et o(Ce)=xect

L’entropie et la complexité de C ne sont donc pas équivalentes.

Notons que, dans des travaux postérieurs aux notres [44, 45, 46,47, 48], Gauthier et
Zakalyukin ont étudié la complexité et la complexité d’interpolation, cherchant pour cha-
cune un équivalent au sens fort et des chemins horizontaux réalisant la synthese optimale.
Leurs résultats sont valables génériquement pour des métriques sous-riemanniennes qui
sont soit définies a partir de distributions de corang 1, soit telles que le degré de non-
holonomie est au maximum 2 ou 3. Ils montrent que la complexité est alors équivalente
(au sens fort) a l'intégrale d’'un invariant géométrique de la courbe.
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1.4 Une classe de longueurs dimensionnées

Nous exposons dans cette section les résultats obtenus en collaboration avec Elisha
Falbel dans [6].

Comme dans la section précédente, notre but est d’introduire une notion géométrique
permettant de mesurer un chemin non horizontal. I’approche est cependant différente.
Alors qu’entropie, mesures de Hausdorff et complexité sont des mesures globales, nous
cherchons ici une définition calquée sur celle de la longueur : la mesure doit apparaitre
comme l'intégrale d’'une mesure infinitésimale. Cette mesure infinitésimale doit de plus
étre intrinseque a l'espace métrique (M, d) et ne doit pas dépendre de la métrique sous-
riemannienne sous-jacente (ici supposée définie a partir d’une structure sous-riemannienne
(D, g)). Ainsi, utiliser la e-norme introduite dans la section précédente ne convient pas.

Une telle mesure infinitésimale est une généralisation de la norme riemannienne sur
I'espace tangent et nécessite une étude détaillée de la structure métrique de l'espace
tangent. Notre démarche consiste a reformuler de fagon purement métrique les notions de
base de géométrie différentielle et riemannienne nécessaires a la construction de 1’espace
tangent afin de les étendre a la géométrie sous-riemannienne.

Description intrinseque de ’espace métrique tangent La notion d’espace métri-
que tangent a un espace métrique quelconque a été introduite par Gromov [51]. Comme
nous I'avons rappelé dans la section [1.1, 'espace métrique tangent a une variété sous-
riemannienne est lui-méme une variété sous-riemannienne, qui est isométrique a (R™, d).
Cependant, les descriptions existantes de cet espace sont soit non intrinseques [29, 66], soit
valides uniquement aux points réguliers [64, 65]. Or nous avons besoin d’une description
intrinseque qui soit valide également aux points singuliers, un chemin, méme générique,
pouvant toujours contenir des points singuliers.

Mentionnons ici la construction élaborée par Agrachev et Marigo dans [23] d'un espace
tangent non-holonome : il s’agit de la structure tangente a une variété non-holonome,
¢’est-a-dire une variété M munie d’une distribution D. Le point de vue est différent du
notre, puisque purement algébrique (il n’y pas de notion métrique). Il est cependant clair
que cet espace doit étre, a isomorphisme pres, ’ensemble sous-jacent a l’espace métrique
tangent.

Fixons un point p € M et considérons l'ensemble C, des chemins c(s), définis sur un
intervalle 0 < s < € et a valeurs dans M, qui sont dérivables en 0, absolument continus, et
tels que ¢(0) = p. Par analogie avec la définition habituelle des vecteurs tangents comme
classes d’équivalence de courbes tangentes, on introduit les définitions suivantes, inspirées
de [65].

— Deux chemins ¢(s) et ca(s) sont dits équivalents si

lim 1d(cl(s), ea(s)) = 0.

s—0 S
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— Un chemin ¢(s) € C, est dit rectifiable si d(p,c(s)) < Cs quand s — 0 et si il est
équivalent a un chemin C* dans C,.

— Soit C,M T'ensemble des classes d’équivalence [c(s)] de courbes rectifiables. On
appelle cone tangent a M en p 'espace C, M muni de la distance d définie par

d(e1(s)], ez(s)]) = lim ~d (e (s), ea(s)).

s—0 §

On obtient ainsi une description intrinseque de I'espace métrique tangent.

Théoréme 1.7. Le céne tangent (C,M,d) est isométrique (R”,c/l\) et donc a l’espace
métrique tangent a (M,d) en p.

La distance d sur Cp, M permet déja de définir une mesure infinitésimale en un point ot
un chemin est rectifiable. Tout chemin n’est cependant pas rectifiable. Si k& > 1 est un réel,
on dit qu'un chemin c(s) € C, est k-rectifiable si c(s*) est rectifiable et on définit C]’fM
comme 'ensemble des classes d’équivalences [c(s")] pour les chemins c(s) k-rectifiables.

Il s’avere que tout chemin est r-rectifiable (r = r(p) est le degré de non-holonomie en
p), ce qui conduit a la filtration suivante du céne tangent :

CoM =CyM D> CyM D -+ D CyM D Cpt' M = [p],

ou [p] désigne la classe d’équivalence du chemin identiquement égal & p. En comparant
cette filtration a celle de I'espace tangent 7}, M par les ensembles de crochets,

{0}y c L'(p) C L*(p) € --- C L'(p) = T, M,

on a pu en donner une caractérisation algébrique : CZ’fM / C’g“M est égal a l’ensemble

des classes d’équivalence [c(s*)] pour tous les chemins c(s) tangents presque partout a
Lck/Lk=t,

Mesures infinitésimales et k-longueurs On définit la k-mesure infinitésimale en p
d’un chemin ¢(s) comme

meas]; (c(s)) _ { d([p], [c(sk)]) si ¢(s) est k-rectifiable,

+00 sinon.

C’est en fait une mesure sur CZ’fM .
On définit ensuite une classe de longueurs de chemins par intégration des mesures
infinitésimales : la k-longueur d’un chemin absolument continu ¢ : [a,b] — M est :

b
Long,(c) = / measlc“(t) (c(t+s)) dt.

Ces longueurs possedent les propriétés suivantes, qui montrent qu’elles répondent bien a
la question initiale.
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Théoréme 1.8.
— La k-longueur d’un chemin est invariante par reparamétrage.
— La 1-longueur est la longueur (sous-riemannienne) usuelle : Long, (c¢) = long(c).

Le premier point permet d’écrire sans ambiguité Long, (C) au lieu de Long(c) quand
C = ¢([a, b]), ce que nous ferons section 1.5
On a également obtenu une caractérisation plus explicite :

Long,.(c) = / [lim sup 1d(c(zf), c(t+s"))| dt,

s—0 S
qui mene a une caractérisation similaire a celle des mesures de Hausdorff.

Théoreme 1.9. Soit k. le plus petit réel k > 1 tel que c est k-rectifiable presque partout
sur [a,b]. Alors k. est un entier et :
0 st k> k.,
- Long;(c) = {«+oo sik < ky;
— k. est le plus petit entier k tel que ¢(t) € LF (C(t)) presque partout sur |a, b|.
En particulier un chemin est rectifiable presque partout si et seulement si il est horizontal.

Nous avons enfin calculé les mesures infinitésimales dans le cas d’une variété sous-
riemannienne de contact : M est une variété de dimension 2n 4+ 1 et la métrique sous-
riemannienne est définie par une structure (D, g) ou D est une distribution de contact
de dimension 2n. Rappelons que I'on peut alors définir de fagcon canonique une unique
forme de contact 6 ainsi qu’'un invariant Ay, de la variété de contact (c’est le maximum
des modules des valeurs propres de 'opérateur anti-symétrique associé a la restriction de

db)p & D).

Théoréme 1.10. Soit (M, D, g) une variété sous-riemannienne de contact de dimension
2n+1 et 0 la forme canonique de contact. Pour tout point p € M et tout chemin c(s) € C,,

meas?(c(s)) = 5§:§§t5519(¢(0))y

En particulier, si la variété est de dimension 3, on a simplement

meas.(c(s)) = 4w|0(¢(0))]-

1.5 Mesures de Hausdorff

Les différentes notions que nous avons utilisées jusqu’a maintenant pour mesurer les
chemins, k-longueurs, entropie, complexités, ont toutes en commun de... ne pas étre
des mesures sur M. Il est donc temps d’aborder des notions usuelles de mesures dans
un espace métrique, les mesures de Hausdorff, et de les comparer avec les quantités

14



précédentes. Nous présentons ici les résultats que nous avons obtenu dans cette direction
dans [16].

Commencons par rappeler la définition des mesures de Hausdorff. On se place dans
I'espace métrique (M, d) et on note diam S le diametre d’un ensemble S C M.

Définition. Soit £ > 0 un réel. Pour tout ensemble A C M, on définit la mesure de
Hausdorff k-dimensionnelle H* de A comme H*(A) = lim._ o+ H*(A), on

HE(A) = inf{z (diam S;)" : A C U S;, diam S; < e, S; ens. fermé},
i=1

i=1

ainsi que la mesure de Hausdorff k-dimensionnelle sphérique S* de A comme S¥(A) =
limsﬂ(ﬁ Sf(A), ol

SE(A) = inf{z (diam Si)k AC USZ" S; est une boule, diam S; < e}.
i=1

i=1

Notons que ces mesures satisfont H* < S¥ < 2¥H*. Rappelons également que, dans le
cas particulier ot (M, d) est une variété riemannienne, les mesures H" et S™ sont toutes
deux égales a la mesure de Lebesgue, a un facteur de renormalisation pres; de plus, dans
ce cas, pour toute sous-variété A de classe C* de M, H*(A) et S¥(A) coincident pour
tout k.

Pour un ensemble donné A C M, H*(A) est une fonction décroissante de k, infinie
jusqu’a une certaine valeur de k, nulle ensuite. On appelle dimension de Hausdorff de A
le réel

dimy A = sup{k : H"(A) = oo} = inf{k : H*(A) = 0}.
Lorsque le variété sous-riemannienne (M, d) est équiréguliere, les dimensions de Hausdorff
sont relativement aisées a calculer, grace a 'uniformité du théoreme de la “boule-boite”
(voir la section . La dimension de Hausdorff de la variété est

dimyg M = Z s(dim L*(p) — dim Ls_l(p)),
s>1

pour un point p € M quelconque [66, 94] et ce résultat s’étend & une sous-variété N de
M 1[50, p. 104] :

dimy N = max { Z s(dim L (q) — dim LY '(¢)) }, (1.6)

eEN
a s>1

ou L3 (q) est le sous-espace vectoriel L*(q) N T,N.

Considérons maintenant une courbe C = ¢([a,b]), ou ¢ : [a,b] — M est un chemin
absolument continu. La comparaison entre mesures de Hausdorff et k-longueurs de C
nécessite une hypothese de régularité tres faible sur le chemin : ¢ est dit presque partout
régulier (p.p. régulier) si I'ensemble {t € [a,b] : c(t) C-singulier} est de mesure de
Lebesgue nulle.
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Théoréme 1.11. Soit ¢ : [a,b] — M un chemin absolument continu et p.p. régulier.
Alors, pour tout k > 1 et C = ¢([a, b)),

H"(C) = Long(C),
Sk() = 2 'Long,(C).

Quand k = 1, ce résultat et le théoreme (1.8 permettent de retrouver la relation
classique H'(C) = S'(C) = long(C) (voir [42, 2.10.13]). En revanche, pour k > 1, on
constate que les mesures de Hausdorff k-dimensionnelles sphérique et non sphérique ne
coincident pas, méme pour des courbes lisses, contrairement a ce qui se passe en géométrie
riemannienne. Cette différence est déja mise en évidence dans [82] pour les mesures de
Hausdorff )-dimensionnelles dans un groupe de Carnot de dimension homogene () et est
reliée a la non existence d’inégalités isodiamétriques.

Une autre conséquence importante du théoreme ci-dessus est que la dimension de
Hausdorff est égale a l'entier k. défini dans le théoreme 1.9.

Corollaire 1.12. Si C = ¢([a,b]), ot ¢ : [a,b] — M est absolument continue et p.p.
réquliere, alors dimy C est le plus petit entier k tel que T,C appartient o D*(q) pour
H-presque tout q € C.

Ce corollaire constitue une généralisation de la formule (1.6). I établit en particulier
que la dimension de Hausdorff d’une courbe est toujours un entier. Ceci, avec la remarque
suivant le corollaire montre que dimension d’entropie et dimension de Hausdorff
peuvent ne pas étre égales lorsque la courbe n’est pas équiréguliere.

Enfin, I'intérét principal du théoreéme tient a ce qu’il donne une représentation
intégrale des mesures de Hausdorff. Cette représentation peut par exemple étre calculée
dans le cas d'une variété sous-riemannienne de contact, grace au théoreme [1.10.

Corollaire 1.13. Soit (M, D, g) une variété sous-riemannienne de contact de dimension
2n+1 et 0 sa forme canonique. Si C = ¢([a, b)), ot c: [a,b] — M est absolument continue,

alors
e [

Quand la variété de contact coincide avec le groupe de Heisenberg de dimension 3, on
obtient, pour la mesure sphérique,

52(C) :87r/ 0(c(t), é(8))| dt.

Cette formule, due originellement & Pansu [74], intervient de fagon cruciale dans la preuve
de la formule de co-aire dans le groupe de Heisenberg (voir [63], ot le lien entre 2-longueurs
et mesures de Hausdorff 2-dimensionnelles sphériques est déja noté).
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Il est d’autre part naturel de comparer les mesures de Hausdorff, basées sur des ap-
proximations par des ensembles dénombrables, aux notions basées sur des approxima-
tions par des ensembles discrets, c’est-a-dire ’entropie e et la complexité d’interpolation
non-holonome oy,; définies page 9.

Remarquons déja que, de facon générale, I'entropie métrique d’un ensemble A est
reliée aux mesures de Hausdorff sphériques : pour tout & > 0 et € > 0, on a 27%S*(A4) <
eke(A,¢), et donc dimgy A < dim, A. On a en fait beaucoup mieux pour les courbes
suffisamment régulieres.

Théoréme 1.14. Soit ¢ : [a,b] — M un chemin C* sans point double. Si C = c([a,b])
est équirégulicre, alors H*(C) = Long,(C) (d’aprés le théorémel1.11) et

Hk(c) - ll_r)% gko-int (Ca 8)7

%H’“(C) = lim eke(Ce).

Ainsi, les calculs de Gauthier et Zakalyukin dans [48] sur les équivalents de la com-
plexité d’interpolation non-holonome o;,; donnent directement les valeurs correspon-
dantes des mesures de Hausdorff. Inversement, on retrouve leurs résultats dans le cas
de contact a partir du corollaire [1.13.

Notons pour finir que I'’hypothese d’équirégularité dans le théoreme ci-dessus est essen-
tielle, au vu des résultats de la section/1.3. En revanche, dans le théoreme|1.11, ’hypothese
de régularité p.p. semble d’ordre technique et devrait pouvoir étre levée prochainement.
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Chapitre 2

Planification des mouvements
non-holonomes

On considere un systeme non-holonome
m
&) =Y whi).
i=1

ou x appartient a un sous-ensemble ouvert €2 de R™, fi, ..., f,, sont des champs de vecteurs
sur ) et le controle u = (ug,...,u,,) est une fonction intégrable a valeurs dans R™. Le
probleme qui nous intéresse dans ce chapitre est celui de la planification des mouvements :

étant donnés deux points zy et x; dans €2,
trouver une trajectoire de (X) joignant zo a x.

Autrement dit, il s’agit de trouver un contrdle u € L*([0,T],U) tel que la trajectoire
x(+, zg,u) issue de zg et associée a u vérifie (T, xo,u) = x; (probleme de controle en
boucle ouverte).

Si ’ensemble 2 est connexe et si les champs fi,..., f,, y satisfont la condition du
rang, le théoreme de Chow [39] assure que le probléme de planification des mouvements
a une solution. Nous nous placerons toujours sous ces hypotheses.

La planification des mouvements est un probléme crucial en robotique non-holonome.
Dans ce cadre, on distingue habituellement la planification dans un environnement libre
(i.e. avec 2 = R™) de la planification en présence d’obstacles, la résolution du premier
probleme constituant une étape dans la résolution du second.

2.1 Un algorithme global de planification des mou-
vements

Méme en 'absence d’obstacles, la planification de mouvements non-holonomes n’est
pas une tache simple. Le probleme n’a été résolu de facon efficace que pour des classes par-
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ticulieres de systemes non-holonomes. Parmi les techniques utilisées, citons une méthode
de théorie des groupes de Lie pour les systemes nilpotentisables [59], les contrdles si-
nusoidaux [71] pour les systémes qui peuvent étre mis sous forme chainée et la génération
de trajectoires pour les systemes plats [43].

Beaucoup de systémes étudiés en robotique (les plus simples surtout, donc les plus
fréquents!) sont couverts par ces classes particulieres. Il existe cependant des robots non-
holonomes dont le modele n’entre dans aucune de ces catégories. Par exemple, les robots
mobiles avec plus d’une remorque ne peuvent pas étre mis sous forme chainée (et donc ne
sont pas plats), a moins que chaque remorque ne soit attachée au centre de l’essieu qui
la précede, un arrangement tres inhabituel dans les véhicules réels. Un autre exemple est
celui des systémes robotisés qui réalisent de la manipulation d’objets par roulement [73] :
méme le plus simple mécanisme de cette catégorie (le “plate-ball”) ne peut étre mis sous
forme chainée. Plus généralement, pour les systemes a deux entrées, des que l'espace
est de dimension au moins 5, la nilpotentisabilité exacte devient ’exception plutot que
la regle (alors que tous les systeémes jusqu’a la dimension 4 possedent cette propriété,
voir [52, 70]).

Des méthodes existent pour planifier les mouvements d’un systeme non-holonome a
priori quelconque, parmi lesquelles la technique itérative de [59], la méthode de boucle
générique de [86] et la méthode de continuation de [38, 89]. Ces méthodes ne sont cepen-
dant pas totalement satisfaisantes. Par exemple, les deux premieres sont de nature locale
et nécessitent la connaissance a priori d'une “distance critique” qui est généralement im-
possible a déterminer, alors que la troisieme impose des hypothese fortes sur le systeme.

Nous présentons dans cette section les travaux que nous avons réalisé en collaboration
avec Giuseppe Oriolo et Marilena Vendittelli [8, 13, 17] sur des méthodes globales de
planification valables pour des systemes tres généraux.

On considere donc un systeme non-holonome dans R"

(2) T = Zuzfz<x)

satisfaisant la condition du rang. L’objectif est d’amener le systeme d’un point initial
donné & un but (que I'on supposera étre I'origine), avec une marge d’erreur e fixée.

Notre méthode repose sur la construction d’une application de planification approchée,
notée AppSteer (pour “Approximate Steering”), qui ameéne le systeme d’un point g a
un point AppSteer(zg,x;) proche de z;. Nous nous placerons ici dans le cadre de la
géométrie sous-riemannienne définie sur R” par les champs fi, ..., f.,, et utiliserons les
notations et définitions de la section [1.1. La construction de AppSteer fait appel a la
notion d’approximation au ler ordre (voir page[4), et comprend trois étapes :

1. choisir une approximation au ler ordre (]/”\1, . ,fm) de (f1,..., fm) en z1 qui soit
de plus nilpotente ;

2. choisir un contrdle w, défini sur un intervalle [0, 7], amenant le systeme approché

& =30 wifi(x) de wo & @y ;
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3. appliquer le controle u a (X) :  AppSteer(zg, x1) := x(T, g, u).

L’intérét de choisir une approximation nilpotente est qu’alors ’étape 2 est réalisable,
par exemple avec la méthode de [59]. En revanche, dans I’étape 3, 'existence de la tra-
jectoire x (-, xo,u) sur [0, 7], et donc celle de AppSteer(zg, x1), n’est garantie que si u est
suffisamment petit.

Nous imposons donc dans 1’étape 2 une condition sur la norme L? de u en fonction de
la distance sous-riemannienne entre x et x; (condition satisfaite par la méthode de [59])
pour que AppSteer(xg, z1) soit défini des que xq et x; sont suffisamment proches. De plus,
avec cette condition, les propriétés des approximations au ler ordre (voir [29, Prop. 7.29])
assurent que l'application AppSteer est contractante : précisément, pour tout x; € R", il
existe des constantes positives § = B(x1) et u = p(zq) telles que, si d(zg, 1) < p,

d(AppSteer(zg, z1), 21) < d(z, 21)" . (2.1)

Muni d’une application AppSteer contractante, il est aisé de construire un algorithme
local de planification : en effet la suite définie récursivement par z*+1 = AppSteer(z*, z1),
2% = xg, converge vers x; si d(zg, 1) < p(zy).

En revanche, pour espérer construire un algorithme global de planification, il faut que
I’application AppSteer soit uniformément contractante, ¢’est-a-dire que, sur tout compact
K de R™, T'inégalité (2.1) soit valable pour tout z; € K avec des constantes positives
Ok et pgk indépendantes de x;. L’idée directrice pour construire un algorithme global est
alors la suivante. Fixons un compact K et un chemin v C K joignant le point initial xy au
but 1, et choisissons une suite finie de buts intermédiaires 28 = xg, z4,..., 24 = z; sur
v espacés d'une distance inférieure a py /2. 1l est alors aisé de montrer que 1'application
itérée de AppSteer entre le point courant z° et le prochain sous-but mfﬂ (en posant
xd =z, Vi > n) définit une suite x’ qui converge vers .

(2

Pour convertir cette idée en un véritable algorithme, trois problemes restent a régler.

Le premier est celui de la construction d’une application AppSteer uniformément
contractante. Nous avons réalisé une telle construction pour les systémes réguliers (c’est-
a~dire que le vecteur de croissance associé est constant) dans [13] et pour une classe
générique de systemes dans [8, 17]. La difficulté dans le second cas est d’obtenir une
approximation du premier ordre dépendant continiiment du point d’approximation, méme
quand celui-ci est singulier, et a été résolue en utilisant la technique de désingularisation
des variétés sous-riemanniennes de [3] (voir théoreme 1.3).

Le deuxieme probléeme est que la distance sous-riemannienne associée au systeme ()
apparait a de nombreuses reprises a la fois dans les algorithmes et dans les preuves de
convergence, alors que 1’on ne dispose pas en général d’expression pour cette distance. Il
est donc nécessaire d’en avoir des estimations qui soient de plus valables uniformément.
Nous les obtenons en adaptant les résultats de [3], le résultat de désingularisation du
théoreme 1.3/ jouant la encore un role clé.

Enfin le dernier probleme est que, pour le choix des buts intermédiaires, la connais-
sance de la distance critique pux est a priori requise, mais en pratique non disponible.
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Il faut donc trouver une technique de globalisation de I’algorithme local un peu moins
naive que celle proposée ci-dessus. Nous utilisons pour cela des méthodes de type région
de confiance.

Nous obtenons donc finalement des algorithmes réalisant la planification des mouve-
ments d’une tres large classe (générique) de systemes non-holonomes, dont nous montrons
la convergence globale. Ces algorithmes ont de plus la particularité de produire un controle
stabilisant et d’étre robustes, grace a l'utilisation des approximations du premier ordre
(voir également [73]). Enfin, si le point initial est proche du but, les trajectoires produites
restent elles aussi proches du but. Cette propriété topologique rend possible 'utilisation
de cet algorithme au sein d’un algorithme de planification en milieu encombré (voir [60]
et la section suivante).

2.2 Complexité en milieu encombré

La présence d’obstacles ajoute un deuxieme niveau de difficulté au probleme de la
planification des mouvements d’'un robot non-holonome : il faut prendre en compte, en
plus de la dynamique du systeme, les contraintes sur 1’état dues aux obstacles. Il apparait
alors nécessaire de combiner des techniques purement géométriques gérant ’évitement des
obstacles avec des méthodes de planification de mouvements. Une telle combinaison est
possible par des arguments de nature topologique.

Reprenons la modélisation du probleme. Un configuration du robot est représentée
par un point de R” (ou d’une variété de dimension n, peu importe ici) et les mouvements
sont décrits par un systeme non-holonome

(%) T = Zuzfz(x)a

supposé vérifier la condition du rang. Les obstacles sont représentés par un sous-ensemble
fermé O de R". Le probleme est donc maintenant de résoudre le probleme de la planifi-
cation de mouvements pour le systeme (X) restreint a ’ensemble ouvert R" \ O, appelé
I’espace libre.

D’apres le théoreme de Chow, résoudre ce probleme entre deux points xy et x; est
possible si et seulement si ces deux points se trouvent dans la méme composante connexe
de I'espace libre. Cet espace étant ouvert, ceci est équivalent a 'existence d’une courbe
dans R"™\ O joignant a a b. Cet argument est le point de départ d’'une méthode générale,
appelée “Approximation d’une courbe holonome sans collisions” (voir [60]), constituée de
deux étapes :

1. trouver une courbe C dans 'espace libre joignant xy a z; (C est la “courbe holonome
sans collisions”) ;

2. réaliser une approximation de C par des trajectoires de (X) suffisamment proches
pour étre contenues dans l’espace libre.
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La complexité de la premiere étape (c’est-a-dire la planification des mouvements pour
un systeme holonome) est bien comprise. Elle dépend de la complexité des primitives
géométriques utilisées pour modéliser les obstacles et le robot dans la réalité (voir [37, 85]).

Nous présentons dans cette section les travaux que nous avons mené dans [4] (voir
aussi [18]) sur la complexité de la deuxieme étape.

Considérons une courbe C dans R™ \ O obtenue en résolvant la premiere étape de la
méthode ci-dessus. Comme dans la section 1.3, on note Tube(C, p) = U, B(w, p) le tube
de rayon p > 0 centré sur la courbe C, ou B(z, p) est la boule ouverte centrée en x et de
rayon p, pour la distance sous-riemannienne définie par les champs fi,..., fin.

Soit alors ¢ la distance de C aux obstacles, c’est-a-dire le plus grand rayon p pour
lequel Tube(C, p) est contenu dans R™ \ O. On dit qu'une trajectoire de (X) est une
approzimation de C si elle est contenue dans Tube(C, ) et si elle a les mémes extrémités
xo et x1 que C.

La complexité de la deuxieme étape de la méthode « Approximation d’une courbe
holonome sans collisions” doit apparaitre comme une fonction de la courbe C et de la
distance ¢ de C aux obstacles, que nous appellerons une complezité d’approximation de
C dans R™\ O. Un premier type de définition utilise l'infimum de la complexité des
trajectoires qui sont des approximations de C. On en propose trois différentes.

— Si on ne considere que des trajectoires “bang-bang”, le nombre de changements
de valeurs (ou switches) du controle définit une complexité. On peut alors définir
une complexité oy, (C,e) comme l'infimum du nombre de switches parmi toutes les
trajectoires bang-bang qui sont des approximations de C.

— Une deuxieme définition, plus générale que la précédente, utilise la complexité topo-
logique d’une fonction continue par morceaux, c¢’est-a-dire le nombre de changement
de signe de la variation de la fonction. On définit donc la complexité topologique
04(C,¢e) de C comme 'infimum du nombre total de changements de signe dans les
controles u; parmi toutes les trajectoires C'* par morceaux qui sont des approxima-
tions de C.

— Une troisieme solution consiste a utiliser la longueur d’une trajectoire. Puisque ¢
est une sorte de distance de libre parcours, il est naturel de considérer que 1’étape
élémentaire du processus d’approximation de C est la construction d’une trajectoire
de longueur €. Le nombre d’étapes élémentaires dans une trajectoire vy, c’est-a-dire
long(y) /e, représente une complexité de . On définit alors la complezité métrique
o(C,e) de C comme l'infimum de long(7y)/e parmi toutes les trajectoires v qui sont
des approximations de C. C’est la notion de complexité que nous avons introduite
dans la section[1.3. Notons que 'on pourrait également utiliser la complexité d’in-
terpolation non-holonome (définie page9), qui est faiblement équivalente a o.

Un autre type de définition repose sur les boules sous-riemanniennes. Supposons que
'on sache construire ces boules ainsi que les géodésiques sous-riemanniennes (c’est le cas
par exemple pour le robot-voiture, voir [87]). Une fagon efficace de construire "approxi-
mation d’une courbe est de la recouvrir par des boules contenues dans 1’espace libre puis
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de relier les centres de deux boules adjacentes par des géodésiques [57]. Ceci suggere que
'entropie e(C, ), le nombre minimal de boules de rayon ¢ nécessaires pour recouvrir C,
définit également une complexité d’approximation de C.

Remarque. 11 est clair que ces notions de complexité correspondent en fait au “pire cas”,
celui d’un espace tres encombré ot la distance entre les obstacles est petite et sensiblement
la méme partout. Elles doivent donc plutot étre considérées comme des bornes supérieures
de la complexité algorithmique.

Les estimations des deux dernieres notions, la complexité métrique o et ’entropie e,
résultent de I’étude de la section [1.3. Dans le contexte de ce chapitre, celui de la robo-
tique, on peut de plus supposer que, pour tous les chemins considérés, o(C,¢) et e(C,¢)
sont faiblement équivalentes (voir le commentaire suivant le théoréme [1.6). Dans [4],
nous avons appliqué ces résultats au cas d’un robot a roue avec remorques pour calculer
la complexité d’effectuer diverses manceuvres : parking en créneau, déplacement latéral
d’une remorque, etc.

Ces estimations permettent également de minorer les deux premieres notions de la
complexité, 04(C,¢) et 04,(C, ). En effet, on montre dans [4] que, pour un chemin C qui
n’est jamais tangent a la distribution engendrée par fi,..., f,,, on a

0(C,e) X 0y(C,e) < 04(C,e).

On peut d’autre part obtenir des majorations de o; et oy, dans des cas particu-
liers, quand fi,..., f,, engendrent une algebre de Lie nilpotente par exemple, a ’aide les
résultats de [11], ou encore en utilisant les syntheses optimales obtenues dans les travaux
de Gauthier et al. [44, 45,46, 47, 48]. 1l n’existe cependant pas de majoration valable en
toute généralité.
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Chapitre 3

Trajectoires singulieres

Ce chapitre est consacré a la présentation des résultats obtenus avec Yacine Chitour
et Emmanuel Trélat dans [9, 15] (voir aussi [5, 12]).

Dans tout ce chapitre, on fixe une variété M de dimension n et on note VEF (M)
I’ensemble des champs de vecteurs sur M muni de la topologie C'*° de Whitney.

3.1 Trajectoires et courbes singulieres

Trajectoires singulieres Considérons le systeme de controle affine sur M
(%) ¢ = fola) + Zuifi<Q)a
i=1

ol ¢ € M, m est un entier positif, (fo,. .., fin) est un (m+1)-uplet de champs de vecteurs
sur M, et le contrdle u = (uq,...,u,) prend ses valeurs dans un ouvert U de R™. Pour
g € M et T > 0, un controle u € L*([0,7],U) est dit admissible si la trajectoire
q(+, qo,u) de (X) associée a u et partant de gg est bien définie sur [0,7]. Sur 'ensemble
Uy, 7 des controles admissibles, définissons [’application point-final comme

Ego.r(u) := (T, qo, u).
L’ensemble Uy, 1 est ouvert dans L>®([0,T],U) et Ey 1 : Uy 7 — M est une application
réguliere.

Définition. Un controle v € Uy, 1 est dit singulier si u est un point critique de lapplica-
tion point-final E, r, ¢’est-a-dire que sa différentielle DE,, r(u) n’est pas surjective. Une
trajectoire q(-, qo, u) est dite singuliére si u est singulier, et de corang un si la codimension
de I'image de DE,, r(u) dans 'espace tangent est égale a un.

En d’autres termes, un controle v € Uy, r est singulier si le systeme linéarisé le long
de la trajectoire ¢(+, go, u) n’est pas commandable sur [0, 7.
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Courbes et chemins singuliers Une notion similaire existe pour les distributions.
Considérons une distribution D de rang m < n sur la variété M. Pour qo € M, on
note ©(qo) 'ensemble des chemins horizontaux ¢(-) : [0,1] — M tels que ¢(0) = qo, et
End,, : Q(qy) — M T'application point-final définie par Endy,(¢(-)) = ¢(1). Muni de la
topologie Wt T'ensemble Q(qy) a une structure de variété de Banach et I’application
Endg, y est réguliere.

Pour qo,q1 € M, Qqo,q1) = End;}1 (q1) est 'ensemble des chemins horizontaux joi-
gnant ¢y a q;. C’est une sous-variété de Banach excepté éventuellement au voisinage d’un
point critique de Endgq).

Définition. On dit que ¢(+) est un chemin singulier si il est horizontal et si ¢’est un point
critique de l'application Endyg). La codimension de la singularité est appelée le corang
du chemin singulier.

Localement, dans un ouvert €2, on peut choisir un champ de reperes (fi, ..., f,) de la
distribution D. Tout chemin horizontal contenu dans €2 est alors trajectoire du systeme
de controéle affine sans dérive (i.e. non-holonome),

g= uifiq),
=1

et il est clair que le chemin est singulier si et seulement si la trajectoire est singuliere.
Les deux notions coincident donc localement. Il y a cependant une légere différence.
Quand (f1,..., fm) est le champ de repere d’'une distribution D, le rang de la famille
est identiquement égal a m et il y a correspondance univoque entre les chemins D-
horizontaux issus de gy et les controles. En conséquence, pour un chemin D-horizontal
q(+), le fait d’étre singulier est en fait une propriété intrinseque au lieu géométrique du
chemin, c’est-a-dire a la courbe ¢([0,1]), que 'on appelle alors une courbe singuliére.
L’ensemble de ces courbes singulieres constitue d’ailleurs un invariant géométrique de la
distribution, qui suffit parfois a la caractériser a difféomorphisme pres [56, 68].

En revanche, la famille des champs de vecteurs fy,..., f,, définissant un systeme
de controle affine n’est en général pas supposée de rang constant. Ainsi une méme
courbe peut étre le lieu géométrique de deux trajectoires différentes (i.e. associées a
deux controles différents), l'une réguliere et ’autre singuliere.

Le point de vue du controle optimal Trajectoires et courbes singulieres appa-
raissent comme des singularités respectivement de 2(qo, ¢1) et de 'espace des trajectoires
joignant deux points donnés. Elles jouent donc un role important en théorie du controle
optimal et en calcul des variations avec des contraintes non-holonomes, en particulier en
géométrie sous-riemannienne. Commengons par montrer comment elles apparaissent en
controle optimal.

Soient g et ¢; deux points de M et T' > 0. Considérons le probleme de controle optimal
suivant : parmi toutes les trajectoires de (X) reliant gy a ¢, déterminer la trajectoire
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minimisant le cout quadratique :

Cgaa(T.0) = / (5o QUa)ul) + alat) ut) + o(t,a(e) )i, (3.1)

ot = (,...,0p) € C®(MR™), g€ C*°Rx M) et Q€ S(M)ou S, (M) désigne
'ensemble des applications régulieres ¢ — Q(q) sur M & valeurs dans 'ensemble S; des
matrices m x m symétriques définies positives.

D’apres le principe de maximum de Pontryagin (voir [77]), pour toute trajectoire
optimale ¢(+) := q(-, qo, u), il existe un couple non nul (A(-), A%), ot A\° est un réel négatif
ou nul et A(+) est une fonction absolument continue sur [0, 7] (appelée le vecteur adjoint)
avec \(t) € TynyM, tel que, presque partout sur 0,77,

i(t) = Tt q(6), A0, 2, (1),

. oH .

A(t) = _a_q(t7 q(t)’ )‘(t)v A ) u(t))’ (32)
OH 1 41, A1), X, u(t)) = 0,

ou
ou

H(t g AN ) = 3w () + 3 (317G + (o) u+ o(t))

est le hamiltonien du systéme. Une eztrémale est un quadruplet (g(-), A(+), A%, u(+)) solu-
tion du systeme d’équations (3.2). L’extrémale est dite normale si \° # 0 et anormale si
A0 =0.

C’est ici que les trajectoires singulieres font leur apparition en controle optimal : ce
sont exactement les projections des anormales extrémales. Bien entendu une trajectoire
singuliere peut étre la projection de plusieurs extrémales anormales et également d’une
extrémale normale. On dit qu’une trajectoire singuliere est strictement anormale si elle
n’est pas la projection d'une extrémale normale. Notons qu'une trajectoire singuliere est
de corang un si et seulement si elle est la projection d’une unique (a une renormalisation
scalaire pres) extrémale anormale; elle est strictement anormale et de corang un si et
seulement si elle est la projection d’une unique extrémale qui est anormale.

Pour une extrémale normale, le controle u s’obtient comme une fonction feedback
connue de (g, A). Les extrémales normales sont alors les courbes intégrales d'un champ
hamiltonien : elles sont donc lisses et paramétrées par la valeur initiale A\(0) € T M\{0}
du vecteur adjoint.

Pour une extrémale anormale, la situation est plus complexe, le probleme étant qu’il
n’est pas possible de déterminer en toute généralité une expression explicite des controles
singuliers a partir des équations (3.2).
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Formulation géométrique pour les courbes singulieres Pour les courbes sin-
gulieres a une distribution, en plus de la caractérisation locale du paragraphe précédent,
on dispose d'une caractérisation géométrique intrinseque. Bien entendu, la terminolo-
gie que nous allons introduire coincide localement avec celle introduite au paragraphe
précédent.

Soient D une distribution de rang m sur M et w la forme symplectique canonique sur
T*M . On note D+ 'annulateur de D dans T* M privé de sa section nulle et @ la restriction
de w & D+ ; cette restriction n’est pas nécessairement symplectique et peut donc admettre
des sous-espaces caractéristiques ker (1) en 1 € D*. Une courbe absolument continue
P(-) : [0,1] — D telle que U (t) € ker@(1)(t)) pour presque tout ¢ € 0, 1] est appelée une
courbe caractéristique ou une extrémale anormale de D (nous préférerons évidemment
cette dernieére dénomination). Les courbes singulieres de D sont exactement les projections
sur M des extrémales anormales (voir [55]).

Considérons maintenant la variété sous-riemannienne (M, D, g) définie & partir d'une
structure sous-riemannienne (D, g) sur M. On définit le hamiltonien H : T*M — R
comme la moitié de la cométrique g* associée a (D, g), ¢’est-a-dire que, pour tout g € M,
la restriction de H a la fibre T/ M est donnée par la forme quadratique semi-définie
positive
Av)?

9q(v)

Une extrémale normale de (D, g) est une courbe intégrale de H définie sur [0, 1].

On obtient dans ce cadre une formulation globale du principe du maximum de Pon-
tryagin : si une courbe est minimisante, elle est nécessairement la projection soit d'une
extrémale normale de (D, g), soit d'une extrémale anormale de D. En particulier, les
courbes singulieres de D satisfont cette condition.

)\|—>1max{

5 :vqu\{O}}.

Importance en théorie du contréle optimal et en géométrie sous-riemannienne
Ainsi, pour un probleme de controle optimal donné, les trajectoires singulieres peuvent
étre des solutions minimisantes et jouent un role particulier puisqu’elles ne dépendent
que du systeme de controle, pas du probleme spécifique de minimisation considéré.

L’existence de telles courbes et trajectoires était déja connue dans la théorie du calcul
des variations classique (voir par exemple [32,/95]) et a posé un probléeme majeur au cours
du développement, dans les années 40, de cette discipline qui est devenue la théorie du
controle optimal (voir [33] sur leur role en controle non-linéaire). On a pourtant longtemps
douté qu’il existe des courbes singulieres optimales. Montgomery a finalement donné,
dans [67], un exemple de courbe singuliere minimisante en géométrie sous-riemannienne
ainsi qu'une liste de plusieurs démonstrations fausses (de plusieurs auteurs différents) du
fait qu’une singuliere ne peut pas étre optimale. Ce résultat a activé une série de travaux
ayant pour but d’élucider le role des trajectoires et courbes singulieres, notamment en
géométrie sous-riemannienne.

Leur optimalité a été principalement étudiée par [34, 91] en ce qui concerne les
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systemes de controle affines mono-entrée (i.e. avec m = 1), par [25, 62, 67, 91] dans
le cadre de la géométrie sous-riemannienne associée aux distributions de rang 2, et
par [27, 84] pour les systémes non-linéaires généraux. Ces travaux ont conduit a des
résultats de rigidité (voir également [26, 36]) des trajectoires singulieres, c’est-a-dire
qu’elles sont localement isolées parmi les trajectoires ayant les mémes extrémités, et
donc optimales.

3.2 Ordre minimal

Le but est ici de dégager une propriété des trajectoires et courbes singulieres qui
permette de déterminer leur controle ou leur vecteur vitesse. Cette propriété, I'ordre
minimal, s’exprime différemment selon que 'on se place du point de vue de la théorie du
controle ou de celui de la géométrie.

Trajectoires singulieres d’ordre minimal Avant de s’attaquer au probleme des
controles singuliers, il faut traiter une autre difficulté, celle liée a la non-unicité du controle
associé a une trajectoire donnée.

Soit q(+) := q(-, o, u) une trajectoire du systeme de controle (33). Définissons le sous-
ensemble fermé de [0, 7]

Laep(q(+)) = {t € [0, T] | rang{ fo(q(t)), .., fm(a(t))} <m+ 1}.

Sur I'ensemble ouvert de R™ ou rang{ fo, ..., fm} = m+1, il y a correspondance univoque
entre les trajectoires et les controles. En revanche, sur lge,(g(+)), il n'y a pas unicité du
controle associé a ¢(-); en particulier, ¢(-) peut étre associée a la fois a des controles
singuliers et non singuliers. Cette situation est particulierement génante quand la trajec-
toire reste dans le lieu ou le rang chute, ¢’est-a-dire quand I4e,(g(+)) contient un intervalle
ouvert.

Le résultat suivant, que nous avons établi dans [15], résout ce probleme pour un
systeme de controle générique.

Théoreme 3.1. Soit m < n un entier positif. Il existe un sous-ensemble ouvert et dense
Opir de VF(M)™ tel que, si le (m + 1)-uplet (fo, ..., fm) appartient d O,,11, alors
toute trajectoire q(-) du systéme de contréle affine associé ¢ = fo(q)+> v, uifi(q) vérifie

q(t) =0, pour presque tout t € Iep(q(+))-

On peut de plus imposer une codimension arbitrairement grande au complémentaire de
Oma1-

Dans les conditions de ce théoreme, on peut déterminer le controle u sur Igep(g(+)) :
pour tout t € Iuep(q(+)), u(t) est égal aux coefficients (ay, ..., q,,) d'une combinaison
linéaire nulle fo(q(t)) + >~ a;fi(q(t)) = 0. En particulier, sur tout sous-intervalle
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de I4ep(g(+)), la trajectoire ¢(-) est constante et le controle peut étre choisi constant
également.

Considérons maintenant une trajectoire singuliere ¢(-). Nous avons vu que c’est la
projection d’'une extrémale anormale (q(-), A(+)). Pour ¢t € [0,T] et 4,5 € {0,...,m},
on pose hi(t) = (A1), fi(q(t)) et hi;(t) == (A(t),[fi, f;](¢(t))). Le long de l'extrémale

anormale, on a, pour tout ¢t € [0, T,
ho(t) = constante, h;(t)=0, i=1,...,m.

En dérivant ces identités, on obtient, presque partout sur [0, 77,

m

hio(t) + > hij(t)u;(t) =0, i €{0,...,m}. (3.3)

j=1

Définissons la matrice de Goh G(t) au temps t € [0, 7] comme la matrice m x m anti-
symétrique G(t) := (hy(t)) . Le rang de G(t) est pair et I"équation (3.3) s’écrit,
presque partout sur [0, 77,

1<i,j<m

G(t)u(t) = b(t) p.p. sur [0, 77, (3.4)

o b(t) := —(hi(t))1<i<m- Quand G(t) est inversible, u(t) est déterminé de fagon unique
par cette équation.

Quand m est impair, le cas ci-dessus n’est pas possible, G(t) n’étant jamais inver-
sible. On peut cependant faire une construction similaire. Définissons la matrice G(t) :=
(hij(t))o <ij<m’ Puisque elle est anti-symétrique, son déterminant est le carré d’un po-
lynome P(t) en les h;;(t) de degré (m + 1)/2, appelé pfaffien. D’apres Péquation (3.3),
G(t) n'est pas inversible et donc, le long de I'extrémale, P(t) = 0. Aprés dérivation, on
obtient

{P,ho}(t) + iuj(t){ﬁ, h;}(t)=0  p.p.sur [0,T].

Définissons la matrice G(t) comme G(t) augmentée de la ligne ({P,h;}(t))1<j<m. et le
vecteur b(t) comme b(t) augmenté du coefficient —{P, ho}(t). On obtient

G(t)u(t) = b(t) p.p. sur [0, T7. (3.5)
Si G(t) est de rang m, u(t) est déterminé de facon unique par équation (3.5).

Définition. Une trajectoire singuliere ¢(-) est dite d’ordre minimal si

(i) ¢(t) =0, pour presque tout t € Igep(q(-)):
(ii) elle est la projection d'une extrémale anormale telle que

G(t) = i t pai
{ rang G(t) =m, sim est pair, pour presque tout ¢ € [0, 7] \ Zaep(q(-)).

rang G(t) =m, sim est impair,
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D’apres les équations (3.4), (3.5) et la remarque suivant le théoreme 3.1, le controle
d’une trajectoire singuliere d’ordre minimal est déterminé comme une fonction feedback
de (g, A) presque partout sur [0, T]. Notons que notre définition de I’ordre minimal differe
légerement de la définition correspondante de [35], ot le controle est déterminé de maniere
unique mais seulement sur un sous-ensemble ouvert et dense de [0, 7).

A I'opposé, une trajectoire singuliere est dite de Goh si elle est la projection d’une
extrémale anormale le long de laquelle la matrice de Goh est identiquement nulle. Une
trajectoire de Goh non triviale ne peut pas étre d’ordre minimal quand m > 3.

Courbes singuliéres Pour les courbes singulieres d'une distribution D, ’ordre minimal
peut étre défini de fagcon géométrique. Cela nécessite une caractérisation hamiltonienne
des courbes caractéristiques que nous avons obtenue dans [9].

. —
Etant donné un champ de vecteurs f sur M, on note h ;s le champ de vecteur ha-

miltonien sur T*M défini par iﬁfw = —dhy, ou hy est la fonction sur T*M telle que

hy(¥) = ¥(f). Pour ¢» € D+, on note ensuite EZ(W le sous-ensemble de T, (T* M) formé

de tous les éléments fz—;(w), ou f est une section C* de D. Ainsi h—D> est un sous-fibré de
T(T*M) de rang m et de base D*.

—)
On définit alors wp comme la restriction de w au sous-fibré hp. Pour ¥ € D+ tel que
wg/ ?(1) = 0, on définit également I'application linéaire

Sp) (W) — AL(hp(¥)) x A (hp ()
€ — (wp(¥) (&, ), Le, > (1)),

ot on a noté A¥(-) ensemble des k-formes sur un espace vectoriel.
Notre caractérisation est la suivante.

Proposition 3.2. Une courbe absolument continue (-) : [0,1] — Dt est une extrémale
anormale de D si et seulement st

— (t) € kerwp(1h(t)) p.p. sim est impair,

— (t) € ker@p(Y(t)) p.p. si m est pair.

Si m est impair, la propriété dim ker wp () = 1 est ouverte dans D*. De méme, si m
est pair, la propriété dimkerwp(y)) = 1 est ouverte dans {wg/ 2 = 0}. En conséquence,
pour toute extrémale anormale 1 (-) : [0,1] — D+ de D, si il existe t, € [0,1] tel que
dimker wp(1(tg)) = 1 si m est impair (resp. dimkerwp(¢(tp)) = 1 si m est pair), il
est alors possible de définir, dans un voisinage de ¥ (%), un unique champ de directions
caractéristiques et donc de reconstruire localement 'extrémale anormale 9 (-), & repa-
ramétrisation prés.

De plus, quand m est impair, si dimkerwp(¢(-)) = 1 p.p. le long de Pextrémale
anormale ¢ () de D, il existe un sous-ensemble ouvert et dense de M tel que, par tout
point de ce sous-ensemble passe une courbe singuliere non triviale (voir aussi [68]).

Ceci motive la définition suivante.
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Définition. Une courbe singuliere ¢(-) : [0,1] — M est dite d’ordre minimal si elle est
la projection d’une extrémale anormal 4 (-) : [0,1] — D* telle que dimkerwp((t)) = 1
p.p- si m est impair, et dimker wp(¢(¢)) = 1 p.p. si m est pair.

Remarque. Nous avons également défini dans [15] une notion d’ordre minimal pour les
trajectoires singulieres d’un systeme non-holonome ¢ = > ", u; f;(¢). Bien entendu, cette
notion est compatible avec celle définie ci-dessus : toute courbe singuliere d’ordre mini-
mal est localement une trajectoire singuliere d’ordre minimal du systéeme non-holonome
construit a partir d'un champ de repere local (f1,..., f,) de la distribution. Cependant,
pour les trajectoires d’un systéme non-holonome, la définition de 'ordre minimal prend
également en compte le lieu ol le rang de la famille fi,..., f,, est inférieur a m, comme
cela a été fait pour les trajectoires d’un systeme de controle affine.

3.3 Résultats de généricité

Nous donnons d’abord, dans les deux paragraphes qui suivent, les résultats obtenus
dans [15].

Trajectoires singulieres d’un systeme de controle affine

Théoréme 3.3. Soit m < n un entier positif. Il existe un sous-ensemble ouvert et dense
Opmy1 de VE(M)™ tel que, sile (m~+1)-uplet (fo, ..., fm) appartient a O,, 11, toute tra-
jectoire singuliére non triviale du systéme de contrdle ¢(t) = fo(q(t)) + > iy ui(t) f;(q(t))
est d’ordre minimal et de corang un.

Ce théoreme généralise les résultats de [35] sur les systemes de controle affines mono-
entrées.

Remarque. Dans le théoreme ci-dessus, comme dans tous les résultats de généricité de ce
chapitre, le sous-ensemble ouvert et dense O,,,; de VF(M)™"! peut étre choisi de facon
a ce que son complémentaire soit de codimension arbitrairement grande.

Corollaire 3.4. Avec les notations du théoréme 3.3 et pour m > 2, il existe un sous-
ensemble ouvert et dense O,,11 de VF(M)™ tel que tout systéme de contréle affine
défini avec un (m + 1)-uplet de Op,1 n'a pas de trajectoires singuliéres de Goh mon
triviales.

Trajectoires singulieres minimisantes Considérons un systeme de controle affine
(X) et le cout quadratique Cg o 4 défini en (3.1). Pour ¢y € M et T' > 0, on s’intéresse au
probléeme de controle optimal

inf{C0,(T. 1) | Egpir(u) = qb. (3.6)

Le corollaire 3.4 permet de montrer un résultat de non-existence des singulieres mi-
nimisantes.
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Théoréme 3.5. Fizons Q € S;H(M), a € C°(M,R™) et g € C*°(Rx M). Soit m > 2 un
entier. Il existe un sous-ensemble ouvert et dense O,y de VF(M)™ tel que le probléme
de contrdle optimal (3.6) défini par un (m + 1)-uplet de O,,+1 n'a pas de trajectoires
singuliéres minimisantes non triviales.

Pour établir ce théoreme, nous montrons que, pour un systéeme de controle affine
associé a un (m + 1)-uplet générique, les trajectoires singulieres non triviales sont stric-
tement anormales. Nous avons également obtenu le résultat suivant de stricte anormalité
pour un systeme fixé et un cout générique. Munissons 'espace S, (M) x C*°(M,R™) de
la topologie de Whitney.

Proposition 3.6. Fizons (fo,..., fm) € VE(M)™ satisfaisant la condition du rang
et g € C°(R x M). Il existe alors un sous-ensemble ouvert et dense B, de S} (M) x
C®(M,R™) tel que toute trajectoire singuliére non triviale du systéme de controle affine
associé au (m~+1)-uplet (fo, ..., fm) est strictement anormale pour le probléeme de controle

optimal (3.6) défini avec (Q, ) € By, et g.

Propriétés génériques des courbes singulieres Des résultats de généricité simi-
laires aux précédents sont valables pour les trajectoires singulieres d’un systéeme non-
holonome et pour les courbes singulieres d’une distribution. Nous nous contenterons
d’énoncer ces derniers, montrés dans [9)].

Théoreme 3.7. Soient m > 2 un entier et D,, 'ensemble des distributions de rang m
sur M muni de la topologie C™° de Whitney. Il existe un sous-ensemble O,, ouvert et
dense de D, tel que toute courbe singuliere non triviale d’une distribution D de O,, est
d’ordre minimal et de corang un.

En particulier, si m > 3, les distributions D € O,, n’admettent pas de courbes sin-
gulieres de Goh non triviales.

Ce théoreme généralise les résultats de [62], qui ne concernent que les distributions de
rang 2. Le dernier point sur les courbes de Goh améliore [22, Theorem 8], ou seule Iexis-
tence d'un ensemble dense de codimension infinie est montré (ce qui est une conséquence
de notre résultat).

Une premiere application de ce théoreme concerne 'existence de courbes rigides. Rap-
pelons que, une distribution D étant fixée, une courbe ¢(-) € Q(qo, ¢1) est rigide si elle est
isolée (& reparamétrisation prés) dans ©(qo, 1) muni de la topologie W>°. Une courbe ri-
gide devant étre de Goh (voir [26]), on obtient le résultat suivant, qui répond positivement
a une conjecture de Bryant et Hsu [36].

Corollaire 3.8. St m > 3, une distribution D € O,, n’a pas de courbes rigides non
triviales.

Le théoreme 3.7 a également des conséquences sur l'existence de courbes singulieres
minimisantes en géométrie sous-riemannienne. En effet, d’apres [28, Theorem 3.7], une
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courbe singuliére minimisante qui est strictement anormale est nécessairement une courbe
de Goh. Or il s’avere (voir [9]) que pour une distribution générique D et une métrique g
quelconque, toutes les courbes singulieres sont strictement anormales pour (D, g). Nous
obtenons ainsi le résultat ci-apres. Avant de 1’énoncer, remarquons que, dans une variété
sous-riemannienne (M, D, g), on peut toujours considérer g comme une métrique rieman-
nienne (et donc (M, g) comme une variété riemannienne), la définition de la métrique
sous-riemannienne n’utilisant que la restriction de g a D.

Théoréme 3.9. Soient m > 3 un entier et (M, g) une variété riemannienne. Il existe un
sous-ensemble ouvert et dense O,, de D,, tel que, si D € O,,, la variété sous-riemannienne
(M, D, g) n’admet pas de courbes singuliéres minimisantes.

3.4 Conséquences

Régularité de la fonction valeur et de la distance sous-riemannienne La fonc-
tion valeur du probléme de controle optimal est définie par

S‘IO7T(q) = inf{OQ,Oé7g(T’ u) ‘ EQO,T(U’) - Q}’

pour tout ¢ € M (avec, comme d’habitude, inf () := —o0). Nous supposons a partir de
maintenant que toutes les données du probleme sont analytiques.

La régularité de Sy, 1 est étroitement reliée a l'existence de trajectoires singulieres
minimisantes issues de qo. Il est montré dans [90] que, en ’absence de telles trajectoires, la
fonction valeur est continue et sous-analytique (voir par exemple [54] pour une définition
des fonctions sous-analytiques). Les résultats de la section précédente montrent que, pour
un cott fixé, cette situation prévaut pour les systemes de controle affines génériques avec
m > 2 et pour les systemes non-holonomes génériques avec m > 3. Notons que, s’il existe
une trajectoire singuliere minimisante, la fonction valeur peut ne pas étre sous-analytique,
ni méme continue (voir [15, 90]).

De facon similaire, en géométrie sous-riemannienne, la régularité de la distance est
liée a la présence de courbes singulieres minimisantes. Précisément, dans une variété
sous-riemannienne analytique (M, D, g), 'absence de courbes singuliéres minimisantes
non triviales dans €(g) implique la sous-analyticité de la distance d(q,-) dans un voi-
sinage épointé de ¢ et donc celle des sphéres sous-riemanniennes S(q,r) de petit rayon
r > 0 (voir [21, 28]). D’apres la section précédente, c’est le cas dans une variété sous-
riemannienne analytique obtenue a partir d'une variété riemannienne (M, g) munie d’une
distribution générique de rang au moins trois. Ceci étend en particulier [22, Theorem 9],
ou la généricité, dans un sens plus faible qu’ici, porte sur le couple (D, g).

Régularité des solutions de viscosité d’équations d’Hamilton-Jacobi Considé-
rons a nouveau le probleme de controle optimal (3.6) avec des données analytiques et
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a = 0. Il est standard (voir [41, 61]) que la fonction valeur v(t,q) = Sy +(q) est une
solution de viscosité de I’équation d’Hamilton-Jacobi

ov ov

ott H(g,p) = (p, fo(@)) + 5 2°75-1(Q7(@))is(ps fi(@)) (p, f5(a))-

Inversement, la solution de viscosité de avec des conditions analytiques de type
Dirichlet est sous-analytique des que le probleme de controle optimal correspondant
n’admet pas de trajectoires singulieres minimisantes (voir [92]). D’aprés nos résultats
ci-dessus, cette situation prévaut génériquement si m > 2 (et, pour les systémes non-
holonomes, si m > 3). Ceci a des conséquences importantes sur la convergence globale
des schémas numériques de résolution de I’équation (voir [41]).

Applications a la stabilisation et a la planification des mouvements Pour un
systeme non-holonome commandable, il existe des stratégies de stabilisation générales
inspirées de la programmation dynamique. Le feedback stabilisant est calculé a partir
du gradient de la fonction valeur pour un probleme de controle optimal bien choisi. Bien
entendu ceci n’est possible qu’en dehors de ’ensemble singulier Sing(S) et il faut concevoir
une autre construction pour le feedback sur Sing(S). Mentionnons deux stratégies de ce
type, la premiere fournissant un feedback hybride [78], la deuxieme un feedback dit “SRS”
(pour smooth repulsive stabilizing) ayant de bonnes propriétés de régularité (voir [79, 80]).
Ces deux stratégies nécessitent que Sing(S) soit une variété stratifiée de codimension
positive, ce qui, comme nous l'avons vu ci-dessus, est le cas génériquement pour les
systemes de controle affines analytiques quand m > 3.

D’autre part, I’absence de trajectoires singulieres minimisantes est la propriété de
base requise pour la convergence des algorithmes usuels en controle optimal (telles que
les méthodes directes ou indirectes, voir par exemple [31, 76]). Encore une fois, ceci est
valide génériquement quand m > 2.

Mentionnons enfin une derniere application. Considérons un systeme non-holonome
quelconque sur R™; nous avons montré dans [15] qu’il est alors possible de choisir une
fonction cotit Cg, (générique) telle que toutes les trajectoires singulieres soient stricte-
ment anormales. En combinant ce fait avec [81, Theorem 1.1], on en déduit qu’il existe
un sous-ensemble dense N de R™ tel que tout point de N est atteint par une unique
trajectoire minimisante, qui de plus n’est pas singuliere. Ainsi, une méthode de tir avec
cible dans N convergera, ce qui devrait pouvoir étre utilisé pour résoudre, au moins
approximativement, des problemes de planification de mouvement.
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Chapitre 4

Perspectives et projets de recherche

Pour poursuivre les recherches présentées dans ce mémoire, un premier objectif est de
développer des algorithmes résolvant le probleme de planification des trajectoires pour
un systeme de controle affine de fagon satisfaisante. Nous chercherons en particulier a
traiter une large classe de systemes, y compris des systemes avec dérive, et a produire
des lois de commandes aussi régulieres que possible, le tout avec de bonnes propriétés de
convergence.

Nous comptons dans un premier temps poursuivre le développement de méthodes
itératives basées sur des approximations nilpotentes. Il s’agira notamment de résoudre
les problemes de convergence restant et de tester numériquement les diverses variantes
en cours d’étude, puis d’étendre ce type de méthodes a une classe encore plus large de
systemes, en particulier a des systemes avec dérive.

Une autre approche envisagée pour la planification des trajectoires est d’utiliser une
méthode de continuation par homotopie dans ’espace des controles. Il s’agit de construire,
en inversant ’application point-final, une équation différentielle dans I’espace des controles,
puis de la résoudre numériquement (voir [38]). Les trajectoires singulieres y jouent donc
un role crucial, en tant que singularités de I’équation différentielle, et pourraient consti-
tuer un obstacle a la convergence de ’algorithme. Nous comptons nous appuyer sur notre
étude des trajectoires singulieres pour attaquer ce probleme.

Une deuxieme direction de recherche, liée a la précédente, est d'utiliser notre étude des
trajectoires singulieres pour résoudre des problemes de planification des trajectoires, de
stabilisation et d’optimisation de systemes de controle affines, comme nous le suggérons
dans la section [3.4. En particulier, ’approche de la stabilisation a 'aide de feedbacks
“SRS”, en association avec des techniques de perturbation (perturbation générique par
rapport au cout ou par rapport au systéme), semble prometteuse.

L’autre objectif dans le domaine des trajectoires singulieres est de s’attaquer aux
conjectures dites “de Sard” (voir par exemple [69, 81]). Il s’agit de déterminer la taille
de 'ensemble des points atteints par les trajectoires singulieres issues d'un point donné,
ou au moins par les trajectoires singulieres minimisantes (pour un cotit donné). Cet en-
semble est-il de mesure nulle ? D’intérieur vide ? Inclus dans un ensemble de codimension

37



positive 7 Répondre positivement a une de ces questions conduirait a un progres essentiel
dans la compréhension de la structure des solutions d’un probleme de controle optimal,
puisqu’il serait alors possible d’approcher les solutions singulieres par des régulieres.

Enfin nous souhaitons développer les notions métriques d’ordre et de calcul infi-
nitésimal en géométrie sous-riemannienne. Notre travail de la section [1.4] sur 1'espace
métrique tangent a une variété sous-riemannienne est un premier pas dans cette direction,
tout comme 1’étude des approximations du premier ordre de [8, 17], que nous utilisons par
ailleurs pour la planification de trajectoires. Un calcul récent de Diniz [40] sur le jacobien
de I'application exponentielle suggere de plus que des notions similaires existent pour les
géodésiques.
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