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CHAPITRE 2. FIL TRA GE ET REST A URA TION

2.1 In tro duction

Dans ce c hapitre, on s'in téresse à l' amélior ation d'une image n umérique,

p our augmen ter la qualité de son rendu visuel, ou à sa simpli�c ation , dans

le but de faciliter une analyse ultérieure. Ces deux problèmes son t di�éren ts

mais fon t app el aux mêmes outils. Dans un cas, on c herc he à attén uer, sinon

supprimer, une certaine dégradation, dans l'autre on c herc he à supprimer

des structures in utiles (du p oin t de vue de l'analyse visée).

Plaçons-nous d'ab ord dans le cas d'une dégradation due à un bruit addi-

tif : On observ e une image g qui est la v ersion dégradée d'une image f par

l'a jout d'un signal aléatoire b : g(x) = f (x) + b(x) . L'ob jectif est donc de

retrouv er, autan t que p ossible, l'image initiale f .

Le �ltrage linéaire dit idé al rep ose sur le princip e suiv an t : Si on ne p eut

pas �soustraire� b(x) à g(x) dans le domaine spatial ( b étan t aléatoire, donc

inconn u), on p eut ten ter de le faire dans le domaine fréquen tiel, mo y ennan t

des h yp othèses sur la répartition des comp osan tes fréquen tielles de b par

rapp ort à celles de f . P ar linéarité de la transformée de F ourier, on a :

G(u) = F (u) + B (u) . Le �ltrage idéal consiste à faire l'h yp othèse que le

supp ort de B est conn u, et qu'il est distinct du supp ort de F . Dans ce cas,

m ultiplier G par la fonction indicatrice du complémen taire du supp ort de

B (fonction notée 1 Supp(B )c
) est équiv alen t à soustraire B à G , et donc par

transformée in v erse, à retrouv er f :

Supp (B ) \ Supp (F ) = ; ) G(u):1 Supp(B )c (u) = G(u) � B (u) = F (u) (2.1)

Cette m ultiplication dans le domaine fréquen tiel corresp ond à une op éra-

tion de �ltrage linéaire. La même op ération p eut aussi être réalisée directe-

men t dans le domaine spatial par la c onvolution . Soit g une image n umérique.

h une fonction discrète bidimensionnelle de supp ort f a1; a2g � f b1; b2g. La

con v olution de g par h est dé�nie comme suit :

(g ? h)[x; y] =
a2X

i = a1

b2X

j = b1

h[i; j ]:g[x � i; y � j ] (2.2)

L'op ération de con v olution de l'image g par la fonction h , dite noyau de

c onvolution consiste donc à remplacer la v aleur de c haque pixel g[x; y] par une

com binaison linéaire de ses v oisins, où le co e�cien t attac hé à c haque v oisin

(x � i; y � j ) est déterminé par la v aleur h[i; j ] du no y au de con v olution.

La con v olution est une op ération comm utativ e :

g ? h = h ? g (2.3)

La con v olution est asso ciativ e :
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2.1. INTR ODUCTION

(g ? h) ? k = g ?(h ? k) (2.4)

La con v olution est distributiv e par rapp ort à l'addition :

h ? (g + k) = ( h ? g) + ( h ? k) (2.5)

La con v olution dans le domaine spatial corresp ond au pro duit dans le do-

maine fréquen tiel, et récipro quemen t. Si on note F1 , F2 , et G les transformées

de F ourier de f 1 , f 2 , et g, on a :

g[x; y] = f 1[x; y] ? f 2[x; y] ) G[u; v] = F1[u; v]:F2[u; v] (2.6)

g[x; y] = f 1[x; y]:f 2[x; y] ) G[u; v] = F1[u; v] ? F2[u; v] (2.7)

On p eut donc égalemen t justi�er l'utilisation du �ltrage linéaire p our

réduire le bruit en raisonnan t directemen t dans le domaine spatial : la com-

binaison linéaire réalisée par la con v olution réduit la v ariance du bruit additif

b.

Dans certains cas, la p erturbation liée au bruit p eut être non plus addi-

tiv e, mais m ultiplicativ e : g(x) = f (x):b(x) . Dans ce cas, on ne p ourra pas

ten ter de retrouv er f par �ltrage linéaire. Néanmoins, on se ramènera au cas

précéden t en passan t au logarithme.

On rencon tre égalemen t des p erturbations sur les images où la v aleur

observ ée g(x) ne dép end pas de la v aleur initiale f (x) , mais remplace (a v ec

une certaine probabilité) f (x) par une v aleur quelconque. Il s'agit du bruit

impulsionnel . Dans ce cas, le �ltrage linéaire n'est plus adaptée, et on a

plutôt recours à d'autres op érations de v oisinage qu'on désigne sous le terme

de �ltr es non liné air es .

En�n, le dernier t yp e de p erturbation que nous considèrerons dans ce

c hapitre est la dégradation de t yp e con v olutiv e où le défaut apparaît sous

la forme d'un no y au de con v olution : g(x) = f (x) ? d(x) . Le princip e de

base consiste à in v erser le défaut supp osé conn u, ce qui se traduit par une

division dans le domaine des fréquences : F (u) = G(u):D (u)� 1
. Mais nous

v errons que cette tec hnique n'est pas exploitable directemen t en pratique, et

qu'elle doit être conditionnée en fonction d'une estimation du bruit additif

qui s'a joute au défaut con v olutif.

La partie 2.2 traite des �ltres lisseurs , c'est-à-dire des op érateurs c hargés

d'améliorer ou de simpli�er les images en les rendan t plus régulières. P ar

di�érence (domaine spatiale) ou par complémen tation (domaine fréquen tiel),

on obtiendra les �ltres di�ér enciateurs (P artie 2.3), don t la v o cation est au

con traire de faire ressortir les régions de con traste dans les images, ou encore

d'estimer des grandeurs di�éren tielles, utilisées par de nom breux op érateurs

d'analyse d'images. En�n, la partie 2.4 traite de la r estaur ation d'images,

c'est-à-dire du traitemen t des défauts con v olutifs.
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CHAPITRE 2. FIL TRA GE ET REST A URA TION

2.2 Filtres lisseurs

Les �ltres de lissage son t des op érateurs qui éliminen t des élémen ts p er-

turbateurs p our améliorer la visualisation des images n umériques, ou bien

qui supprimen t des structures non signi�cativ es p our simpli�er leur con ten u.

2.2.1 Filtrage dans le domaine fréquen tiel

En iden ti�an t les structures parasites ou in utiles à des comp osan tes fréquen-

tielles des images n umériques, le �ltrage p eut se faire par sélection des dites

comp osan tes dans le domaine fréquen tiel : Ainsi le �ltrage idéal consiste-t-il

à m ultiplier la transformée de F ourier F [u; v] par une fonction qui v aut 1 si la

comp osan te fréquen tielle est conserv ée, 0 si elle est supprimée. P ar exemple,

le �ltr e p asse-b as idéal est dé�ni comme suit :

F (uM ;vM )
lp [u; v] = F [u; v] si u � uM et v � vM (2.8)

= 0 sinon (2.9)

De même le �ltr e c oup e-b ande idéal est dé�ni par :

F (um ;vm ;uM ;vM )
bc [u; v] = 0 si um < u < u M et vm < v < v M (2.10)

= F [u; v] sinon (2.11)

La �gure 2.1 illustre l'application de ces deux �ltres sur une image.

Notons que dans le cas du �ltre passe-bas comme du coup e-bande, la com-

p osan te de fréquence n ulle F (0; 0) est conserv ée. Or F (0; 0) =
w� 1X

x=0

h� 1X

y=0

f [x; y].

La somme des niv eaux de gris sur toute l'image est donc conserv ée par ces

2 �ltres.

2.2.2 Filtrage par con v olution

Comme on l'a vu en in tro duction de ce c hapitre, le �ltrage linéaire p eut

égalemen t se calculer directemen t dans le domaine spatial, par une con v o-

lution. Dans le domaine fréquen tiel, nous a v ons assimilé les op érateurs de

lissage aux �ltres qui laissaien t la comp osan te de fréquence n ulle F (0; 0) in-

c hangée. Un op érateur de con v olution q appartenan t à la famille des �ltres

lisseurs aura donc une comp osan te de fréquence n ulle Q(0; 0), égale à 1, ce

qui signi�e que le no y au de con v olution q doit être de somme unité p our que

l'image lissée conserv e la somme des niv eaux de gris de l'image originale.

Il existe plusieurs no y aux de con v olution lisseurs, corresp ondan t à des

fonctions h symétriques, de somme égale à 1. Chacune de ces fonctions est

en général asso ciée à un paramètre, qui dé�nit sa p orté e sp atiale , et par suite
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2.2. FIL TRES LISSEURS

(1) (2)

(3) (4)

(5) (6)

Fig. 2.1 � Filtres de lissage idéaux. (1) et (2) : une image ( 256� 256) et son

sp ectre d'amplitude. (3) et (4) : �ltre passe-bas ( uM = vM = 32 ). (5) et (6) :

�ltre coup e-bande ( um = vm = 32 , uM = vM = 64 )
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CHAPITRE 2. FIL TRA GE ET REST A URA TION

sa �capacité de lissage� . P our p ouv oir comparer deux no y aux lisseurs asso ciés

à di�éren tes fonctions, il faut p ouv oir leur asso cier à c hacun un paramètre

qui leur confère une même capacité de lissage. C'est l'ob jet du c o e�cient

d'atténuation présen té ci-après.

Soit b[x; y] un bruit, corresp ondan t à une p erturbation aléatoire de mo y en-

ne n ulle. Supp osons qu'on �ltre b par un no y au de con v olution q. On s'in-

téresse à présen t à la v ariance de ce bruit �ltré. Cette v ariance p eut être

mesurée dans le domaine fréquen tiel en utilisan t B̂ 2[u; v], qui est la densité

sp ectrale de puissance de b (Cela corresp ond au carré du mo dule de la trans-

formée de F ourier p our un signal déterministe, mais b étan t aléatoire, B̂ 2
ne

p eut pas être mesuré, mais seulemen t estimé ou mo délisé a priori ). Donc si

l'on note Q la transformée de F ourier de q :

v ar (b ? q) =
1

wh

w� 1X

u=0

h� 1X

v=0

jjQ[u; v]jj2:B̂ 2[u; v] (2.12)

Si l'on fait l'h yp othèse que le bruit b n'est pas corrélé d'un pixel à l'autre,

sa fonction d'auto corrélation dé�nie par :

� [�; � ] =
X X

b[x; y]:b[x + �; y + � ] (2.13)

p eut être considérée comme n ulle sauf en (0; 0). Or la densité sp ectrale

de puissance corresp ondan t à la transformée de F ourier de la fonction d'au-

to corrélation, il en résulte que la densité sp ectrale de puissance d'un tel bruit

est constan te sur l'ensem ble des comp osan tes fréquen tielles (bruit �blanc�).

Dans ce cas, l'équation 2.12 devien t :

v ar (b ? q) = K 2
b :

1
wh

w� 1X

u=0

h� 1X

v=0

jjQ[u; v]jj2
(2.14)

Où K 2
b est la densité sp ectrale (constan te) de b. D'après le théorème

de P arsev al, cette quan tité p eut égalemen t être mesurée dans le domaine

spatial :

v ar (b ? q) = K 2
b :

w� 1X

x=0

h� 1X

y=0

(q[x; y])2
(2.15)

Le co e�cien t d'attén uation � q d'un no y au de con v olution q désigne donc

le rapp ort en tre la densité sp ectrale d'un bruit blanc et la v ariance de ce

même bruit �ltré par q, soit :

� q = wh:(
w� 1X

u=0

h� 1X

v=0

jjQ[u; v]jj2)� 1 = (
w� 1X

x=0

h� 1X

y=0

(q[x; y])2)� 1
(2.16)
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2.2. FIL TRES LISSEURS

Filtre Mo y enneur

Expression (1d) :

m� (x) = 1
� si x 2 [� �= 2; + �= 2]

= 0 sinon

-15 -10 -5 0 5 10 15
0

0.05

0.1

0.15
Fonction porte

x

m
l(x

)

 

 
l =10

T ransf. de F ourier (1d) : M � (u) = sin( ��u )
��u

Expression (2d) :

m� (x; y) = 1
� 2 si (x; y) 2 [� �= 2; + �= 2]2

= 0 sinon

Co e�. d'attén uation (2d) � m = � 2

T ab. 2.1 � Le �ltre mo y enneur et ses propriétés

On p eut main tenan t présen ter et comparer les no y aux de con v olutions

lisseurs les plus fréquemmen t rencon trés. S'agissan t d'images, ce son t des

no y aux de con v olution 2d, mais qui son t en raison de leur symétrie, sép ar able .

Plus précisémen t, si une fonction 2d q[x; y] p eut s'écrire comme le pro duit

de 2 fonctions 1d : q[x; y] = qh [x]:qv [y], dans ce cas la con v olution par q
p eut se calculer par la comp osition de 2 con v olutions, l'une v erticale, l'autre

horizon tale :

q[x; y] = qh [x]:qv [y] ) f � q = ( f � ~qh) � ~qv (2.17)

A v ec ~qh [x; y] = qh [x] et ~qv [x; y] = qv [y]. Ces no y aux de con v olution son t

donc en tièremen t dé�nis par leur expression 1d. Les tableaux 2.1 à 2.4 présen-

ten t les principaux no y aux de con v olution corresp ondan t aux �ltres lisseurs

dans le domaine spatial, et leurs propriétés.

Le �ltre mo y enneur corresp ond donc à la fonction p orte dans le do-
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Filtre passe-bas Idéal

Expression (1d) : suM (x) = sin(2�u M x)
�x

-15 -10 -5 0 5 10 15
-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

Fonction sinus cardinale

x

s u M

(x
)

 

 
u

M
=0.25

T ransf. de F ourier (1d) :

SuM (u) = 1 si x 2 [� uM ; + uM ]
= 0 sinon

Expression (2d) : s(uM ;vM ) (x; y) = sin(2�u M x) sin(2 �v M y)
� 2xy

Co e�. d'attén uation (2d) : � s = wh
uM :vM

T ab. 2.2 � Le �ltre passe-bas idéal dans le domaine spatial et ses propriétés.

maine spatial. Sa transformée de F ourier, corresp ondan t aux co e�cien ts de

p ondération des comp osan tes fréquen tielles appliqués par le �ltre dans le do-

maine fréquen tiel, est une fonction sin us cardinal. Récipro quemen t, le �ltre

passe bas idéal présen té précédemmen t et corresp ondan t dans le domaine

de F ourier à une fonction p orte, s'exprime dans le domaine spatial par une

con v olution par un sin us cardinal.

Le �ltre gaussien utilise un paramètre � qu'on dit écart-t yp e, car il corre-

sp ond à l'écart-t yp e des v aleurs de la fonction gaussienne considérée comme

une distribution. Ce �ltre est très utilisé en traitemen t du signal et des im-

ages, p our de nom breuses raisons. La première, liée au théorème cen trale lim-

ite, réside dans le fait que l'application itérée de mo y ennes lo cales équiv aut

asymptotiquemen t à une con v olution par une gaussienne. Ensuite, ce qui est

particulièremen t imp ortan t en traitemen t d'images, le no y au gaussien 2d est

isotr op e , c'est-à-dire qu'il comm ute a v ec une rotation de l'image. T roisième

raison, la transformée de F ourier d'une gaussienne d'écart-t yp e � est une
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Filtre gaussien

Expression (1d) : g� (x) = 1p
2��

e
� x 2

2� 2

-15 -10 -5 0 5 10 15

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

Fonction gaussienne

x

g s
(x

)

 

 
s=3.0

T ransf. de F ourier (1d) : G� (u) =
p

2��e � 2� 2 � 2 u2

Expression (2d) : g� (x; y) = 1
2�� 2 e

� ( x 2+ y 2)
2� 2

Co e�. d'attén uation (2d) : � g = 4 �� 2

T ab. 2.3 � Le �ltre gaussien et ses propriétés.

autre gaussienne, d'écart-t yp e 1=� . Le �ltre gaussien réalise ainsi une sorte

d'équilibre en tre les répartitions spatiale et fréquen tielle, ce qui se traduit

par un �meilleur compromis� en tre la préserv ation des structures lo cales et

la réduction du bruit.

Le �ltre exp onen tiel utilise un paramètre 
 > 0, qui détermine sa disp er-

sion spatiale (plus 
 est grand, moins le �ltre est disp ersé spatialemen t). P ar

rapp ort aux autres �ltres, le �ltre exp onen tiel préserv e mieux les transitions

(con tours), au prix d'une réduction moins visible du bruit.

La �gure 2.2 mon tre le résultat de l'application des 4 �ltres présen tés dans

cette section sur la même image syn thétique bruitée. Les 4 paramètres on t

été �xés p our obtenir appro ximativ emen t le même co e�cien t d'attén uation.

Noter les di�érences de comp ortemen t vis-à-vis des transitions. Remarquer

égalemen t les ondulations qui apparaissen t dans le cas du �ltre idéal, cor-

resp ondan t aux fréquences harmoniques des transitions en escalier dans le

cadre fréquen tiel, ou aux lob es secondaires du sin us cardinal dans le cadre
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Filtre exp onen tiel

Expression (1d) : p
 (x) = 

2 e� 
 jx j

-15 -10 -5 0 5 10 15

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25
Noyau exponentiel

x

p g(x
)

 

 
g=0.5

T ransf. de F ourier (1d) : P
 (u) = 
 2


 2+4 � 2u2

Expression (2d) : p
 (x; y) = 
 2

4 e� 
 (jx j+ jyj)

Co e�. d'attén uation (2d) : � p = 16

 2

T ab. 2.4 � Le �ltre exp onen tiel et ses propriétés.

spatial.

2.2.3 Filtrage non linéaire

Le �ltrage linéaire mon tre des limites dans deux asp ects particuliers de

l'amélioration des images n umériques :

� L e bruit impulsionnel : Lorsque l'image fait apparaître des v aleurs par-

asites ab erran tes qui ne dép enden t pas des v aleurs initiales de l'image,

le �ltrage linéaire di�use ces v aleurs ab erran tes sur les pixels v oisins.

� L e r esp e ct des fr ontièr es : Le �ltrage linéaire lisse les transitions abrup-

tes, rendan t ainsi les images �oues.

On désigne par �ltre non linéaire un op érateur qui remplace la v aleur

de c haque pixel par une com binaison non linéaire des v aleurs de ses pixels

v oisins. L'ob jectif des �ltres lisseurs non linéaires est d'app orter une solution

aux limites exprimées ci-dessus, par l'utilisation d'une (ou de plusieurs) des

tec hniques suiv an tes :
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(0)

(1) (2)

(3) (4)

Fig. 2.2 � Application des �ltres de lissage linéaires sur une image syn thé-

tique bruitée. (0) Image originale 512� 512. (1) �ltre mo y enneur ( � = 9 ).

(2) �ltre passe-bas idéal ( uM = vM = 57 ). (3) �ltre gaussien ( � = 2 ; 5).

(3) �ltre exp onen tiel ( 
 = 0 ; 44).
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� statistiques d'or dr e : Op érateurs basés sur un classemen t des v aleurs

des pixels v oisins (minim um, maxim um, médiane,. . . )

� moyennes r obustes : Calculs de mo y ennes lo cales - év en tuellemen t p on-

dérées - en excluan t du calcul les v aleurs marginales.

� anisotr opie : Op érateurs où le supp ort de calcul du �ltre e�ectiv emen t

calculé v arie lo calemen t en fonction du con ten u de l'image.

Il existe un grand nom bre de �ltres non linéaires exploitan t une ou

plusieurs de ces propriétés. Nous présen tons dans la suite le �ltre médian,

puis le �ltre de Nagao.

Filtres d'ordre

Soit B un sous-ensem ble �ni de Z

2
, con tenan t l'origine (0; 0). Soit N =

Card (B ) . Soit NB (x; y) = f (x; y) + b; b 2 B g l'ensem ble des v oisins de (x; y)
au sens de B . Soit V f

B (x; y) 2 RN
un v ecteur con tenan t les N v aleurs prises

par f dans NB (x; y) , classées par ordre croissan t :

8(x0; y0) 2 N B (x; y); 9i 2 f 1; N g : V f
B (x; y)( i ) = f (x0; y0) (2.18)

8(i; j ) 2 f 1; N g2; i � j ) V f
B (x; y)( i ) � V f

B (x; y)( j ) (2.19)

Le �ltre d'ordre � k
B , a v ec k 2 f 1; N g, est dé�ni par :

� k
B (f )[x; y] = V f

B (x; y)(k) (2.20)

P our k = 1 on parle de �ltre min ou ér osion morpholo gique . P our k = N
on parle de �ltre max ou dilatation morpholo gique . On se rep ortera au cours

de morphologie mathématique p our une étude approfondie de ces op érateurs

et leurs applications. P our k = N=2 on parle de �ltre médian. Comme la

médiane est une statistique robuste vis-à-vis des v aleurs marginales, le �ltre

médian est particulièremen t adapté à la suppression du bruit impulsionnel,

comme le mon tre la �gure 2.3.

Filtre de Nagao

Le �ltre de Nagao com bine statistique linéaire et anisotropie, de la façon

suiv an te : P our c haque pixel (x; y) , on examine l'ensem ble des v oisins con ten u

dans un carré 5 � 5 cen tré sur (x; y) : N (x; y) = f (x; y) + b; b 2 f� 2; +2g2g.

On considère ensuite 9 ensem bles N i (x; y) � N (x; y) , i 2 f 1; 9g, comme

représen té sur la �gure 2.4.

P our c haque N i (x; y) , on calcule la mo y enne mi (x; y) et la v ariance

vi (x; y) . Le résultat du �ltre de Nagao consiste à remplacer la v aleur de

c haque pixel par la mo y enne mi (x; y) du domaine N i (x; y) qui présen te la

v ariance vi (x; y) minim um. Le comp ortemen t du �ltre de Nagao, comparé à

un �ltre linéaire (exp onen tiel), et à un �ltre médian, est illustré Figure 2.5.
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(1) (2)

(3) (4)

Fig. 2.3 � Comp ortemen t du �ltre médian. (1) Image original : bruit im-

pulsionnel (15% des v aleurs mo di�ées arbitrairemen t). (2) Après �ltrage

gaussien ( � = 2 ; 5). (3) Après �ltrage médian (Card (B ) = 21 ). (4) Même

�ltre médian appliqué sur l'image a v ec bruit additif (v oir Figure 2.2).
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Fig. 2.4 � Les di�éren ts sous-ensem bles du v oisinage 5 � 5 utilisés p our le

calcul du �ltre de Nagao.

2.3 Filtres di�érenciateurs

2.3.1 In tro duction

Les v ariations lo cales d'in tensité constituen t une source primordiale d'in-

formation, utilisée dans presque toutes les fonctions d'analyse d'images. De

manière générale, le calcul di�éren tiel p ermet d'étudier le comp ortemen t lo-

cal d'une fonction, sous la forme d'une fonction plus simple (p olynômiale)

construite à partir des dériv ées (F orm ule de T a ylor).

Une image étan t une fonction 2d, les dériv ées premières s'exprimen t par

une fonction v ectorielle, le gr adient :

r f (x0; y0) =
�

@f
@x

(x0; y0);
@f
@y

(x0; y0)
�

(2.21)

P our une image f con tin ue et di�éren tiable, la direction et le sens du

v ecteur gradien t corresp ond à la direction de plus forte p en te, qui est or-

thogonale à la direction de l'isophote (courb e de niv eau de gris constan t). La

norme du gradien t, quan t à elle, corresp ond à la v aleur de la p en te, c'est-à-

dire au con traste (v oir Figure 2.6).

On s'in téressera égalemen t aux dériv ées secondes, qui s'exprimen t par

une fonction matricielle, le hessien :

H f (x0; y0) =

 
@2 f
@x2 (x0; y0) @2 f

@x@y(x0; y0)
@2 f

@x@y(x0; y0) @2 f
@y2 (x0; y0)

!

(2.22)

En particulier, on rencon tre souv en t en traitemen t d'images le laplacien ,

qui corresp ond à la trace du hessien, et qui est une fonction scalaire :
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(1) (2)

(3) (4)

Fig. 2.5 � Comp ortemen t du �ltre de Nagao. (1) Image original : Shanghai

(détail d'une image SPOT 5 -

c
 CNES 2002). (2) Après �ltrage exp onen tiel

( 
 = 0 ; 44). (3) Après �ltrage médian (Card (B ) = 25 ). (4) Après �ltrage de

Nagao.
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Fig. 2.6 � Le v ecteur gradien t.

� f (x0; y0) =
@2f
@x2

(x0; y0) +
@2f
@y2

(x0; y0) (2.23)

Dans le cadre des images n umériques, le problème est : commen t estimer

ces grandeurs di�éren tielles. Comme dans la section précéden te, on consid-

èrera d'ab ord le cas du �ltrage dans le domaine fréquen tiel, en suiv an t une

logique symétrique à celle des �ltres lisseurs. Puis on s'in téressera à l'esti-

mation des dériv ées par des op érateurs de con v olution.

2.3.2 Filtrage dans le domaine fréquen tiel

Le �ltr e p asse-haut idéal est dé�ni comme suit :

F (um ;vm )
hp [u; v] = F [u; v] si u � um et v � vm (2.24)

= 0 sinon (2.25)

De même le �ltr e p asse-b ande idéal est dé�ni par :

F (um ;vm ;uM ;vM )
bp [u; v] = F [u; v] si um < u < u M et vm < v < v M(2.26)

= 0 sinon (2.27)

La �gure 2.7 illustre l'application de ces deux �ltres sur une image.
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(1) (2)

(3) (4)

(5) (6)

Fig. 2.7 � Filtres di�érenciateurs idéaux. (1) et (2) : une image ( 256� 256)

et son sp ectre d'amplitude. (3) et (4) : �ltre passe-haut ( um = vm = 16 ). (5)

et (6) : �ltre passe-bande ( um = vm = 30 , uM = vM = 40 )
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Dans les deux cas, on notera que la comp osan te de fréquence n ulle F (0; 0)
est ann ulée. Les images obten ues son t donc de somme n ulle dans le domaine

spatiale, et comp orten t par conséquen t des v aleurs négativ es. On in terprétera

donc les images (3) et (5) de la �gure 2.7 en considéran t que le niv eau de

gris mo y en représen te la v aleur zéro, et les niv eaux de gris som bres (resp.

claires) les v aleurs négativ es (resp.p ositiv es).

2.3.3 Estimation des grandeurs di�éren tielles

Les appro ximations les plus simples des dériv ées premières directionnelles

s'obtiennen t par simples di�érences �nies, par exemple :

Fx [i; j ] = F [i; j ] � F [i � 1; j ] (2.28)

Fy [i; j ] = F [i; j ] � F [i; j � 1] (2.29)

qui corresp onden t à des con v olutions a v ec les no y aux

�
� 1 1

�
p our Fx ,

qui est l'appro ximation de

@f
@x, et

�
� 1
1

�
p our Fy , qui est l'appro ximation

de

@f
@y (le nom bre en gras indique l'origine du no y au de con v olution).

Notons qu'on a fait ici un c hoix arbitraire quan t au c hoix de l'origine dans

l'op érateur de con v olution, qui se traduit par un �décalage� d'un demi-pixel

v ers la gauc he (resp. v ers le haut) dans l'estimation de la dériv ée horizon tale

(resp. v erticale).

P our cette raison, on utilise plus souv en t les op érateurs de con v olution

�
� 1 0 1

�
p our la dériv ée horizon tale, et

0

@
� 1
0
1

1

A
, p our la dériv ée v er-

ticale, qui pro duiron t des fron tières plus épaisses, mais bien cen trées.

Les op érateurs de dériv ation son t par nature très sensibles aux irrégular-

ités (et au bruit) dans les images n umériques, ce qui est très problématique

lorsqu'on v eut justemen t estimer une dériv ée p our connaître le comp ortemen t

de la fonction image au v oisinage d'un p oin t. On com bine donc en général

l'op ération de dériv ation dans une direction par une op ération de lissage dans

la direction orthogonale, par exemple en utilisan t le no y au

�
1 2 1

�
, ou

sa transp osée. Les op érateurs de con v olution utilisan t un masque 3 � 3 les

plus utilisés son t ainsi les no y aux de con v olution suiv an ts, dits masques de

Sob el :

H x =

0

@
� 1 0 1
� 2 0 2
� 1 0 1

1

A ; H y =

0

@
� 1 � 2 � 1
0 0 0
1 2 1

1

A
(2.30)

On a donc :
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Fx [i; j ] = ( F � H x )[i; j ] (2.31)

Fy [i; j ] = ( F � H y)[i; j ] (2.32)

Ces fonctions scalaires fournissen t les co ordonnées du v ecteur gradien t,

don t on p eut calculer la norme (euclidienne, L 1 , L 1 ) :

jjr f [i; j ]jj2 =
q

Fx [i; j ]2 + Fy [i; j ]2 (2.33)

jjr f [i; j ]jj1 = jFx [i; j ]j + jFy [i; j ]j (2.34)

jjr f [i; j ]jj1 = max( jFx [i; j ]j; jFy [i; j ]j) (2.35)

ainsi que l'orien tation :

arg(r f [i; j ]) = arctan
�

Fy [i; j ]
Fx [i; j ]

�
(2.36)

Concernan t les dériv ées secondes, la comp osition du no y au de con v olu-

tion

�
� 1 1

�
(resp. sa transp osée), a v ec lui-même donne

�
1 � 2 1

�

(resp. sa transp osée). Mais comme on a enc haîné deux décalages d'un demi-

pixel v ers la gauc he (resp. v ers le haut), on recen tre le no y au de re-décalan t

le cen tre du no y au de con v olution d'un pixel à droite (resp. en bas). Les

op érateurs de con v olution les plus simples p our estimer les dériv ées secondes

directionnelles, son t donc

�
1 � 2 1

�
p our

@2 f
@x2 , et

0

@
1

� 2
1

1

A
p our

@2 f
@y2 .

Il s'ensuit que le laplacien � f = @2 f
@x2 + @2 f

@y2 p ourra être estimé en utilisan t

le no y au de con v olution, dit laplacien en 4-connexité :

L 4 =

0

@
1

1 � 4 1
1

1

A
(2.37)

Le laplacien corresp ond donc à une di�érence en tre une mo y enne des

v oisins du pixel, et le pixel lui-même, qui p eut égalemen t se calculer par un

autre masque 3 � 3, dit laplacien en 8-connexité :

L 8 =

0

@
1 1 1
1 � 8 1
1 1 1

1

A
(2.38)

Les �gures 2.8 et 2.9 illustren t l'estimation de grandeurs di�éren tielles à

partir de con v olution par des masques con ten us dans un v oisinage 3 � 3. Ici

encore, la plupart de ces images son t à v aleurs signées, le zéro est donc ici

représen té par le niv eau de gris mo y en. La norme du gradien t est en rev anc he
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(1) (2)

(3) (4)

(5) (6)

Fig. 2.8 � Estimation de grandeurs di�éren tielles à partir de con v olution dans

un v oisinage 3 � 3. (1) Image originale �b oats� . Dériv ée partielle v erticale

estimée par con v olution a v ec : (2) (� 1 1)t
(3) (� 1 0 1)t

(4) Filtre de Sob el

v ertical H y . (5) Dériv ée partielle horizon tale estimée par con v olution a v ec le

�ltre de Sob el horizon tal H x . (6) Norme euclidienne du gradien t de Sob el.
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(1) (2)

Fig. 2.9 � Estimation du laplacien par con v olution 3 � 3. (1) Laplacien 4-

connexe (2) Laplacien 8-connexe.

p ositiv e, elle est ici représen tée en video in v erse : le blanc représen te le zéro,

et le niv eau de noir est prop ortionnel à la v aleur de la norme.

Les �gures 2.8 et 2.9 illustren t bien l'in térêt immédiat des dériv ées pre-

mières et secondes p our l'analyse d'images. En particulier, la notion in tu-

itiv e de �con tours� , corresp ondan t aux courb es de c hangemen t signi�catif

du niv eau de gris dans l'image devien t plus facile à formaliser : un con tour

corresp ond aux lieux des maxima du mo dule du gradien t, ou aux lieux des

c hangemen ts de signe du laplacien.

Néanmoins, l'estimation des dériv ées par des calculs limités au v oisinage

immédiat du pixel s'a v ère en général insu�san te, car elle fait ressortir les dé-

tails lo caux, qui ne son t pas forcémen t signi�catifs au regard de l'application,

et p eut négliger une structure imp ortan te, mais don t l'étendue spatiale est

trop grande p our être correctemen t rév élée par les op érateurs 3� 3. Ce prob-

lème fait l'ob jet des traitemen ts m ulti-éc helles, présen tés dans le c hapitre

suiv an t.

2.4 Restauration

Dans cette partie, on s'in téresse à la suppression d'un défaut de t yp e

con v olutif, qui se traduit en pratique par une image �oue, qui p eut être due

à un défaut de mise au p oin t de l'optique, ou à un mouv emen t rapide du

p orteur de la caméra (�ou de b ougé). La résolution de ce problème est di�cile

dans le cas général lorsqu'on ne connaît pas les paramètres du �ou observ é

(i.e. le no y au de con v olution). C'est le problème dit de la décon v olution

a v eugle, qui ne sera pas traité ici.

En rev anc he lorsque le no y au de con v olution est conn u, on p eut c herc her

à calculer une con v olution in v erse, qui se traduira par une division dans le

domaine fréquen tiel, c'est l'ob jet du �ltrage in v erse. En réalité, l'in v ersion
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directe dans le domaine de F ourier engendre de fortes instabilités dès que

le défaut con v olutif s'accompagne d'un bruit additif, même imp erceptible.

L'in v ersion doit donc être conditionnée en fonction d'une estimation de ce

bruit additif, c'est l'ob jet du �ltrage de Wiener.

2.4.1 Filtrage in v erse

Supp osons donc d'ab ord que l'image observ ée g soit le fruit de la dégra-

dation d'une image f par un no y au de con v olution d conn u, et qu'on néglige

le bruit additif :

g(x) = f (x) ? d(x) (2.39)

Soit, dans le domaine fréquen tiel :

G(u) = F (u) � D (u) (2.40)

D'où l'estimée de f dans le domaine fréquen tiel :

F̂ (u) =
G(u)
D(u)

(2.41)

Et donc �nalemen t, en notan t rd la transformée de F ourier in v erse de

D(u)� 1
:

f̂ (x) = g(x) ? rd(x) (2.42)

Mais évidemmen t, D(u) n'est pas toujours in v ersible, et d'un p oin t de

vue n umérique, de très fortes instabilités se pro duiron t lorsque la v aleur de

D(u) est faible, d'où la dé�nition de la pseudo-in v erse, ou solution principale

au sens de Bracew ell :

F̂ (u) = G(u) � R(u); a v ec : R(u) =
�

0 si D(u) < "
1

D (u) sinon

(2.43)

Où le seuil " doit être déterminé en fonction de la précision de la représen-

tation n umérique.

La �gure 2.10 illustre le problème de la restauration et du �ltrage in v erse

dans le cas d'une image a y an t subi un �ou de b ougé horizon tal. Lorsque

l'image, après con v olution, est représen tée en grande précision (ici en �o at

32 bits), le �ltrage in v erse simple p eut p ermettre de retrouv er l'image initiale,

p our p eu qu'aucune comp osan te de la transformée de F ourier discrète ne soit

strictemen t n ulle. en rev anc he, le simple fait de quan ti�er l'image sur une

représen tation classique (ici en byte 8 bits), rend l'application du �ltrage

in v erse simple inop éran te, comme le mon tre la �gure 2.10(5).

On notera que la di�érence en tre les représen tations byte et �o at , qui

n'est pas p erceptible dans le domaine spatial est visible sur le sp ectre grâce
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à la représen tation logarithmique du mo dule de la transformée de F ourier.

On v oit en e�et que le défaut de b ougé, corresp ondan t à un �ltre mo y enneur

horizon tal dans le domaine spatial, est bien visible par les lob es de son sin us

cardinal horizon tal dans le domaine fréquen tiel, comme on le v oit sur la

�gure 2.10(2), ce qui n'est plus le cas sur le sp ectre de l'image quan ti�ée,

v oir �gure 2.10(4).

Finalemen t, le résultat du �ltre pseudo-in v erse sur l'image quan ti�ée est

visible sur la �gure 2.10(6).

2.4.2 Filtrage de Wiener

Comme on vien t de le v oir, la décon v olution ne p eut pas se réduire à

l'in v ersion d'un op érateur linéaire, et il faut prendre en compte le terme de

bruit additif :

g(x) = f (x) ? d(x) + b(x) (2.44)

Le �ltrage de Wiener prop ose une solution à l'estimation de f par la

minimisation d'une expression quadratique comp ortan t un terme de régular-

isation :

f̂ = arg min
k

Z
(g(x) � k(x) ? d(x)) 2 + ( k(x) ? q(x))2

(2.45)

Le premier terme, (g(x) � k(x) ? d(x))2
corresp ond au �ltrage in v erse,

tandis que le second terme (k(x) ? q(x))2
est une con train te linéaire de régu-

larisation. En passan t dans le domaine de F ourier, si l'on imp ose à c haque

comp osan te fréquen tielle de minimiser sa con tribution à la somme, on obtien t

l'équation suiv an te :

F̂ = arg min
K

jG � KD j2 + jKQ j2 (2.46)

Le problème de minimisation est alors résolu en ann ulan t la dériv ée pre-

mière de l'expression selon K :

@
�
jG � KD j2 + jKQ j2

�

@K
= 0 (2.47)

et donc

� 2D � (G � DK ) + 2 Q2K = 0 (2.48)

soit

K (DD � + Q2) = D � G (2.49)

et en remplaçan t K par F̂ , on obtien t �nalemen t l'équation du �ltrage

de Wiener :
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(1) (2)

(3) (4)

(5) (6)

Fig. 2.10 � Image a v ec �ou de b ougé horizon tal. (1) Image représen tée en

grande précision (�oat), et (2) sa transformée de F ourier. (3) Image représen-

tée en précision normale (b yte), et (4) sa transformée de F ourier. (5) Filtrage

in v erse obten u à partir de la transformée de F ourier de l'image en b yte.

(5) Filtrage pseudo-in v erse obten u à partir de la transformée de F ourier de

l'image en b yte. (exemple tiré de Digital Image Pr o c essing with Khor os )
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F̂ =
D �

DD � + Q2 � G (2.50)

a v ec D �
le conjugué de D , Q2

le terme de régularisation.

On p eut noter que si Q est n ul partout, on retrouv e le �ltrage in v erse.

Dans le cas général, lorsque D est très faible, c'est le terme Q2
qui devien t

prép ondéran t et qui p ermet de réaliser un compromis en tre décon v olution et

ampli�cation du bruit.

Le princip e consiste donc à �xer Q2
en fonction d'une estimation de

l'in tensité relativ e du bruit par rapp ort à l'image. Idéalemen t, on p ourrait

dé�nir un co e�cien t Q v arian t p our c haque comp osan te fréquen tielle, en

fonction du rapp ort des mo dules de c haque comp osan te :

Q2
a(u) =

jB (u)j2

jF (u)j2
(2.51)

En pratique on utilise plutôt un co e�cien t Q constan t sur l'ensem ble des

fréquences, dé�ni comme le rapp ort des mo y ennes des mo dules au carré sur

l'ensem ble des fréquences, estimées p our le bruit et p our l'image originale :

Q2
b =

< jB (u)j2 >
< jF (u)j2 >

(2.52)

La �gure 2.11 illustre le �ltrage de Wiener sur la même image que

précédemmen t. Le mo dule du �ltre de Wiener obten u à partir de D en util-

isan t un co e�cien t Q constan t est mon tré �gure 2.11(3). P ar m ultiplication

de ce �ltre a v ec la transformée de F ourier de l'image à traiter, don t on v oit

le mo dule sur la �gure 2.11(2), puis par transformée de F ourier in v erse, on

obtien t l'image traitée, �gure 2.11(4).
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(1) (2)

(3) (4)

Fig. 2.11 � Image a v ec �ou de b ougé horizon tal. (1) Image représen tée en

précision normale (b yte), et (2) sa transformée de F ourier. (3) T ransformée

de F ourier du Filtre de Wiener, a v ec Q constan t. (4) Filtrage de Wiener de

l'image �oue (b yte) initiale. (exemple tiré de Digital Image Pr o c essing with

Khor os )

A. Manzanera ENST A/UEI 50


