IN 103 : Introduction a Matlab Convection de Rayleigh-Bénard

Chaos temporel en convection de Rayleigh-Bénard

Ce projet s’intéresse aux mouvements d’'une couche de flhigigffée par le bas. Au-
dela d’'une différence de température critique, les mouvésndans le fluide s’organisent
en cellules de convection, puis se déstabilisent pour fgparaitre d’autres mouvements.
Cette expérience de convection, dite de Rayleigh-Bénaetmet de comprendre les mou-
vements que I'on observe en océanographie (courants maginsi qu’en météorologie.
Nous reprendrons le modele simplifié proposé par E. L8renz1962. En particulier nous
suivrons I'analyse qu'il a développé dans un article devaiabré puisqu’elle fut la pre-
miére observation numérique d’'un comportement de chagsaesh

1 Formulation du probléme

On considére une couche de fluide d'épaiss&tlk, comme montré figure 1. Les températures sont im-
posées de maniéere parfaites, sur la plaque du HEut Ty, sur la plaque du basl? = Ty + AT'. Le probléme
est supposé illimité dans la direction horizontale. La @nés du chauffage modifie la densité du fluide, qui
augmente quand on s’éléve dans le fluide pour atteindredasnseplus froides. Ce mécanisme est potentielle-
ment instable, puisque le champ de pesanteur a tendancera fadéburd en bas et le léger en haut. Pour des
faibles écarts de température entre les plaques, le liggtlau repos. Au-dela d’'un certain seuil, I'instabilité
se développe et des rouleaux de convection apparaissent.
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Figure 1: lllustration schématique des rouleaux de coivedte I'expérience de Rayleigh-Bénard.

On noted(z, z, t) I'écart de température par rapport & la situation de coimugiure,i.e. :

T:T0+<%—z>AT+9, 1)

!Lord Rayleigh (1842-1919), prix Nobel de physique en 1984/ auteur de nombreux travaux fondamentaux sur des sajstsi
variés que l'optique, I'acoustique, les vibrations, l&il®emagnétisme, la mécanique des fluides, ... En 1916 iitdeédaleur critique
pour I'apparition des rouleaux de convection.

Henri Bénard (1874-1939) mena de nombreuses expériencesndection et détermina expérimentalement les seuilsaleligt au
début du XXe siecle.

2Edward Lorenz (1917-2008), météorologue américain.

3E. Lorenz : Deterministic nonperiodic flodpurnal of the Atmospheric Scien@®, 130-141, 1963.



ou T est la température absolue au sein du fluide. Les mouvemaerftaide sont décrits a I'aide des com-
posantes horizontalesz, z, t) et verticalesv(z, z,t) de la vitesse. Le fluide est supposé incompressible, si
bien que I'on résoud a I'aide de la fonction de couraft, z, t) définie par:

o
oY
U= ox (25)

Afin de simplifier les équations générales du probleme, LosIpposa que les inconnues (fonction de
courant et température) avaient la dépendance spatiakmsei

Y(z, z,t) = X(t) cos mz sin qx (3a)
0(z,z,t) =Y (t) cosmzcosqr + Z(t)sin 2mz (3b)

Cette hypothése lui permit de touver un modéle simple, calsormais sous le nom dgstéme de Lorenz
gouvernant la dynamique du systéme:

X =P (Y -X) (4a)
Y=-XZ+rX-Y (4b)
Z=XY -bZ (4c)

Les paramétres restant sont respectivement:

e Le nombre de PrandtP., mesure le rapport entre la viscosité cinématique du flualesidéré et la
dilatation thermique. Dans la suite du projet, on prefya= 10.

e Le nombreb est une longueur caractéristique de I'expérience. Sulvargnz, On prendrd = 8/3.

e r est directement proportionnel a la différence de tempérali” entre les deux plaques : c'est le
parameétre de contrble de I'expérience.

Au cours du projet, deux objectifs seront a remplir. Preen@gnt on s’intéressera aux dynamiques engendrées
par le systéeme de Lorenz (4), ce qui nous permettra de mettévidence des comportementsaotiques
Deuxiemement, les mouvements dans I'espace physiquet secomstruits afin de visualiser I'écoulement lors
des différents régimes.

2 Définition de I'espace physique

Le parameétre; apparaissant dans les équations (3) définit une longuendé’spatiale dans la direction
horizontale. Dans la suite du projet on prendra- 7/+/2. Pour la représentation, on limitera le domaine
physique seloriOx) & l'intervalle [ 2% ; 2],

e Calculez les composantes du champ de vitesse a partir qad'ssion de la fonction de courant (3a).

Représentez le champ de vitesse a I'aide de la fongiorver de matlab pour une valeur constante de
X(t) = X,.

e Ecrire un programme matlab qui calcule la vorticité= rot(V'), ouV = (u,v) est la vitesse du fluide.
Représentez cette quantité sur le méme graphique que lepctiamitesses. (On pourra utiliser les
fonctionsneshgri d etsur f de matlab).

e Représentez le champ de températupmur des valeurs fixes dé(t) et Z(t).



3 Etude de la dynamique

3.1 Intégration temporelle

Afin de résoudre numériguement les équations (4) de la dypnau systeme, il faut procéder a une dis-
crétisation du systéme, opération qui consiste a remplesdémuations continues par des itérations (équations
aux différences). En annexe du projet, on donne quelquetititiis de base ainsi que 3 schémas numériques
simples permettant de procéder pratiquement a la disatiétistemporelle.

e Ecrire un programme matlab réalisant I'intégration desaéqus (4) a I'aide du schéma de Runge-Kutta
d’ordre 4,i.e. permettant de calculey,, 1 connaissany,,. On a notéy,, = (X (t,), Y (t.), Z(ta))".

e Ecrire un programme matlab permettant d’'intégrer le systéthsur un intervalle de temfig 7', avec
un pas de tempdgt, et pour une condition initialg, = (X (0), Y(0), Z(0))" donnée.

3.2 Mise en évidence des différents régimes

Dans cette partie du projet on utilise le programme d’iraégn temporelle défini précédemment afin de
mettre en évidence numériquement différents régimes églubr le systéeme de Lorenz. Ce faisant, nous allons
suivre pas a pas la démarche employée par Lorenz en 1962.

e Pour0 < r < 1, et pour différentes conditions initiales, calculer degetrtoires du systéme et en déduire
son état stationnaire. A quels mouvements de fluide celegmond-il ?

e Effectuer la méme étude polr< r < 20. Que se passe-t-il en= 1 ? quels états stables trouve-t-on
pourr > 17

e Calculer les courbes solutions pout= 28. Qu'observe-t-on ?

Le comportement observé en= 28 est a la base des analyses développées par Lorenz dansisiendart
1963. Il venait ainsi de découvrir un comportement apégiogliengendré par un systéme dynamique déter-
ministe. Les travaux ultérieurs menés par les mathémasicserr ce type d’objet ont conduit a qualifier ce
comportement dehaotiqgue L'ensemble limite sur lequel convergent les trajectoigtsquant a lui appelé
par la suiteattracteur étrange Toujours a l'aide de simulations numériques, nous alloeinm en évidence
guelgues conséquences de ce comportement chaotique.

Sensibilité aux conditions initiales

e Intégrer numériquement 3 trajectoires pour 3 conditioitilas différentes a 10* prés. Représenter les
3 composanteX, Y et Z en fonction d€, puis dans I'espace des phases.

Cette expérience numériqgue montre le caractéere imprBdiaiiune dynamique chaotique, car une erreur
(la plus petite soit elle) sur les conditions initiales aite a long terme une trajectoire (et donc un comporte-
ment) complétement différente. Afin d'aller plus loin daascbmpréhension de ce régime, Lorenz eut I'idée
de réduire la dynamique a une itération discréte en corities maximas successifs de la variabile

e Ecrire un programme matlab qui donne les maximas succebsifie série temporell&/(¢). On notera
Zy, ces maximas. Représentez ensuite sur un graphe la fonctigfinie par : 7,1 = ¢(Z;). Commenter
l'allure de cette fonction.

3.3 Diagrammes de bifurcations

Afin d’avoir une vue plus générale des transitions obserdées la dynamique lorsqu’on fait varier le
parameétre de contrble, le but de cette section consiste a tracer diagrammes de bifurcationou I'on
reportera en abscisse le paramétre de controle, et en @éelame quantité cohérente a définir, permettant de
décrire la dynamique du systéme. On s'intéresse d’abordpeemiéres transitions, on fera donc varier le
paramétre- entre 0 et 30.



e Avant le régime chaotique, les états stables du systémedssnpoints fixes. Une maniére simple de
coder le diagramme de bifurcation consiste donc a effeainersimulation temporelle suffisamment
longue pour passer le transitoire, et a ne conserver qué&’ ldsrniers points. Ecrire un programme
matlab donnant un diagramme de bifurcation ainsi définiy fplage de- fixée entre 0 et 30. Donner
la valeur der¢ pour laquelle s'instaure le régime chaotique.

e Pourr > r¢, il N’y a plus de points fixes, si bien qu’'une maniére plus leatle coder le diagramme de
bifurcation consiste a retenir les maximas succeséifsle Z(t). Plus précisément, on ne retiendra que
N, pointsZ;, —r, afin de s’affranchir des grandes variations-dg&crire un programme matlab effectuant
cette opération, et tracer un diagramme de bifurcation pauf30, 350].

4 Reconstruction des mouvements au sein du fluide

Dans cette partie du projet, on revient a I'espace physitpuedquche de fluide), afin de représenter les
mouvements du fluide et de la température pour les différégimes observés.

On souhaite représenter des trajectoires lagrangiennpartieules de fluide. On rappelle qu’elles sont
définies par I'ensemble des poirits(t), y(t)) vérifiant & tout instant:

dz

a = u(z, Y, t)> (Sa)
dy
E _/U(:anat)a (Sb)

olUw etv sont les deux composantes du champ de vitesses définie2lEgs. (

e Utiliser le schéma d’Euler explicite afin de calculer lad¢pire de la particule de fluide se trouvant a
I'instant initial en(zg, yo) pourr = 10. Quel probléme constatez-vous ? Utiliser un schéma de Runge
Kutta pour obtenir une solution correcte.

e Reprendre les programmes écrits section 2 afin qu'ils polisseEcepter comme entrées des séries tem-
porellesX (t), Y(t) et Z(t). Représentez les mouvements du fluide et de la température po 10 et
r = 28.

e On souhaite reproduire numériquement I'expérience qusiste a augmenter la température la tem-
pérature afin d'observer les transitions du régime de cdimuau régime chaotique. Programmez et
représenter sur une méme figure la trajectoire dans I'estecphases lors de cette expérience, ainsi que
I'évolution de la température absolue et les mouvementgiauds fluide.

Annexe : notions d’intégration temporelle numérique
Soit un systéme dynamique de la forme :
y =1f(y,t) (6)

avecy € R”™. Définir un schéma numérique afin de calculer les courbegi@atudu systeme revient a
remplacer le systéme dynamique continu (6) par une apiglicdiscréte que I'on notera dans le cas général:

Dy, - Yn /> Yn+1



oU h est le pas de temps @, le flot numérique ou discret. De nombreuses méthodes ekadiarde procéder
a cette substitution. D’une maniére générale, on cherclaré én sorte que la solution numérique soit la
plus proche possible de la solution continue. Cependamipleezant un systéme continu par une équation aux
différences peut substantiellement altérer la solutidoudée, on peut ainsi trouver des solutions numérigues
instables alors que le systéme initial n’avait que desdtajees stables. On définit ainsi les propriétés suivantes:
Stabilité d'un schéma

Un schéma est dit stable si les erreurs successives d'@ésrardhaque pas d'itération ne s’amplifient pas
mais sont atténuées.
ordre d'un schéma

Une méthode numérique & un pas est d’ogdsel’erreur localey,, 1 — y (¢, + h) satisfait :
Yni1l — ¥(tn +h) = O(RPTY),  quandh — 0. (7)

On donne maintenant 3 schémas numériques explicites quediarra utiliser au cours du projet.

Méthode d’Euler explicite

@y, - YnF— Yn+l = ¥n + hf(yrutn)- (8)

Ce schéma est d'ordre 1 ; il est conditionnellement stable.

Méthodes de Runge-Kutta

Ces méthodes sont fondées sur une meilleure approximagide gente a I'instant, obtenue en prenant
des valeurs successives de la pente a divers points devatieet,,, t,.1] puis en moyennant astucieusement
ces différentes valeurs. Au cours de ce projet on pourrisetii
e la méthode de Runge-Kutta d’ordre 2 :

Le calcul dey,, 1 se fait en trois étapes, en calculant d’abord les pentes ame$ de l'intervalle puis en
prenant la moyenne de ces deux estimations, soit :

k| = f(Yna tn) (ga)
ko = f(Yn + hki,t, + h) (gb)

h
Ynt1 =¥nt 5 (k1 + k2) (9¢)

e la méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 :
Afin d’atteindre une précision d’ordre 4, il faut procéder éadculs préparatoires pour affiner I'estimation de
la pente. Ce qui donne :

ki =f(yn,tn) (10a)

h h
k2 = f(yn + Eklv ty + 5) (1Ob)

h h
ks = f(yn + Skt + 5) (10c)
ks = f(y, + hks,t, + h) (10d)

h

Ynil1 =Yn + E (kl =+ 2k2 + 2k3 + k4) (loe)



