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¢®® Relativité générale

Principe d’équivalence

Dans un champ de gravitation uniforme ¢ (celui régnant dans tous les
laboratoires de physigue "normaux”), un corps ponctuel de masse m constante,
voit son accélération @ vérifer I'équation

mia =mgg (1)

—

m; =m, = a = ¢ ily aéquivalence entre un champ de gravitation
homogene et une accélération absolue : C’est la fameuse expérience de
I'ascenseur d’Einstein.
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Tout ceci n'est que local ...
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"Un champ de gravitation peut étre localement compensé par une accélération
absolue” ou bien
"D’un point de vue local, il n'y a pas de différence entre un champ de
gravitation et une accélération absolue™

Principe d’équivalence faible.
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XX Conséquences du principe d’equivalence

R en chute libre dans un champ de gravitation strictement uniforme : ‘R
galiléen.

Par essence, un champ de gravitation ne peut étre partout constant : Il faudrait
gu’il soit nul partout ou bien associé a une masse infinie.

= il n'existe pas un référentiel galiléen (on dit aussi inertiel) global couvrant
tout l'univers !
Principe de relativité géneralisé :
"Les équations de la physique s’ecrivent de la méme facon dans tous les
referentiels”

Conséqguences :
1. Transformation de Lorentz = n’'importe quel type de transformation de
systeme de coordonnées (en particuliers non linéaire ...)

2. Espacetemps de Minkowski (plat)a 4 dimensions = Variété de Riemann
(courbe) de dimension 4 : A chaque point est associé un espacetemps plat
de Minkowski a 4 dimensions ...
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XX Application du principe d’équivalence

Mouvement géodésique
Particule libre de toute force autre que la gravitation ...
Principe d’equivalence : " il existe un référentiel inertiel local associé a des coordonnées
£ dans lequel les équations du mouvement sont celles d’une ligne droite dans I'espace temps
", c’est-a-dire
d2€a
dr?
dr = élément de temps propre : ds? = c?d7r? = 1,5dE*dEP.
Coordonnées inertielles locales £* = £“ (z#) — Coordonnées quelconques :
z# , (2) devient

=0 (2)

d?x* dxt dx”
= () 3
dT? T dr dt )
axA 82€a

A
149

= Pea duror . Symbole de connexion affine.
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® ®® Connexion affine et tenseur metrique

Coordonnées inertielles : ds? = 1,5dE*dEP
O£« ¢P

St D dztdz” := g,, dxtdx”

en dérivant g, par rapport a z* il vient (1,5 =cste)

1o 1G] o B
NGy = Mg (Fp EATIRL S )

Coordonnées quelconques : ds? = 1,

(4)

A QP OV AV Ok OgP
qui s’écrit encore en utilisant la définition du tenseur meétrique
g = 1%, 9o + T, Gpp (5)
en se livrant a un petit jeu de permutation d’indices on obtient directement
Oudrw =10\ G + 10,900 €0 Ougux =T, 900 + T\ g (6)
I3 ases deux indices du bas qui commuttent , ainsi
NGuw + O0ugnw — Owgru = T8, 9w + T8, Gpu + T\ 9o + T, gpa

FpA Gou — L0, Gpx (7)
= 2]_—”)0\,& gpl/ - p. 6/30



O@®

multipliant cette expression par la métrique inverse il vient

vo

— 2F§\u Gov 9°°

— Y o
= 2I%, 47

(OnGuw + Ougrw — Bugr) 9 (8)

nous avons donc explicité le symbole de connexion affine en fonction de la
metrique et de ses dérivées premieres, en notation a virgule, on a

o 1 vo
AL 5 (guV,A + 9xv,u — gku,l/) g (9)
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¢®® Laconnexion affine n'est pas un tenseur !

connexion affine — indices —— tenseur ?
Test du changement de repere.
(9.CIZ>‘ a2£a
0E™ OxHOxv

Dans le référentiel inertiel local £* (z#) et Ffw = , passant de z* a

z’* nous avons
ax/)\ 82604
o0E™ Ox'rox'v

I\
I i

(10)

02 0zr D [ OE™ D2°
Oz O€x Ox'm \ Oz Ox'v

02 Oz [ 0%E™ Q2T Qx° D™ 9*af
~ Ozp 06> \ OxO0xT Ox' Ox'v - OxC Ox'VOx'H

en faisant apparaitre la connexion dans le second membre, il vient

A _ ox™ O0x° Ox'* Oz’ O?x° "
e TR R S s - W T (1)
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. T . 0" . L L
Les objets T ou bien o sont tensoriels : généralisation non linéaire des
X X
transformations de Lorentz
oz’ Oz’
a B ._
A% g = G et Ay = gy (12)

Sommation < indices rapprochés
La relation ([11]) s’écrit simplement

0°x°
7 Oz Ox'H
le premier terme de cette relation est donc manifestement covariant, la

présence du second terme (inhomogene), ne permet donc pas au symbole de
connexion affine d’acceder au statut tant recherche de tenseur.

I, = A AT AN T 4+ AN (13)
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©e®® Dérivée covariante

Nécessité d’'une nouvelle dérivée
Dérivée d’'un vecteur 9, A = Objet tensoriel ?

Test: V/* = A", V" et A*, = 927 ainsi en dérivant V'# par rapport &z il
vient

ov'r VY da'H Ly &2
ox'’>x 9z’ Oxv Ox? Oz’

ox' * dxP OV 92’1
— v (14)
ox? Oz’ OxP +V Ox? Oz’

A 0%z *
oxP dzv 0x'*

... premier terme : manifestement covariant, mais le second ne I'est pas !

—  AM, A\P
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e @ O-@

oV'" oV 0%z *
dérivée ... = A", A\P V44 , 15
oz’ A Ay A OxP + Ozv oz’ A (13)
. 0°x°
connexion ... I}, = A" A,7 A, T%_+ A%, S (16)
un "‘petit" calcul fournit
I\ / A 8237/)\
v o__ T o nV R oY/p
rovy=A," A, Vor,, — AV v (17)
un peu d’'astuce permet alors de voir que I'on a
ovV'A X <o N over
v o__ o P «
50T + I, VY =A% A, ((%J +1° .V ) (18)

Il s’agit donc d’un objet tensoriel ... la dérivée covariante
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En généralisant les notations 9,V° = V* ,, on

¢.6-.@

ove { 0, VP +TE V™ :=D,VP
(19)

+ 0,V =
ox° 7 Ve, 4+TP VY =VP,
Propriétes
@ Linéarité : (a A*) +0B")) =a A", +bB",,
@ Identité de Liebniz du produit (A%, B?) = A¥,., B? + A*, B,
@ La dérivée covariante du tenseur métrique est nulle : Guv € ker (D)
@ La dérivée d'un scalaire est un objet tensoriel. Pour tout scalaire f on doit
donc avoir f, = f.,.
Tout scalaire s’ecrit comme un produit scalaire : f = V,V”, on en déduit
_ ov,
0x°

D,V,:=V,, — ') Va (20)

généralisation ...

D, T 5 i= T gy = Ty, + Tl T, 4 TY TR, T2 TH,  (21)
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e ®® Dérivée covariante le long d’'une courbe

Tenseurs définis uniguement sur une courbe paramétree , ... Z* .= Z(a* (1)).
...changement de repere ...

ox'H
g = S8 g _ A+, Z7 (22)
oxV
... dérivée par rapport au paramétre non covariante ...
dz'+ dz" 0%x'* oz
— A* Y 23
T N (23)

=-Dérivée covariante le long d’une courbe paramétrée par T,

DZH AL dx
= _— 4+ TH — 7" 24
DT dT T dT (24)

qui verifie bien
DZ'# _ DZzY
Dt Y Dt

(25)
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¢e®® Mouvement géodésique

—

Mecanique classique : Particule libre d—: = 0 Mécanique relativiste : éguation
. d? dxt dx” L .
des géodésiques + I“AVi T —o. Remarque : dérivée covariante de
dr? MY dr dr

la 4—vitesse par rapport au temps propre

Du*  d%2? \ dxt dx”
— +I
Dt dr?2 MY dr  dr

(26)

Du*

T

Ainsi I'équation des géodésiques ne dit pas autre chose que =0

Le mouvement géeodésique est comme rien !

Principe de correspondance

Relativité Relativité
Restreinte Générale
H
Nuv Juv

9, D,
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¢®® Dcviation géodésique : Courbure

2 géodeésiques voisines (méme abscisse curviligne ...) G (resp. G + 6G) :
ensemble des points M (resp. M + M) de coordonnées z* (1) (resp.
y* (1) = x* (1) + dx* (7)) qui vérifient 'équation

D dz*  d*z? dxt dx¥
— I (2)—— =0 resp. y*
D7 dr dr? + ’“/(x) dr dr p- y* (7)
Le calcul montre que
D d(zt —y*)  d*6zH da? dz¥ dz? d (62)
= 0,8 ) daf — 2N = O(dz"
Dt dr dr? T (G,10,) o dr dr LY dr dr ( x(2)7)
au premier ordre, une reecriture permet d'avoir
D? (6z™) \ \ \ \ dz" dx
Hz = (0.1, — 0,1, + T IT0, =T, T ) dat T (28)
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Il suffit de poser

O@®

A A A A A
Rk = 0x1,, — o1, + 10, 10, =T UL (29)
dont chacun peut vérifier gu’elle vérifie
(Do, D] Ay = DaDgAy — DpDo Ay = Apiasp — Apipia
A (30)
= RY,a5 AN

Le transport parallele le long d’'une courbe fermeée ne laisse pas invariant un
vecteur si la courbe n’est pas plane !
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L'éguation de déviation géodésique devient

D2 (50*) " de”
D2 dr dr

le tenseur de courbure de Riemann-Christoffel = force qui viendrait "rappeler”
la particule sur la géodésique G lorsqu’elle s’écarte de la trajectoire "naturelle”
de "chute libre”.

Proprietés de la courbure de Riemann-Christoffel
@ Antisymétrie 1 : R = — R s

O@®

A

vk 0T (31)

@ Courbure completement covariante : R,,,08 = gou R vag
ou plus "explicitement"

1
R)\,LLI/K} — 5 [gy)\,,u,ﬁ; =+ Juv,\,x — 9\k,v,p + g/ili,l/,)\]

(32)
+gpo [T7 T —T7 T ]

AV UK Ak~ UV

ﬁSymétrie par paire d'indices : Ry,x = Rurap
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O@®

ﬁAntisymétrie 2 Ryjve = —Ryuxve = —Ropry = Ruxe
@Cyclicité : Ryun + Ranpw + Ravwp =0
) Homogeéneéité :Ryx,x = Ruwpy =0
@identité de Bianchi: Ry as:x + Ruvrais + Ruvsra = 0
@ Une contraction : Tenseur de Ricci
R,g = g"" R,uap (33)

ou bien
Rusg =T\ 5+ Toga + a5, —T25T%, (34)

@ Deux contractions : courbure scalaire
R = g:“VR,UJV — guygaﬁRul/aﬂ — gMVRBMﬁV (35)

Exercice !!! Montrer que la courbure scalaire d’'une sphere de rayon r est une
constante R = —2/r? . Indication ds* = r? (d6? + sin” 6 dy?)
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c®® Une remarqgue remarquable

Identité de Bianchi @ Ry vk + Baunvin + Baprny =0
Comme g, € ker (D)), en contractant chacun des termes de I'identite de

Bianchi par ¢* il vient y
Par g R/mm _ Rm?;ﬁ: + R PRV 0 (36)
Si I'on contracte a présent par ¢"” il ne reste plus que
R, —2R",,.=0 (37)

guelques manipulations fournissent

R, — 2R*,.. =0 & 6% Ry — 2R%, =0
A (Rﬁ;n o %57’; R)Ii =0 At gnv (RKJU o %57,; R);/{ =0 (38)

)

& [ (RPy— 300 R)] =0 o [R™—LlgwR] =0

n : K

en introduisant le tenseur de rang 2 symétrique G* := R*¥ — %g’““’ R appelé
tenseur d’Einstein, notre double contraction de l'identité de Bianchi montre
donc que G*.,, = 0, c'est-a-dire :

GH e ker (D)) (39)
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¢®® Ccquations d’Einstein

Remarques preéliminaires

R1 | Forme de I'action

Relativité restreinte = Equations de la physique : S = [ Ld*x
L . scalaire = S covariant. En relativité généerale ce n’est plus vrai ...!
Lors d’une transformation x — x’

oxP 0x°

ox't Ox'v

g;“/ — A,up Aua 9po — 9po (40)

8(:13)

en prenant le déterminant il vient g = ‘ avec g = det g,,,, g = det g, et

‘g((f,)) le jacobien de la transformaﬂon.
ainsi 0 (z)

Voad's = g

/
d4 I — —8 d4 I . /d4 / a1
S| Y =V Vogdls @

est un élément de volume covariant.
En relativité générale, les actions s’écrivent donc

- / L/ —gd avec L scalaire (42)
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R2 | Nature de l'action
XX

R3

Relativité restreinte (Electromagnétisme)
SZSp|+Si—|—SC|=S

matiere

Relativité générale (principe d’équivalence)
Gravitation = Courbure = S

courbure

Stotal — Smatiére + Scourbure

Deux déductions possibles

a la Einstein a la Hilbert
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oe®® Deéduction "ala Hilbert"

L'action de courbure et sa variation

ALV
Ty -

j@: L.=R (Hilbert,Ricci,Cartan,Weyl,...)
. 1 1
ainsi Se=—— /R\/—gd% = —— /g“”RW\/—gd% (43)
2X 2X
Y . Constante a déterminer ...

1 0 (v/—
5Sc — T 5 [R,uy\/ —g T+ g'uVR,W/ ( g) + g'LW\/ —8g

2y ogH”
= |La variation § (,/—g) est la variation d'une application composée :

OR,.,
dgHv

] Sgtdis  (44)

N~

) 19 |—det g,,,/] (45)

2 Ve
Différentielle du déterminant § [— det A] = —D (det A) (6A) = tr (—flTéA) Si

A estinversible, AT = det AA~! et § [~ det A] = tr (— det AAT15A).
e A=gu, A =gM L

6 (vV—g) =9 ([— det g, ]
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On obtient

O@®

0 (\/ _g) — T_gg'uy(sguu — T_gguu(sg'uy (46)
= g"YR,, necessite plus d’attention ...
En fait ...
— oA
7 4, ( ga ) / ( b )
/g V géR,uud L / By T+ By
>\ e 1759 po vo.__ VST A
avec a” = gt ol : b” = g"" ol
1
et o), = 59" | (80pm),, + (395, = (501),, |
sur le bord du domaine d’intégration (i.e. loin de la source de gravitation),
'espace est plat : [¢""] 5,4 = [7""] = 69" ] 5opq = [00""] = 0.

L'affreux terme s’en va !
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Finalement, en rassemblant les 2 résultats

XX | |
0S. = Ty [RW — iR gW] V—gdghd*x

On reconnait le fameux tenseur d’Einstein G ,,, ...
’action de matiere et sa variation
Elle est de la forme

S, = /Em\/—gd4x

L,, . Décrit le contenu matériel (impulsion+énergie) de I'espacetemps ...
On peut faire varier cette action générale ...

05y = / [\/ —g ggﬁﬁ 09" — Lo, —”fgwég“”] d*x

1 oL 1
— — m _ — — Hv 4
2/2 [89“” QQWEm] vV —goghdx

en introduisant le tenseur énergie-implusion , elle s’écrit

1
0S,, = /iTW\/—gég“’/d‘laz

(47)

(48)

(49)

(50)
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¢®® cquations du champ gravitationnel

On annule la variation d’action totale : 4S; = §S. +6S,,, =0

1

1 1
2y [RW ok guu] V=g ogh i + / ST /=gog"de =0 (51)

1
C’est-a-dire Gu =R, — §R 9w = X Ty

Remarque G, € ker D¥ T, € ker D¥

|dentité de Bianchi Conservation de I'énergie-impulsion

N Equation d’Einstein

Ty -

’ -—

/@‘ =
V

Les éléments de ker D* sont proportionnels ...

Mais nous savons que g,,,, € ker D#, donc
Ryw = 5B G + Mgy = X Ty

A : Constante cosmologique
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¢ @ ﬁ Déduction "a la Einstein"

® Electromagnétisme

1 A+
Ap = P - JH Oy (OHA” — OV AF) = o J*
0 p — , .
électrostatique — electrodynamique
® Gravitation
P — gt
A =4nGp - O gt? = xTH
H
gravitostatique P | \ gravitodynamique

O : opérateur difféerentiel du second ordre ...
Ricci travaille pour Einstein : O g*¥ = G#*¥ I
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XX Qui est y

Limite des champs faibles de la RG : Mécanique classique

@ Les vitesses sont faibles devant ¢

dzk

dt

dzV

ds

dzk

L c et comme z° = ¢t o <
S

(52)

®La metrique est quasi-minkowskienne
9ap = Nap + hap avec |h0é[3‘ <1 et |hozﬁ‘ < ‘77046’ (53)

@ Champ stationaire
80haﬁ =0 (54)

a I'ordre le plus bas, I'éguation des géodésiques

S

d? dz® daP d? dx® : N
ds? B ds ds ds? =0 9

1 1 1
or I'yy = —59”’)8;)900 =3 ("7 + hH?) 8, (noo + hoo) = —577”’)8/)}@00
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L'équation des géodesiques s’écrit donc en champ statique faible

O@®

d?z* 1 dz®\ >
— — "9 hoo | —— 56
ds? 2 Ophao < ds ) 0
Composante temporelle — Rappel n = (+, —, —, —)
220 1 dz0\ .
d:? - 5nopaphoo (d—i) =0  car h est statique (57)

ainsi % = cste. Nous aurions pu nous en douter car dz® = cdt et
ds = edt (1 + 1;2/c2)1/2 , et donc sous nos hypothéses % ~ 1

Composante spatiale

; 2 5
d2 k _ 1 - ds2~c2dt2 d2 k C —
Ty = _§Vh00-6k: ' = —?Vhoo er.
. . 2 _k E—
PFD+Forces gravitationnelles : L4 = —Vi.ey
par identification nous avons donc

29

| 20
hoo = cste + — SOt goo = Moo + —5 + cste . (58)
c c
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O@®

Loin de la faible source de gravitation, 1) = 0 et I'espace est plat : g,, = 1,.,
donc goo = noo = 1. Ainsi

29
900:1‘|‘C—2

Pour les autres composantes g;;. = ik, goi = gio = 0.

Juv _>Rozﬁ,u1/ _>R,u1/ — R

1 2
ROO o —QOOR: —|——A¢
2 c2
lorsque ¥ < c¢?(limite newtonienne), si I'Univers est rempli d'un gaz parfait de
densité massique p, on a 7% ~ pc?

La composante purement temporelle des équations d’Einstein s’écrit alors
1 2
RO0 _ 5Rgoo _ XTOO o —2A¢ _ ch2
C

Equation classique correspondante : Poisson Ay = 47 Gp, Il convient donc de
choisir

B TG

o 4

X
C
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