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¢e®® Nature de la gravitation

Densité de masse
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La gravitation est une propriété de l'espace ...

Gravitation
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On part de la dé nition du potentiel gravitationnel

(r)=3SG (r) g,(r) Sz=4
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¢®® CEquation de Poisson

On part de la dé nition du potentiel gravitationnel

(r)=3SG (r) g,(r) Sz=4

le laplacien s'impose ....
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¢®® CEquation de Poisson

On part de la dé nition du potentiel gravitationnel
(r)=SsG (r) g,(r) Sz=4
le laplacien s'impose ....
(3 (r51);")=383G ( (r) 39 ;(r);")

soit

(3 (r;t);")=SsG ( (r) 3(r);")
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¢®® CEquation de Poisson

On part de la dé nition du potentiel gravitationnel
(N=SG (1) g,() Ss=4
le laplacien s'impose ....
(3 (1):;")=SG ( () 39,();") ' 28

soit

(3 (r;t);")=S3G ( (r) 3(r);")
le Dirac étant I'élément neutre de l'algebre de convolution, nous obtenons
nalement I'équation de Poisson

(r;t)=4 G (r;t)
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¢®® Ccquation de Viasov

Systeme de N (! 1 ) particules,
Chaque particule 1 N estrepéreeparw (t)=1[r (t);p (t)]T ;
Espace de con guration : n o

E= 8:8 [ ();p (1)

Densité de probabilité de présence dans E a l'instant t
Z

1= fMN)(wypnnwyt) dwyidwy
Conservation du nombre de particules : Equation de continuité

d(N)_ @tN)
dt =0) @t

I = dry dpai  drn  dpw
dt " dt ' dt ' dt

#

+div fNw =0

.
W=[ wa; i wy

c'est a dire

N) X (N) (N)
@CiDt B e L
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le Hamiltonien H du systeme est

O@®
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81 N

On a donc
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I'équation de continuité conduit donc a une equation de Liouville

O@®

@fN)+X\' p @) @ @fV

; =0 1
@ _ m @ @ @ W
derivée par Gibbs en 1884, 2 ans apres la mort de Liouville
f (N) - Ingérable ...
on introduit les densités a 1 variables (lois marginales)
Z Z
fO =1 wyt) = f (Ndw,  dwy
on integre Liouville surw,  wy,
oL {N)
@ p_ @ g
@t . 2 W N
=1 m @
XL {N)
@ :@ dw, dwy =0
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on peut alors intégrer surr,  ry, la condition aux bornes

O® im0 =0

permet de "liquider” la plupart des produits scalaires

XL N) N)
p @f |O1 @f
; dw dw = dw, dw
B m @ 2 N @ N
Z
p1 @
= =:—— f(N)gw dw
m; @1 ? N
_ p1. @fY
m; @i
pour les mémes raisons mais en vitesse ...
@ @fN)dw dw @1 @‘(N)d dw
_ @ @ i " @: "

de Liouville il ne reste alors plus que
@f!) + P1 _@fl) @ 1 @fN)
@t m; @ - @1

dW2 dWN =0
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¢ ﬁ ﬁ H | Les particules (étoiles) sont inscernables (Grexons ...)

On pose

X
1= 1(ryinrn) = 1
61
. _ _ _Gm m
ou = (r ;r):= ir -
ainsi 7 7
@ .. @fV) T " e, e
; dw dw = ; dw dw
@1 @)1 ? N 61 @1 @)1 ? N
Z
@12 @fN)
=(N 1 ; dw dw
( ) @, @, W N
on introduit alors la densité marginale a 2 particules
Z Z
f@ =@ (wqiwyt) = f(Ndws  dwy

12 he depend que de w4 et w, on peut nir donc l'intégration du potentiel, ...
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Z
@tV p, @tV @ 1, @F?
CO0® Ginie NV Gie™ @

Cette équation traduit la variation de f M) connaissant f ) | en poursuivant on
obtient

fO f@ e o f(N)

Hierarchie BBGKY Born,Bogoliubov,Green, Kirkwood,Yvon
1935% 1942

Faire des hypotheses pour stopper la hierarchie, i.e. trouver | H | tel que

9p<N;8n>p fM=0

H | Hypothese de chaos moléculaire (Boltzmann)

f @ wiwoit)= f O (we ) O (wart)+ g(wywoit)

g(wq; wy;t) : Fonction de corrélation a 2 particules. Les particules étant

Indiscernables on pose
Z

f(w;t)y= NfD(w:t)  ainsi f (w;t)dw =N
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0 ﬁ ﬁ La version integrée (2) de I'équation de Liouville s'écrit donc

f . @f f(wqt) f(woy;
6 7' = (N 1)Z 0, @ W WOt dw
N ) @ 7 @1 ?
- @t p @i (N 1) @f(wy;t) @
soit —— = f (wo:t)dw
@12 @g
+N (N 1 dw
i ( ) @)1 2
un petit rappel, f Wo: t
of Watydw, = Gm? W2y g
jri  ro
Z Z
(r;)=m f(w;t)dp = G - (“’t)_onr2
Jjra roj

= G (rq;t) jr%j: (rq;t)

enprenantN 1 N on obtient nalement (Equation de Boltzmann)
f f f
@f, p. 01 0f@ = N°GC (w;t) (3)

@t me@ @@
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0 ﬁ ﬁ £ @dw;wy;t) 1 Iy

Terme de corrélation C (w;t) = @ i r2j3

Systemes gravitationnels : collisions = dynamiqguement inef cace pendant de
longues périodes. Chandrasekhar(1941) : T,c N T4 =In(N). Sur une
centaine de temps dynamiques (Ty), les amas globulaires et galaxies en tous
genres sont dits non collisionnels, i.e. C(w;t) 0

@f p @f @f@ _

Boltzmann ) Vlasov: — + 0

@t Mm@ @@

Dynamique des systemes autogravitants . Systeme de Vlasov-Poisson

@r;p;t) , p @fr;p;t) @fr;p;t) @(r;t) _ o

dW2

@t m ng@o ) @ @
2 ) = P10 3043
- (r;1) Gm T rojdrdp
D2
... énergie moyenne par particule E = om + ..
8
< @f

@t: fE;f g  Vlasov: Dynamique
= 4G Poisson : Champ
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¢®® Théoreme du viriel classique

N particules de masses m; sans liaisons internes, positions instantannees

Fa,.IN -
o 1 X |
Energie cinétique T (5 In) = 5 m; r*) fonction homogéne de degré 2,
i=1
en effet pour tout réel on a
T( mian W)= 2T (mis )
Théoreme d'Euler des fonction homogenes :
X
figrad, T =2T (4)

=1

H| Energie potentielle U = U (rq;:5ry) ) pii=grad, L =grad , T
la relation (4) donne donc

Lpi =27 , = ri Pi pri=2T (5)
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Valeur moyenne temporelle

O@® 2

= lim — 'dt
11 0
Pour I'énergie cinétique, il vient
|
_ 4 X D'\
2T = at i Pi Bri
=1 =1

systeme a support compact : valeur moyenne temporelle du terme dérivé 0,
ainsi

B X
2T = B ri (6)
i=1

) deuxieme équation de Hamilton g = grad, U

H| U est homogéne de degré ) 2T = U
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O@®

Théoreme du viriel : relation entre les valeurs moyennes temporelles des
énergies cinétique et potentielle si cette derniere est homogene ...

Gravitation3D : U(ri;:iry) = — 1
e i Tl
j
Energie potentielle homogene de degré 1
U( ry;os ry)= —— = U(rg;unrn)

e ATl

) le théoreme du viriel stipule donc que

2T+ U =0

Gravitation uniforme: =1

Potentiel harmonique : =2
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¢®® Théoreme du viriel statistique

1) établir des moyennes sur les vitesses de I'équation de Vlasov, on intoduit
pour cela les quantités moyennes suivantes
Fonctions des variables r et t £
n Densité spatiale (r;t)= f(r;p;t)d°p =m
_ Z
n Champ de vitesse .4y - LY rpt)dp p=mv

Tenseurs a composantes fonctionnelles
n Tenseur de tempeérature cinétique
Z

1
PP ()=~ pipfdp
n Tenseur de variance-covariance cinétique
2()=pm B

n Tenseur de pression cinétique
1 Z Z Z

Py ()= — § =5 ppfd®  pfd’p ptdd



0 ﬁ ﬁ Tenseurs a composantes scalaires
n Tenseur cinétique : Il est composé de deux parties

1 ‘ 1 z
._ ~— 3 ._ 2 13
Cij = 5m pipjdr et K jj =0 ijdl’
on a alors
1
Tjk = Cjk + éKjk tel que TI’(Tjk): T
n Tenseur potentiel
Z
Uj := r @ & el que  Tr(Ujx)=U

@r
n Tenseur d'inertie 7

= 1 rndr

j = E 11

2)dériver les eéquations de la gravito-hydrodynamique (Jeans; 1924)
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X3
@, @(W):O (a)

@t _ @r

= Vj)"‘fl@@r( W)+ = (b

owZ- T8 18
@ m2 _ O m @y

. %:46 ()

r; : Coordonnées cartésiennes de r
Détails du calcul (Voir poly ...)

(a) E(Vlasov)dp
(b) (Vlasov)p, dp
(© (& p (D

(d) Poisson
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O@®

Un nouveau calcul, dont le point de départ est l'intégrale
Z

(C) rdr

permet d'obtenir la relation

1 02l
—M
2 dt?

= U +2Cjk + Kk

qui constitue le theoreme du viriel tensoriel, dont la trace permet d'obtenir le
théoreme du viriel scalaire
1 d?

—m—=Tr(ly )= U+2T
>Mae " i)

dans le cas d'un systeme a I'équilibre on retrouve le résultat classique ...

Relations fondamentales en Astrophysique
Calculs de masses, vitesses,
masse/luminosité, rotation, etc ....
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